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ETAT 

DE  LA  SOCIÉTÉ  MATHÉMATIQUE  DE  FRANCE 

AU  COMMENCEMENT  DE  L'ANNÉE  1901     (•). 

(9  JANVIER.) 


Membres  honoraires  du  liiirea 


Al'PELL. 

CREMONA. 

DAKliOUX. 

IIATON  DE  LA  GOUIMLLIÉKE. 

IIIRMITE. 

JORDAN. 

l'ICARD. 

i'oim:aré. 


Piésiilent MM 

.„.«...,„. I 

Secrétaires ! 

Vice-Secrétaires ! 

Archiviste 

Ti'ésorier 


du  C()iiseil(  ') 


nOCACiNE. 

CVRVALLO. 
l'AINLEVÉ. 
RAl'I'Y. 
VICAIRE. 

KLITEL. 
ROREL. 


KRICARD. 
DUPORCQ. 

RIOCHE. 
CLAUDE-LAIONTAINE. 

ANDOVER,  1003. 
ANDRÉ,  1903. 
ROLlRI.IiT,  1901. 
rOURET,   1903. 
GUVOU,  1903. 
IIADAMARD,  lOOi. 
I.ECORNU,  1902. 
I.EVY  (L.),  1902. 
LUCAS  (E.),  1902. 
MAILLET,  1904. 
NIEWENGLOWSKI,  1904. 
TOUCHE,  1902. 


(')  MM.  les  Membres  de  la  Société  sont  instamment  priés  d'adresser  au  Secrétariat 
les  l'ectifications  qu'il  y  aurait  lieu  de  faire  à  celte  liste. 

(')  La  date  qui  suit  le  nom  d'un  membre  du  Conseil  indique  l'année  au  com- 
mencement de  laquelle  expire  le  mandat  de  ce  membre. 


l'ailmlsslun. 

1872.  ACIIARI),    ancif^n  directeur  de   In    Compngnic  d'assurances    sur   la  vie   Ja  Foncière, 

rue  de  la  Terrasse,  6  bis,  à  Paris  (17°). 
lilOO.     JCKERMAW-TEIIBVER,  éditeur,  à  Lcipzic- 

1893.  AOAM  (Paul),  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  docteur  es  sciences  niallicmuliqiirs, 

boulevard  des  Invalides, /|0,  à  Paris  (■;•). 

1000.     ADIIÉJIAR  (vicomte  Robert  d'),  i/,n,  boulevard  Raspail  (iV)- 

189C.  AXDOYEU.  maître  de  conférf-nces  et  chargé  de  cours  à  la  l'acuité  des  Sciences,  avenue 
d'Orléans,  f),  a  Paris  (i4*)- 

1894.  ANDRADE,  maître  de  conférences  h  la  faculté  des  Sciences  de  Montpellier,  campagne 

liattigue,  il  Laignelongue  (  Hérault  ) . 
1S7'2.     AXllRE   (Désiré),  docteur    es    sciences    mathématiques,    rue    llonapane,    70  bis,    a 
Paris  (6'). 

IS90.  AMOMARI,  docteur  es  sciences,  professeur  au  Ivcée  Carnot,  rue  Daubignv,  1 1  bis,  à 
Paris  d:')- 

1379.  APPKI.I.,  niHmbro  de  l'Institut,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  et  à  l'École  Cen- 
trale des  Arts  et  Manufactures,  rue  de  iNoailles,  23,  à  St-Germain-en-Laye  (S.-et-O.). 

1S8I .     ASTOIl,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  place  Vaucanson,  4,  à  Grenoble  (Isère). 

iOOO.     AlJllin,  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  à  Valence  (Drùnie). 

1882.     A^)TO^'^E,  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  rue  Mont-Bernard,  9,  ii  Lyon  (Rliône). 

1900.     B\1RE,  docteur  es  sciences,  professeur  au  lycée  de  Bar-le-Duc. 

1896.     BAKER,  professeur  ii  l'Université,  Toronto  (Canada). 

1891.     ItAl.lTRAM),  capitaine  du  génie,  .K  Tlemcen  (Algérie). 

1389.     REIîlll\,  ancien    élève    de    l'École   Polytechnique,    rue    du    Clianip-de->Iars,     2:^,     à 

Pans  (7-). 
1875.     BERDEIiI.E,  ancien  garde  général  des  forets,  à  Kioz  (Ilautc-Saône). 
1872.     BIENAïllE  (Arthur),  inspecteur  général  du  génie  maritime  en  retraite,  rue  Rcvel,  iij, 

à  Toulon   (  A'ar). 

ISSS.  BlOfllli,  professeur  au  lycée  Louis-le-Grand,  rue  Notre-Darae-des-Champs,  56,  à 
Paris  ((>•). 

1875.  BISClIftFFSIIEIM,  membre  de  Ilnstilui,  rue  Tailbout,  3,  il  Paris  (g'). 

1898.  BI,AKE  (Edwin-M.),  igio,  Addison  street,  ii  Berkeley,  Californie  (  U.  S.  A.). 

1900.  BLIMEIHTIIAL  (Otto),  docteur  en  philosophie,  Herzberger  chaussée,  49.  à  Gôttingen. 

1891.  niillTEli,   professeur  au  lycée  Saint-Louis,   maître  de  conférences  h  la  Sorbonne,  rue 

Denlert-Kochereau,  iio,  ii  Paris  (i^*"). 

1892.  ROXAPARTK  (prince  Roland),  avenue  d'Iéna,  10,  il  Paris  (16'). 

1895.  IIUREL,   mailre   de   conférences   il    l'École  Normale  supérieure,  3o,  boulevard  Sainl- 

(lermaîn,  à  Paris  (:>'). 
189C.     BOll.AXCER,  mailre  de  conférences  a  l'Université, rue  Caumartin,  80,  à  Lille  (Nord). 
189G.     BOIIRCET  (Henry),  maître  de  conférences  .i  la  Facultédes  Sciences,  rue  Saint-Jacques, 

20,  à  Toulouse  (Haute-Garonne). 

1896.  ROIRI;ET,    )>roresseur  a  l'École  des  Beaux-Arts   et    au    lycée   Saint-Louis,  avenue    de 

l'Observatoire,  22,  il  Paris  (i4")- 
188G.     BRAI1I.T  1)1!  llOUltX'OSIÏlI.I.E,  avenue  delà  Grande-Armée,  79,  il  Paris  (16'). 
1900.      RREiri.lXC,  proviseur  du  lycée  Saint-Louis,  boulevard  Saint-Michel,  44  (G'). 

1897.  BIIICIRD,  ingénieur  des   manufactures  de  l'État,  répétiteur  à  l'École   Polytecliuiiini-, 

G,  rue  51unge,  il  Paris  (5*). 

1873.  RnOr.ARll,chef  de    bataillon     du  génie    en    retraite,   Ville-Haute,  73,   il  Bar-le-l)ur. 
IS'.liî.     UnililUUIIT.  professeur  ii  l'Université,  Kreuzplat/.   1.  à  /firicb  (Suisse). 


1897.  CABREIRl,  membre  de  l'Académie  royale  des  Sciences,  rua  da  AIe(;ria,  32,  à  Lisbonne. 

1894.  CillE\,  pi-oft'sseiir  au  collège  Rollin,  32,  rue  de  la  Pompe,  àParis  (<<>'). 

1893.  CAI,D.\RER4,  professeur  h  l'Universilé,  palazzo  Giampaolo,  via  dclla  Lilierla,  à  Païenne. 

1888.  CA\ET  (Guslave),  ingénieur  civil,  directeur  de  l'arlillcrie   de   MM.  Schneider  et  C", 

boulevard  Malesherbes,  i,  h  Paris  (8"). 

1885.  CAROiV,  professeur  de  géométrie  descriptive,  rue  Claude-Bernard,  71,  ii  Paris  (5°). 

1892.  CAROXXET,  docteur  es  sciences  mathématiques,  rue  Demours,  62  bis,  à  Paris  (17'). 

1896.  CARTAX,  maître   de  conférences   à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Suchet.  38,  a  I.yon. 

tSSî.  CARVAI.liO,    répétiteur   et   examinateur    d'admission    il   l'École  Polytechnique,    rue 

Clovis,  I,  h  Paris  {!>'). 

1887.  CASPARY  (F.),  Joachimsthalerslrasse,  .',3,    à   Charlotlcnburg  (Allemagne). 

1890.  CEOERCRKITÏ   (baronne  Nanny,   née    de  Lagerhorg),  Georgsgalan,  22,  ii   llelsingfors. 

1892.  r.ELlÉRIER  (Gustave),  quai  des  Eauï-Vives,  34,  à  Genève  (Suisse). 
1896.  CEf.S,  ]>rofesseur  au  lycée  Condorcet,  6,  square  du  Roule,  a  Paris  (8*). 

1887.  CERRIITI,  professeur  à  l'Université,  rue  délie  Sette  Sale,  16,  à  Rouie  (Italie). 

1888.  CIIAILAN  (Edouard),  rue  Berthollet,  16,  a  Paris  (5'). 

1893.  CIIARLIAT,  ingénieur  des  arts  et  manufactures,  rue  de  Paradis, /|G,  i>  Paris  (10"). 
1896.  CHARVE,  professeur  à  la    Faculté  des  Sciences,   cours  Pierrc-Puget,  60,  h    Marseille. 
1881 .  r.nE.llIJI,  ingénieur  eu  chef  des  ponts  et  chaussées,  avenue  Montaigne,  33,  il  Paris  (S'}. 
1884.  CIIRÏSTAI.,  professeur  à  l'Université,  h  Edimbourg  (Ecosse). 

1875.  aAlini;-l,AFOXTAlXE,  banquier,  rue  de  Trévise,  32,  à  Paris  (./). 

1872.  COIiLlC\0\,  inspecteur  général  des  ponts  et  chaussées,  rue  de  Seine,  6,  à  Paris  (6') . 

1890.  COLOT,  ch.âteau  du  Seuil,  il  Gérons  (Gironde). 

1898.  COMBERIAC,  capitaine  du  génie,  à  Limoges. 

1900.  COMTE  (Firmin),  ingénieur  des  ponts  et  chaussées  en  congé,  ii  liar-le-Duc. 

1896.  COàSERAT  (E.),  professeur  à  la  Faculté    des   Sciences,  rue  de  Met/.,  i,  il  Toulouse. 

189C.  COSSERAT  (F.),  ingén.  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  rue  d'Alsace,  23,  il  Paris  (lo*). 

1900.  CI)TTO\  (Emile),  niaitre  de  conférences  il  l'Université  de  Grenoble. 

1896.  COIIRTIX,  chef  de  bataillon  du  génie  en  retraite,  rue  Mongo,  21,  à  Paris  (5*). 

1884.  CRAIC,|irore5seur  il  l'Université  John  Hopkins,  il  llallimorc  (États-Unis  J'Amcriquc). 

1877.  CUE.MOXA,  sénateur,  directeur  de  l'École  des  Ingénieurs,  il  Rome  (Italie). 

1872.  DARROIIX,  secrétaire  perpétuel  de  TAcadémic  des  Sciences,  doyen  de  la    Faculté  îles 
Sciences,  rue  Gay-Lussac,  3fi,  il  Paris  (5'). 

1885.  DAUTIIEMLLE,  professeur  à  la  Faculté  desScienccs,  ii  Montpellier(lléraull). 

1881 .  DEFFORGES,  lieutenant-colonel  d'infanterie,  en  mission  il  Conslantinople  (  Turquie). 

1882.  DEI.AXXOÏ,  sous-intendant  militaire  en  retraite,  iiGuéret  (Creuse). 

1895.  DELAIXAY  (>'.),  profcsseurii  l'Institut  Polytechnique  Empereur  Nicolas  11,  ii  Vaisovie. 
1890.  DELEIIER,  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  il  Aubenas  (Ardèche). 

1885.  DEMARTRXS,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  ii  Lille  (Nord). 

1892.  l>t.llOi:LlX(Alp.),  professeur  il  l'Université,  rue  du  Ras-Polder,  20,  ii  GanJ  (Belgique). 

1897.  DEXIS  (Henry),  élève  libre  il  l'Ecole  dapplicaliou  iln  Génie  marilime,  me  de  Fleu- 

rus,  23,  il  Paris  (6'). 

1883.  D;;RUU5,  professeur  il  l'Université,  rue  des  Auguslius,  3î,  .Ji  Liège  (Belgique). 

1894.  OESAIXT,  docteur    es   sciences,    boulevard  Gonvion-Sainl-Cyr,  '17,  il  Paris  (17' )- 


—    VIII    — 
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1900.     DICKSTËilV,  117,  Marszutkowska,  Varsovie. 

1899.  DRiCII  (Jules), maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  ù  Clcrnionl-Feirand. 
I89G.     DllMJS  (G.),  licencié  cssciences,  il  Gland,  canton  de  Vaud  (Suisse). 

1897.  DliMOST,  professeur  au  lycée,  rue  Royale,  10,  a  Annecy  (Haute-Savoie). 

188G.  ni'XCW,  Consulting  Engineor,  Empire  Building,  liroadway,  71,  New-York  Cily. 

1895.  niPOnCQ  (Ernest),  ingénieur  des  telograplios,  boulevard  Pereire,  1G2,  à  Paris  (17'). 

1896.  niPfllir  (Henry),   professeur    h    l'Université,   rue  CoIonel-de-Grancey,  i,à  Dijon. 

1897.  nil(lA\-inRlGA,command.  d'artillerie,  30,  plaja  de  Maria  Pila,  à  la  Corogne  (Espagne). 
1885.  nVCIi  (Waltlier),  Tecknisclie  Hocliscliule,  il  Munich  (Bavière). 

1900.  ESTA\AVE,  docteur  es  sciences,  h  la  Sorbonnc,  a  Paris  (5'). 
1900.  KSriEXiVE,  capitaine  au  19'  régiment  d'artillerie,  à  Nice. 

1896.  EIVERTE,  ancien  élève  de  l'École  Polyteclinique,  ancien   capitaine  d'ai'lillerîe,  rue  de 

Seine,  6,  à  Paris  ((!'). 

1888.  FABIIY,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  a  Montpellier  (Hérault). 

1891.  FAIOIEMBEIIGIIE,  professeur  au  lycée,  il  Monl-de-Marsan  (Landes). 

1898.  l'ERBEIt,  capitaine  d'artillerie,  professeur  adjoint  à  l'École  d'application,  rue  d'Avon, 

17,  a  Fontainebleau  (Soine-et-Marne). 

1892.  FEIIK  (Henri),  professeur  à  l'Université,  rue  (îevray,    19,  à  Genève  (Suisse). 

1885.     KIEMIS  (John),  professeur  de  mathématiques,   356-357""  slreet,  ii  Chicago. 

1881.     riiOQUET,  professeurà  la  Facullé  des  Sciences,  rue  Saint-I.ambert,  17,  il  Nancy. 

1872.     fl.YE  SAIiVTE-HAUlE.clief  d'esciidron  d'artillerie  en   retraite,  ancien  répétiteur  à  l'École 
Polytechnique,  place  Iloyer-Collard,  a  Vitry-le-François  (Marne). 

1890.     FOi\TAKEAl',  ancien  officier  de  marine,  cours  Kugeaud,  8,  il  Limoges  (Hautc-'Vienne  ). 

1897.  l'OXTË.\É,  professeur  au  collège  Rollin,  boulevard  llarbès,  si  bis,  a  Paris  (18"). 

1895.  FOiVTÈS,  ingénieur  en  chef  des   ponts   et  chaussées,  rue   Romiguières,  3,  il  Toulouse. 
1891  .     FOJirVlllHM  (de),  profes.  h  l'École  Centrale,  me  d'Erlanger,  29,  Paris-Auteuil  (lO'). 

1889.  FlttCllÉ,  professeur  de  mathématiques,  rue  SoulTlot,  5,  il  Paris  (  5'). 

1872.     FOUKET,  examinaleur  d'admission  ii  l'École  Polytechnique,  rue  AVasliiiiglon,  16  (8'). 

1892,     FRftI.OV  (le  général),  quai  des  Eaux-Vives,  36,  à  Genève  (Suisse). 

1900.     GAI.DKAXO  (Z.-S.  de),  professeur  à  l'Universilé,  à  Saragosse. 

1b72.     (iARIEI,,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  professeur  à  la  Facullé  de  Médecine, 
rue  Édouard-Detaille,  6,  à  l'aris  (17'). 

1896.  GAllTlIIER-VIllARS,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  éditeur,  qu;ii  des  Grands- 

Augustins,  55,  il  Paris  (6'). 

1890.  CEBBIA,  professeur  libre  à  l'Université,  à  Palerme  (Italie). 

1872.     CEXTY    (E.),    ingénieur    en   chef  des    ponts    et    chaussées,  rue  de  A'augirard,  207,  il 
P.ris(..5-). 

1890.      GEXTV  (Mas),  lieutenant  de  vaisseau,  directeur  du  Paie  d'aérosUition  de  Lagoubran, 
villa  Emeriau,  il  Toulon. 

1890.     GERBALDI,  professeur  il  l'Université,  via  Daita,  11,  ii  Palerme  (Italie). 

1897.  (lERRANS,  professeur  il  Woicester  Collège,  Saint-John  Street,  30,  ii  Oïford  (Crande- 

lirelagne). 

1896.     GIRARDVILI.E,  capilaine  d'artillerie,  avenue  Marigiiy,  i33,  à  Montreuil-sous-Bois  (  Seine). 

18S1.     GOURSAT,  professeur   ii  la   Faculté  des  Sciences,   répétiteur  ii  l'École  Polylechniqne, 
boulevard  .\ragn,  iit,.i  Paris(i'i'). 


1895.  CREENIlIll,  prorcsseur  h  l'École  aarlilkiie.  à  \V<.ohvicli  (Grande-Bretagne). 
180G.     (iRÉVÏ,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  boulevard  Saint-Germain,  i3,  à  Paris  (5'). 

1899.  GDAIltr,  ancien  élève  de  l'Ecole   Potyleclinique,  boulevard  Saint-Germain,  a'io  iis,  a 

Paris  (7'). 

1880.  fiUCCU  (Jean),  prol'esseurii  l'Université,  via  Riigjiero  Settiino,  aS,  à  Palerme  (Italie). 

1900.  6UICIIA11D,  professeur  à  l'Université  de  Clermont-Ferrand. 

1891.     GIHIAIIAES,   oflicier  du   cénie,  il  l'Académie  des  Sciences,  rue  Nova  da  Picdade,  55, 

h  Lisbonne  (Portugal). 
tSSI .     GII.NTIIER  (D'  Sigismond),  professeur  à  l'École  Polyteclinique,  a  Munich  (Bavière). 
1885.     CUÏOU,  membre  de  l'Institut,  capitaine  de  frégate,  rue  de  l'Université, i3,  à  Paris  (  ■)'). 
1873.     lliAG,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique, 

rue  Chardin,  ii   Ifis,  à  Paris  (i6'). 

1882.     IIIBICII,  directeur  de  l'École  des  Ingénieurs,  il  Lima  (Pérou). 

1896.  IIAIIAMARD,  professeur  adjoint    h   la   Faculté    des    Sciences,    professeur   suppléant  au 

Collège  de  France,  rue  Humboldt,  25,  à  Paris  (i4'). 

1894.  IIAISTED,  professeur  à  l'Université  du  Texas,  Guadalupe  Street,  3407.  à  Anslin  (Texas). 

190(1.      IIAIIDF.I/,  (lève  ingénieur  à  l'École  des   Ponts  et  Chaussées,  22,  place  Malesherbes,  à 

Paris  (,7'1. 

1872.  IIATON  DE  LA  GOIIPILLIÈIIE,  membre  de  l'Institut,  inspecteur  général  des  mines,  direc- 

teur honoraire  d^  l'École  des  mines,  boiilevai-d  Saiui-Miciiel,  Go,  à  Paris  (6'). 
1S72.     IIKMIY,  inspecteur  général  des  ponts  et  chaussées,  boni.  St-Germain,  22,  ii  Paris(5°). 
1S92.     IlIîlOnW,  libraire-éditeur,  rue  de  la  Sorbonne,  8,  à  Paris  {'>'). 

1873.  IIEItJIITE,  membre  de  l'Inslilnt,  professeur  honoraire   ii   la  l'acnlté  des  Sciences  ,  rue 

<le  la  Sorbonne,  2,  il  Paris  (5' ). 
1893.     IIIOIX,  professeur  en  retraite,  rue  des  Fossés-Saint-Jacqucs,  i(î,  à  Paris  (5'). 
1900.     IIOFKBAIER,  ancien  lieutenant  d'artillerie,  rue  l\Ialus,  1,  à  Paris  (5'). 
1879.     HOI.ST(Elling),  professeurM'ÉcolePoIytechniquc,ij  llôvik,  près  Christiania  (Norvège). 

1895.  IIOTT  (Stanislas),  professeur  a  l'École  S"-Geneviéve,  rue  Rausset,  /|,  a  Paris  (lô"). 

1872.  iIOllllGA\T,  chef  de  bataillon  du  génie  en  retraite,  rue  Lecourbe,  88,  à  Paris  (i5'). 
1S8U.     IIUHIIERT,  ingénieur    en    chef    des    mines,    professeur  ii    l'École  Polytechnique,  rue 

Daubigny,6  ,  à  Paris  (17'). 

1881.  niREIl,  directeur  des  études  à  l'École  Centrale,  rue  Montgolfier,  1,  ii  Paris  (3'). 
1887.     ISSALY  (l'abbé),  rue  Margaux,  16,  à  Bordeaux  (Gironde). 

1896.  JACQIET  (E.),  professeur  au  Prytanée  militaire,  rue  Couchot,  8,  ii  la  Flèche. 

1898.     JAII\KE,  assistant  à  l'Université  de  Berlin,   Pariserstrasse,   55,   à  Berlin   W'   (Alle- 
magne). 

1873.  JANDI,  chef  d'escadron  au  i5'  régiment  d'artillerie,  i  Douai  (Nord). 
1898.     JARRY  (N.),  ingénieur  civil,  rue  Michel-Biîot,  187,  à  Paris  (12'). 

1872.     JAVAIIY,  chef  de  bataillon  du  génie  en  retraite,  chef  des  travaux  graphicpies  il  l'École 

Polytechnique,  rue  du  Cardirial-I.emoine,  i,  il  Paris  (5"). 
1872.     J0I1I)A\,   membre   de    l'Institut,  professeur  il  l'École  Polytechnique  et  au  Collège  do 

France,  rue  de  Varenue,  48,  a  Paris  (7";. 
1872.     JOIIKFRKT,  lieutenant-colonel  d'artillerie,  rue  de  l'Estrapade,  20,  à  Paris  (5'). 
1875.     JUiVG,  professeur  à  l'Institut  technique  supérieur,  via  Borgonuovo,  9,  à  Milan  (Italie). 
1890.     KOKB  (Gustaf),  maître  deconferences  il  l'Université,  ii  Stockholm  (Suède). 
1802.      KOCII    (H.  vox\     maître    de     conférences   il    l'Univcrsilc,    il   Djursholm-Stockholm 

iSuèdej. 


l-aJl 


1880.  KŒNIGS,   profossciir  à  la  l'aculto   des  Sciences  de  Paris,   répétilcur    à    l'Kcole   Puly- 

tpclinique,  boulevard  Arago,  loi,  à  Paris  (  l 'i*  ) . 

1897.  I.Ar\DCniE,  in[;énienr  civil,  clicfdii  laboratoire  de  la  Compagnie  gcncrale  des  Omni- 

bus, rue  lîallu,  3i,  à  Paris  (  if). 

1881.  I.ACOR, professeur  de  malhcmatiques,  boulev.ird  du  Mont-Parnasse, 96,  h  Paris  (l'i*). 
1873.     LAISAJIT,  docteur  es  sciences,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  avenue  Victor-Hugo, 

1G2,  à  l'a  ris  (16"). 
1893.     I.\XCEI.I.\,  boulevard  Arago,  97,hParis  (1','). 

1899.  liNDAD  (Edmond),  docteur  en  pliilosopliie,  Sommerslrasse,  5,  Berlin,  N.  W. 

1896.      HRDSE,  ingénieur  des  télégraphes,  Usine  des  cables  sous-marins,  il  I.a  Seyne  (  Var). 

1896.     I.AlfiF.l,  ancien  attaché  d'ambassade,  villa  des  Bruyères,  au  Golfe  Juan  (Alpes-Mar""). 

1873.     liAl'TII,  manufacturier,  h  1'liann  (Alsace). 

1896.     I.EAli,  professeur  au  collège  Stanislas,  rue  Saint-Placide,  54.  à  Paris  (6*). 

1880.     liAUTK,  membre  de  l'Institut,  boulevard  de  Coiircelles,  18,  h  Paris  (17*). 

1896.     LEBEI,,   professeur   au    lycée    de  Montpellier,  villa   Monl-Carmel,  avenue  Bouisson- 

Bertrand,  à  Montpellier. 
1893.     LECOBXll,  ingénieur  en  chef  des  mines,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rueGay- 

I.nssac,  3,  à  Paris  (5°). 
1895.     liÉMERAY,  licencié  es  sciences,  ingénieur  civil  du  génie  maritime,  rue  Ville-és-Marlin, 

109  A/s,  à  Saint-Nazaire  (  boire-Inferieure  ). 
1872.     LEMOIVE  (Érailc),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  atenue  du  Maine,  33,  à  Paris. 

1879.  I.E  PAIGË,  professeur  à  l'Université,  à  l'observatoire  de  Cointc,  à  I.iège  (  Belgique). 
1895.     LEROUX,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  faubourg  de  Fougères,  ^^i, 

h  Kennes  (Ille-el-Vilaine). 

1898.  I.E  ROY,  docteur  es  sciences,  rue  de  l'Abbé-de-l'Épée,  8,  à  Paris  (5'). 
1891.     IF.RY,  agent  voyer  d'arrondissement,  à  Pontoisc  (Seine-et-Oisc). 

1872.     I.ESPI\l'LT,  doyen  honoraire  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Bordeaux,  ii  ?iérac  (Lot-et- 
Garonne). 
190U.     I,EVI  CIVITA  (T.),  professeur  a  l'Université,  a  Padoue  (Italie). 

1882.  IKYY  (Lucien),  répétiteur  et  examinateur  d'admission  ii  l'École   Polytechnique,  rue 

du  Regard,  13,  à  Paris  (6"). 
1872.     I.EIY  (Maurice),  membre  de  l'Institut,  inspecteur  général   des  ponts  et  chaussées, 
professeur  au  Collège  de  France,  avenue  du  Trocadéro,   i5,  à  Paris  (16'). 

1875.     I.E7.  (Henri),  à  Lorrez-le-Bocage  (Seine-et-Marne). 

1898.     LIVDKI.OF  (Erust),  professeur  il  l'Université,  Boulevardsgatan,  12,  à  Helsingfors. 

1877.     MNDEillAIVX,  professeur  ii  l'Université,  Franz-Josephstrasse,  12,  à  Munich  (Bavière). 

1886.  MDIYII.I/E,  ingénieur  des  poudres,  examinateur  des  élèves  a  l'École  Polytechnique, 
quai  Henri  IV,  12,  h  Paris  (i'). 

1900.  I.OVETT  (E.-O),  à  Princeton,  New-Jersey. 

1888.  l.tfilS  (Félix),  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  rue  Boissiére,  3o,  i» 
Paris  (ilj"). 

1880.  I.YOV,  docteur  es  sciences    mathématiques,  chemin    de    la    Roseraie,    26,    a    Genève 

(Suisse). 

1882.  .MAr.E  DE  lÉriJiAY.  professeur  de  mathématiques  spéciales  au  lycée  Henri  IV,  rue 
Claude-ISeniard,  63,  il  Paris  (5'). 

1895.  MAII.I.Er,  docteur  es  sciences,  ingénieur  des  jionts  et  chaussées,  rue  de  Fonlenay,  11, 
il  Bourg-la-Ueine  (Seine). 

1875.     lIAU.OlZtl.,  professeur  de  mathématiques,  rue  de  l'Estrapade,  7,  il  Paris  (5'). 

1872.  JIW.VHEDI,  colonel  d'artillerie  en  retraite,  professeur  à  l'iicolc  Polytechnique,  boule- 
vard Reauséjour,   1.  â  Paris  fiii'). 


l'admisBlun. 

1884.     MARTIN  (Artemas),  Columljia  slrent,  iô3',,  N.  ^Y.,   à  Washington  D.  C.  (États-Unis 
d'Amérique). 

1889.     I1ARTIX(  Emile),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  proresseurdemalliémaliqiios. 

I,  square  du  Croisic  (boulevard  du  Mont-Parnasse),  à  Paris  (iS"). 
1894.     MAIJPI\,  professeur  au  collège,  à  Issoire  (Puy-de-Dùnie  ). 

1897.     JIEIllIKE,    professeur    à   l'Ecole    Polytechnique   supérieure,  Weissburgstrasse.    ag,    à 

Stuttgart  (Wurtemberg). 

1880.     IIEVDIZARAI,  TAMBOREL  (de),  membre  de  la  Société  de  Géographie  de  Jlexico,  calledc 
Jésus,  i3,  h  Mexico  (Mexique). 

1884.  MERCEREAl',  licencié  es  sciences,  rue  de  l'Université,  ipS.  à  Paris  (7'). 

1893.     MICHEL  (François),  inspecteur  de   l'exploitation    aux   chemins   de   fer  du  Nord,   à 
Béthune  (  Pas-de-Calais  ). 

1899.  MIMER  (D'  G.-A.),  professeur  à  Cornell  Univcrsity,  à  Ithaca,,  JV.  Y.  (Étals-Unis). 
1873.     MITTAC-I,EKFI,ER,  professeur  à  l'Université,  à  Stockholm  (Suède). 

1897.  MO\TCnEllL  (l'abbé  de),  école  de  l'Immaculée-Conception  Sainte-Marie  (Caousou), 

à  Toulouse. 

1898.  MnMESSIlS  DE  BALLORE  (R.  de),  rue  de  Meaux,  12,  il  Senlis  (Oise). 

1872.  HOUTARn,  iuspect.  général  desminesen  retraite,  rue  du  Val-dc-Grâce,  9,  à  Pari!;(5"). 
1888.     MllIillOPADIlUY  (Asutosh),  professeur  de  mathématiques,  Russa  Road,  77,  Norlh  Rho- 

wanipore,  à  Calcutta  (Inde). 
1898.      KAtD  (C),  éditeur,  rue  Racine,  3,  à  Paris  (G'). 

1885.  NEl'BERC,  professeur  à  l'Université,  rue  Sclessin,  6,  à.  Liège  (Belgique). 
1897.     MCOLLIER,  professeur,  à  Montreux  (Suisse). 

1900.  MEWENUI.nWSKI,  docteur  es  sciences,  inspecteur  de  l'Académie  de  Paris,  rue  de  l'Ar- 

balète, 35  (5"  ). 

1882.  OCAliNE  (M.n'),    ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  professeur  ii   l'École  des  Ponts 

et  Cliaussécs,  répétiteur  à   l'École  Polytechnique,  rue  La  Boëtie,  3o,  à  l'avis  (S'). 

1873.  OVIUlO  (Enrico  d'),  professeur  à  l'Université,  Corso-Oporlo,  3o,  à  Turin  (Italie). 
1893.      PAIMEVÉ,  membre  de  l'Institut,  maître  de  conférences  .a  l'École  Norm.ile  supérieure, 

répétiteur  a  l'Ecole  l'olytecliniqiie,  rue  de  Rennes,  99,  â  Paris  (Ij"). 
1888.     PAPELIER  (Georges),  professeur   de   mathématiques   spéciales    au   lycée,  nie  de  Rc- 

couvrance,  20,  il  Orléans  (  Loiret). 
188i.     PARAK,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Toulouse. 
1872.     PARMEXTIER,  général  du  génie  en  retraite,  rue  du  Cirque,  5,  à  Paris  (8')- 

1872.  PARRAX.ingénieur  en  chef  des  mines,  rue  des  Saints-Pères,  56,  il  Paris(7').    ■ 
1881.     l'ELLET,  doyen    de    la  Faculté  des    Sciences,  rue  Pascal,  3a,  il  CIcrmont-l'errand. 

1883.  PEILETREAI!,  ing.  eu  chef  des  chemins  de  fer  éthiopiens,  rue  Scribe,  5,  à  Paris  (9*). 
1898.     PELLETREAU  (Georges),  sous-inspecteur  de  l'exploitation  des  chemins  de  fer  du  INord, 

3i,  rue  Baudin,  il  Paris  (9-). 

1900.  PERCIIOT,  astronome  adjoint  à  l'Observatoire  de  Paris,  7,  rue  Sclieffer  (lO-). 

1874.  PERCIX,  général  de  brigade,  chef  du  cabinet  du  iiiiuislre  de  la  guerre. 

1881.  PEROTT  (Joseph),  Université  Clark,  il  VVoicesler  (Massachusetts). 

1873.  PERIIIN,  ingénieur  en  chef  des  mines,   avenue  d'Eylau,  9,  à  Paris  (i6»). 
1892.  PERRIX  (Élie),  professeur  de  mathémaliques,  rue  Lamandc,  7,  à  Paris  (17'). 
189G.  l'EIROVirCn.  professeur  a  l'Université,  Kossantch-Venac,  24,  ii  Belgrade  (Serbie). 
1887.  PEZZD  (DEL),  professeur  il  l'Université,  via  Gennaro  Serra,  75,  à  Naples  (Italie). 
ISÎ'J.  PICARD  (Emile),   membre  de  l'Institut,  professeur  à   la   Faculté   des  Sciences  et  a 

l'Ecole  Centrale  des  Arts  et  Manufactures,  rue  Soulllol,  i3,  a  I  aris  (o  ).^ 
1872.     PICQUET,  chef  <le  bataillon    du   génie,   examinateur  d'admission  à  l'Ecole  Polylceh- 
niiiue,  rue  de  Condé,  a'i,  à  Paiis  (<>'). 


l'aiJiuissiun. 
1896.     PIÉROX,  inspecleiir  géiiéial  de  l'inslruclion  publique,  rue  d'Assas,  5o,  à  Paris  (G"). 
1899.     HEUPONT  (James),  prof,  de   l'Université  Yale,  42,  Manslield  st.,  New   Havcn,    Con- 
nccticut  (États-Unis  ). 

1882.  P01\CAnÉ,  raenil)re  de  l'Institut  et  du  liurcau    des   Longitudes,   ingénieur  en  chef 

des  mines,  prol'esseur  à  la  Faciillé  desScîences,  rue  Claude-Bernard,  63  (ô*). 
1872.     l'OMGiWC (prince  C.  de),  villa  Jessie,  à  Cannes  (Alpes-Maritimes). 

1899.  PR1\CSHEIM,  professeur  à  l'Université  de  Munich,  12,  Arcisstrasse. 

189Ô.  PBUVOST,  inspecteur  général  do  l'Instruction  pul)lique,  11,  rue  de  la  Tour,  à 
Paris  (16*  ). 

1872.     PUTZ,  général  d'artillerie  en  retraite,  rue  Saint-Merry,  gS,  ii Fontainebleau. 

1896.      OUIQUET,  actuaire  de  la  Compagnie  In  Naùonale,  rue  de  Grammont,  i3,  à  Paris  (2-). 

1898.  IIABUT  (Charles),  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  rue  Duplessis,  77,  à  Ver- 
sailles (Seine-et-Oise). 

1872.     IIJBAll,  membre  de  l'instilut,  rue  de  Tournon,  12,  à  Paris  (6«). 

1883.  IIAFKV,    professeur-adjoint    il    la    Faculté    des    Sciences,    maître    de  conférences  h 

riîcole  Normale  supérieure,  rue  INicoie,  •;,  à  Paris  (5"). 

1900.  REJiARD,  rue  de  la  Tour,  7,  à  Paris  (16'). 

1898.     RIPERT,  commandant  du  génie  en  retraite,  rue  Saint-Antoine,  200,  ii  Paris  (4')- 
1893.     RlVEREAl)  (l'abbé),  professeur  à  l'Institut  catholique,  a  Angers  (Maine-et-Loire). 
1872.      ROUART,  ingénieur  civil,  rue  de  Lisbonne,  34,  à  Paris  (8'). 
1872.     ROUCIIE,  de  l'Institut,    professeur  au    Conservatoire   des  arts  et  métiers,  examina- 

teurdesélèves  à  l'École  Polytechnique,  boulevard  S'-Germain,  2i3,  à  Paris  (7"). 
1896.      ROIjGIER,  docteur  es  sciences,  professeur  au  lycée,  à  Toulon  (  Var). 
188.5.     ROIIQIIET  (V.),  professeur  honoraire  de  mathématiques  spéciales,  h  Belpech  (Aude). 
1900.     SALTÏKOW,  maître  es  sciences   mathématiques,  rue  du  Cardinal-Lemoine,  71   (5"). 

1896.  SAKCUEZ,  directeur  de  l'observatoire,  à  San  Salvador  (République  de  San  Salvador). 

1889.  SARAZ,  professeurde  mathématiques,  rue  Saint-Jacques,  220,  à  Paris  (5"). 

1872.  SARRAU,  membre  de  l'Institut,  ingénieur  en  chef  des  poudres,  professeur  à  l'École 
Polytechnique,  avenue  Daumesnil,  9  bis,  h  Saint-Mande  (Seine). 

1872.  SARTIAUX,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  chef  de  l'exploitation  à  la  Com- 

pagnie du    chemin    de  fer  du  Nord,  à  Paris. 
1885.     SAUVAGE,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Marseille  (Bouchcs-du-Rhône). 
1881.     SCIIIEGEI.,  professeur  h  l'École  technique,  Volmestrasse,  62,  à  Hagen  (Allemagne). 

1897.  SCIIOU  (Erik),  GI.  Antvorskov,  à  Slagelse  (Danemark). 

1881.  SCIIOUTE,  professeur  h  l'Université,  il  Groningue  (Hollande). 

1890.  SEGUIER  (J.-A.  de),  docteur  es  sciences,  rue  de  Sèvres,  35,  à  Paris  (6°). 

1882.  SÉtIVANOFF  (Démétrius),  attaché  à  l'Université,  Fonlanka,  1 16,  log.  16,  il  Saint-Péters- 

bourg (  Russie). 
1900.     SERVANT,  docteur  es  sciences,  Grande-Rue,  75,  à  Bourg-la-Reine  (Seine). 
19U0.      SPARUE  (comte  Magnus  de),  château  de  Vallière,  a  S'-Georges-de-Reneins   (Rhône). 
1881.      STARKOFF,  Maximilianovskiy  jioi'eonlok,  19,  log.  12,  il  Saint-Pétersbourg  (Russie). 
1879.     STEPHASOS  (D' Cyparissos),  professeur  à  l'Université,  il  Athènes  (Grèce). 

1898.  SrmniER  (Carl),    chargé  de  cours  à   l'Université,  Holtegaden,  i4,  à  Christiania. 

1873.  STUDiVlCKA,  professeur  ii  l'Université,  il  Prague  (Bohème). 
1872.     SVI.OW,  professeur  à  l'Université,  il  Frederikshald  (Norwègc). 

1899.  S^RIEU,  boulevard  Beauséjour,  23,  ii  Paris  (i6"). 

1896.     T\^iVEMlERG  (de),  professeur  à   la   Faculté  des  Sciences,  à  Bordeaux  (Gironde). 

1.S72.     TA\\ERY(Paul),directeurdes  manufactures  de  l'État,  à  Pantin  (Seine). 

1S75.     TAJIXERY  (Jules),  sous-directeur  à  l'École  Normale  sup.,  rue  d'UIm,  45,  :i  Paris(5'). 


l'admission. 
1882.     TARRÏ  (Gaston),  receveur  des  Contribulions  diverses,  h  Kniiba  (Algérie). 
1897.     TARBÏ   (Harold),  inspecteur  des  finances  en  retraite,  à  Kouba  (Algérie). 

1872.  TEnUIEIt,  professeur  au  collège  Chaptal,  avenue  Léonie,    ,  à  Saint-CIoud. 

1899.  TllYBilT  (Alesandre),  docteur  es  sciences,  professeur  au  lycée  Condorcet,  place  d'An- 

vers, 10,  à  Paris  (9*^). 

1873.  TISSOT,  ancien  examinateur  d'admission  à  l'Ecole  Polytechnique,  à  Voreppe(  Isère). 
1896.     TISSOT,  enseigne  de  vaisseau,  professeur  au  florda,  à  Brest  (  Finistère). 

1896.     T0I1RES,  ingénieur  des  ponls  et  chaussées,  Valgaine  Dios,  3,  a.  Madrid  (Espagne). 
1893.     TOl'CHE,    lieutenant-colonel  d'artillerie  territoriale,  rue  Truffaiilt,  23,  ii  Paris  (17*). 

1872.  TRESCi,    ingénieur    en    chef  des    ponts   et  chaussées   en  retraite,  château  de  Cour- 

tozé,  par  Vendôme  (Loir-et-Cher). 

1896.  TRESSE,  doct.  es  sciences,  prof,  au  collège  Rollin,  rue  Caulincourt,  20,  àParis  (18"). 
1893.     VAIiLEE-POUSSI\  (Cu.-J.  de  la),  professeur  il  l'Université,  rue  de  Namur,  190,  à  Lou- 

vain  (Belgique). 
1880.     V4\ECEK  (J.-S.),  professeur  au  lycée,  à  Jicin  (Bohème). 

1897.  WSSILAS-HTALIS  (J.),  docteur  de  l'Université,  rue  Polyclète,  5,  à  Athènes  (Grèce). 

1898.  VASSILIEP,  président  de  la  Société  physico-mathématique,  à  Kasan  (Russie). 
187G.     VICAIRE,  inspecteur  général  des  mines,  rue  Gay-Lussac,  3o,  à  Paris  (5'). 
188S.      VOLTERRA  (  Vito),  professeur  a  l'Université  de  Rome. 

1900.  VUIBERT,  éditeur,  63,  houlevai-d  Saint-Germain  (5"). 

1893.      WAGSEII,  professeur  à  l'École  J.-B.  Say,  rue  Spontini,  i3,  à  Paris  (16=). 

1880.  \VAI.CKE\AER,  ingénieur  en  chef  des  mines,  boulevard  St-Gerniain,  21.S,  à  Paris(7'). 
1879.     WEILI,,  directeur  du  collège  Chaptal,  boulevard  des  Batignolles,  ^5,  à  Paris  (8°). 

1873.  WEÏR  (D'  Edouard),  professeur  à  l'École  Polytechnique,  à  Prague  (Bohèmej. 
1878.     WORMS  DE  ROHILLY,  ingénieur  en  chef  des  mines,  rue  Balzac,  7,  à  Paris  (8-). 

1S82.     7.AB0IIDSKI,  membre  du  Comité  d'artillerie  et  professeur  i»  l'Académie  d'Artillerie,  i< 

Saint-Pelersbourg  (Russie) . 
1890.     /.AREMBA,   docteur  es  sciences,  professeur  à  l'Université  de  Cracovie  (Autriche). 

1881.  /.EIITIIEX,   professeur  à  l'Université,  Rosenvonget,  3,  Sidealle,  à  Copenhague. 
1898.     ZIWET,  South  Ingalls  street,  644,  Ann-Arbor  (Michigaii)  (Etats-Unis). 


.s  0  C  1  K  T  A  1  R  E  s    P  F.  R  P  K  T  U  F.  L  S. 

ACkEKllA\.\-TElB\ER.  h  Leipzig.-  BEVfllST  (décède).  -  BHRIlKl.l.i;,  à  Kioz.  -  BlE\A\«t 
(décédé).  —  UllICIlE,  i  Paris.  —  BISCIlOf fSlIEIJI,  il  Paris.  -  IIORCIIAKttT  (décédé).  - 
«OREl,  a  Paris.  —  RROCVRD,  a  Bar-le-Duc—  CIXET,  a  Paris.—  C\R»ALLO,  à  Paris.— 
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BULLETIN 


SOCIÉTÉ    MATHÉMATIQUE   DE  FRANCE. 


COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES 

(novembre  et  décembre  1900). 


SÉANCE     DU    7    NOVEMBUK     1900. 

PRÉSIDENCE  DE   M.    D'ocAGNE. 

Communications  : 

M.  d'Ocagne  :  L' équation  du  scptit-me  désiré  et  la  A'omogra- 
phie. 

M.   Dlvohcq  fait  la  Communicalion  suivante  : 

Sur  un  remarquable  déplacement  à  deux  paramètres. 

I.  Je  rappellerai  (')  tout  d'abord  les  propriétés  suivantes  des 
transformations  quadratiques  : 

La  donnée  de  cinq  couples  de  points  conjugués  dans  une 
transformation  quadratique  en  détermine  un  sixième. 

La  donnée  de  six  couples  de  points  conjugués  détermine,  en 
général,  une  injinité  de  couples  de  points  conjugués  qui  se 
correspondent  sur  deux  cubiques. 

Observons,  d'autre  part,  que  si  II,,  IIj  et  II,.,  désignent  trois  po- 
sitions dans  l'espace  d'un  plan  H,  et  et,,  «3,  ao  les  trois  positions 
correspondantes  d'un  point  a  de  ce  plan,  on  obtient  une  transfor- 

(')  Comptes  rendus  de  l'Acad.  des  Sciences,  iG  mai  1898.  Voir  aussi  mes 
Premiers  principes  de  Géoni.  mod.,  p.  l'io. 
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malion  quadraliquc  en  associant  nu  point  a  le  point  </,  où  l'axe 
de  la  circonférence  (aja^aa)  coupe  un  plan  fixe  P. 

En  combinant  cette  remarque  aux   résultats  précédents,  on  voit 
aisément  que  : 

Si  le  plan  11  se  déplace  dans  l'espace  de  sorte  que  cinq  de 
SCS  points  restent  à  des  distances  Jixes  de  cinq  points  du  plan  P 
il  existera  dans  les  plans  II  et  P  un  sixième  couple  de  points 
dont  la  distance  restera  invariable. 


Si  six  couples  de  points  des  plans  II  et  P  restaient  à  des 
distances  invariables,  il  en  serait  en  général  de  nié/ne  d'une 
infinité  de  couples  de  points  associés  sur  deux  cubiques  C  et  V. 

2.  Ces  résultats  rappelés,  examinons  un  cas  particulièrement 
intéressant  du  premier  des  déplacements  précédents.  Les  six  points 
obtenus  dans  chacun  des  plans  P  et  II,  et  qui  doivent  se  corres- 
pondre dans  une  double  infinité  de  transformations  quadratiques, 
peuvent  former,  dans  chacun  de  ces  plans,  les  six  sommets  d'un 
quadrilatère  complet  :  à  trois  sommets  en  ligne  droite  dans  un  des 
quadrilatères  correspondent  alors  trois  sommets  non  en  ligne 
droite  dans  l'autre,  et  il  est  facile,  dans  ce  cas,  grâce  à  la  formule 
de  Stewart,  d'écrire  la  relation  qui  existe  entre  les  six  distances 
invariables;  il  nous  suffira,  d'ailleurs,  de  remarquer  que  celte  re- 
lation est  linéaire  par  rapport  aux  carrés  de  ces  dislances. 

Soient,  en  particulier,  deux  quadrilatères  égaux,  aa'bb'cc'  al 
aa'Pp'yy',  a  et  a'  désignant  deux  sommets  opposés  du  premier 
de  ces  quadrilatères,  a  et  a'  les  sommets  homologues  de  l'autre,  de 
sorte  que  les  six  longueurs  à  envisager  ici  sont 

dix',      n'a,     b'^'.     h' 'y,     c-(',     r'v. 

La  relation  entre  ces  longueurs,  nécessairement  symétrique  par 
rapport  aux  distances  «a'  et  a'a,  par  exemple,  sera  donc  de  la 
forme 

(i)     A(ai'    -4-  «'<x   ) -H  H  ( /^p'" -v-^")  +  C  i^'"  H-('^')-v- D  =  !.. 
Or,  supposons  maintenant  nos  deux  quadrilatères  .sjmétriques 


~  3  -- 
par  rapport  à  une  droite  A.  île  sorte  que 

«ï' =  (/'«,         b'i' =  b'^,         c-'—r'-. 

En  supposant  fixe  le  premier  quadrilatère,  si  nous  nous  donnons 
les  longueurs  6,3'  et  cy',  nous  n'assujettirons  A  qu'à  deux  condi- 
tions, et  les  longueurs  égales  a  a'  et  a'a  seront  déterminées  par  la 
relation  (i).  Le  déplacement  du  plan  II  dépendra  donc  de  deux 
paramètres,  et,  néanmoins,  les  six  sommets  du  second  quadrilatère 
resteront  à  des  distances  fixes  de  ceux  du  quadrilatère  fixe.  On 
conclut  de  là  le  théorème  suivant  : 

Etant  donnés  deux  quadrilatères  complets  symétriques  par 
rapport  à  une  droite,  si  l'on  réunit  chaque  sommet  au  symé- 
trique du  sommet  opposé,  au  moyen  de  six  tiges  articulées,  le 
système  obtenu  est  susceptible  d'une  déformation  dépendant 
de  deux  paramètres. 

On  voit  que,  si  l'un  des  quadrilatères  est  fixe,  les  six  som- 
mets de  l'autre  décrivent  des  sphères. 

Enfin,  les  deux  quadrilatères  restent  constamment  symé- 
triques par  rapport  à  une  droite. 

3.  11  est  nécessaire  d'observer  que,  si  l'on  se  contentait  des 
quatre  liaisons,  deux  à  deux  égales,  bi'  et  b'^,  cy'  et  c'y,  le  dé- 
placement relatif  des  quadrilatères  dépendrait  toujours  de  deux 
paramètres,  mais  qu'il  posséderait  néanmoins  plus  de  liberté  que 
le  précédent  :  on  pourrait,  en  efTet,  en  se  donnant  arbitrairement 
la  longueur  «a',  par  exemple,  obtenir  un  déplacement  à  un  para- 
mètre, qui  ne  serait  pas  compris  dans  le  déplacement  de  tout  à 
l'heure.  On  a  ainsi  un  curieux  exemple  de  décomposition  d'un 
déplacement  à  deux  paramètres. 

•i.  Revenons  au  cas  de  nos  six  liaisons,  et  joignons-y  une  nou- 
velle, do',  d  et  o'  désignant  deux  points  quelconques  des  plans 
P  et  n.  Leur  déplacement  relatif  dépendra  alors  d'un  seul  para- 
mètre, mais,  cette  fois,  il  existera  nécessairement  (par  suite  du 
dernier  des  théorèmes  du  n"  1)  deux  cubiques  C  et  F,  dont  les 
points  resteront  deux  à  deux  à  des  distances  invariables.  Elles  sont 
faciles  à  définir  :  si,  en  effet,  d'  désigne  le  symétrique  de  o'  par 
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rapport  à  l'axe  de  symélric,  A,  des  deux  quadrilatères,  la  cubique  C 
est  la  hessienne  du  réseau  ponctuel  formé  par  les  coniques  qui 
divisent  liarnioniqueinent  les  sej;ments  ««',  bb'  (par  suite  aussicc') 
et  dd'.  Si  m  et  m'  désignent  deux  points  conjugués  à  toutes  ces 
coniques,  et,  par  suite,  situés  sur  C,  le  point  ni  restera  à  une 
distance  invariable  du  point  y.' ,  symétrique  de  m'  par  rapport  à 
l'axo  A.  On  peut  remarquer  que,  sur  la  cubique  C,  les  points  m 
et  m'  forment  un  couple  sleinérien  (c'est-à-dire  que  les  tangentes 
en  ces  points  se  coupent  sur  la  cubique).  On  obtient  donc  le 
théorème  suivant,  dont  M.  Raoul  Bricard  m'a  communique 
l'énoncé  : 

Etant  données  dans  l'espace  deux  cubiques  planes,  C  et  T, 
symétriques  par  rapport  à  une  droite  A,  on  considère  sur  C 
une  famille  de  couples  steinériens;  soient  mm'  un  de  cescouples, 
et  [a'  le  symétrique  de  m'  par  rapport  «A.  Si  l'on  relie  chaque 
point  m  de  C  au  point  u.',  (jui  lui  correspond  ainsi  sur  F,  par 
une  tige  de  longueur  fixe,  on  obtient  un  système  dèformable. 

C'est  là  un  nouvel  exemple  de  déplacement  d'une  courbe  plane 
dont  tous  les  points  décrivent  des  trajectoires  sphériques. 


M.   Touche  (ait  la  Communication  suivante  : 

Sur  une  question  posée  par  d'Alembert. 

D'Alembert  a  posé  aux  géomètres  une  question  qui  n'a  pas  en- 
core reçu  de  réponse  bien  convaincante  ;  cette  question  est  connue 
sous  le  nom  de  paradoxe  singulier  de  d'Alembert,  et  quebpie- 
fois  simplement  de  paradoxe  de  d'Alembert. 

L'auteur  l'expose  ainsi  dans  la  préface  du  Tome  V  des  Opus- 
cules mathématiques  : 

«  Dans  le  cinquième  Mémoire,  j'expose  un  singulier  paradoxe, 
que  j'invite  les  mathématiciens  à  examiner,  et  duquel  il  résulte 
qu'en  supposant  à  un  corps  solide  une  certaine  figure,  ce  corps 
semble  ne  devoir  éprouver  aucune  résistance  de  la  part  d'un 
iluide  où  il  sera  mû,  dans   les   suppositions  même  qui  paraissent 


les  plus  légilimcs  et  les  moins  précaires,  sur  la  manière  dont  le 
(hiicle  agit.    » 

Dans  ce  Mémoire  du  Tome  V  il  décrit,  en  elTet,  la  forme  de  ce 
corps,  considère  le  mouvement  hypothétique  du  fluide  à  l'avant 
et  à  l'arrière  de  ce  corps  et  démontre  sa  proposition  invraisem- 
blable; puis  il  fait  suivre  cet  exposé  de  raisonnements  destinés  à 
prouver  qu'il  en  serait  de  même  dans  le  cas  de  tout  autre  mouve- 
ment supposé  pour  le  fluide,  autour  de  ce  corps.  Nous  avons  trop 
d'admiration  à  l'égard  de  d'Alembert  pour  mettre  en  doute  la 
valeur  de  ces  raisonnements,  mais  ils  sont  un  peu  longs  à  citer 
textuellement,  et  nous  préférons  le  faire  pour  le  résumé  bien  clair 
qu'en  a  fait  de  Saint-Venant  dans  son  Livre  sur  la  Résistance  des 
Jl aides  : 

«  Supposons  un  corps  solide  composé  de  quatre  parties  égales 
et  semblables,  ....  placé  au  milieu  d'un  fluide  indéfini,  ....  Ima- 
ginons que   ce  corps  soit  immobile  et  que  les  parties  du  fluide 

reçoivent  toutes  une  impulsion  égale,  parallèle  à  l'axe  du  cor{)s, 

Supposons,  pour  un  moment,  que  le  mouvement  du  fluide  soit  le 
même  à  la  partie  antérieure  et  à  la  partie  postérieure,  . .  .  ;  on 
trouvera  qu'il  se  continuera  de  même,  ...,  donc  c'est,  en  eflet, 
de  cette  manière  que  le  mouvement  aura  lieu Or  il  en  résul- 
tera que  la  pression  du  fluide  sur  le  corps  sera  absolument  nulle  : 
la  pression  sur  la  surlace  postérieure  sera  égale  et  contraire  à  la 
pression  sur  la  surface  antérieure,  ....  Je  ne  vois  donc  pas,  je 
l'avoue,  comment  on  peut  expliquer  par  la  théorie,  d'une  manière 
satisfaisante,  la  résistance  des  fluides.  Il  me  paraît,  au  contraire, 
que  cette  théorie,  traitée  et  approfondie  avec  toute  la  rigueur 
possible,  donne,  au  moins  en  plusieurs  cas,  la  résistance  absolu- 
ment nulle,  paradoxe  singulier  que  je  laisse  à  éclaircir  aux  géo- 
mètres.   » 

D'Alembert  v  revient  aux  n'"  8  et  suivants  du  v;  13  de  ses 
AotH'cltes  recherches  sur  les  fluides,  dans  lesquels  il  termine  en 
disant  de  nouveau  que  cette  matière  parait  bien  digne  d'occuper 
les  géomètres. 

Après  avoir  transformé  les  équations  d'Euler  et  vérifié  ce  pre- 
mier travail,  en  déduisant  ces  équations  transformées  des  équa- 


lions  de  Lagrange,  qui  ne  sont,  comme  Caucliy  l'a  nionlrc-,  autre 
ciiose  que  les  équations  d'Eulcr,  nous  avons  cru  avoir  une  base 
inalhématiqiie  pour  déduire,  en  les  rapproclianl,  les  équations 
d'une  trajectoire  fluide. 

Mais  nous  ne  pouvions  pas  ouiilier  nos  anciennes  publications 
cl,  en  particulier,  celle  faite  en  1890  dans  la  lievite  cl' Artillerie. 
Là  nous  avions  calculé  de  prime  abord  la  résistance  de  l'air  aux  pro- 
jccliles  et,  en  nous  basant  sur  des  faits  d'observation,  nous  étions 
arrivés  à  des  résultats  numériques,  aussi  ap|)rocbés  que  nous 
pouvions  l'espérer  des  résultais  numériques  fournis  par  l'expé- 
rience. Nous  nous  sommes  demandé  s'il  n'y  aurait  pas  dans  ce  tra- 
vail quelque  principe  nouveau  qui  pût  éclairer  la  question  posée 
par  d'Alembert  et  nous  avons  songé  à  celui-ci,  qui  s'y  trouve  en 
cfi'el  :  Le  mouvemenl  d'un  point  matériel  ou  son  impulsion  ne  se 
transmet  pas  instantanément  à  un  point  voisin  situé  sur  la  même 
courbe  orthogonale  aux  trajectoires,  mais  bien  avec  une  vitesse 
égale  à  celle  du  son  dans  le  fluide  considéré  et  pour  la  température 
à  laquelle  se  trouve  ce  fluide. 

Examinons  en  elTet  {fig-  i)  le  corps  immergé  décrit  par  d'Alem- 


bert. Soient  AB  une  parallèle  à  la  direction  générale  du  fluide,  (jD 
une  perpendiculaire  passant  par  le  milieu  O  de  AB;  ]\1,  M',  N,  N' 
quatre  surfaces  superposables,  M  étant  égal  à  AOC,  M'  à  AOD, 
N  à  COB  et  i\'  à  DOB;  le  fluide  parlant  de  A  léchant  la  surface 
antérieure  suivant  les  arcs  AC  et  AD  et  la  surface  postérieure  sui- 
vant les  arcs  CB  et  DB.  Suivant  la  surface  du  corps,  les  tangentes 
aux  courbes  orthogonales  aux  trajectoires  seront  normales  à  la 
surlace.  Alors,  il  s'ensuivra,  d'après  d'Alembert,  que  les  compo- 
santes des  [)ressions  parallèles  à  AB  se  détruiront  mutuellement 


deux  à  deux  el  qu'il  en  sera  de  iiiènie  pour  les  composanles  des 
pressions  parallèles  àCD;  de  là,  suivant  d'Alembcrt,  le  paradoxe 
singulier,  car  en  replianl  le  bas  de  la  figure  sur  le  haut,  en  le  fai- 
sant tourner  autour  de  CD,  les  tangentes  aux  courbes  orthogonales 
aux  trajectoires  fluides,  aux  points  où  ces  courbes  orthogonales 
partent  de  la  surface  du  corps  et  pour  la  partie  N  -f- ÎS',  viendront 
recouvrir  exactement  celles  qui  sont  relatives  à  la  partie  supé- 
rieure M  +  M'  ;  la  résultante  des  pressions  sera  donc  nulle. 

Si,  au  lieu  de  cela,  nous  introduisons  le  principe  posé  dans 
notre  publication  de  la  Revue  d' Artillerie,  que  le  mouvement 
d'un  point  matériel  ou  son  impulsion  ne  se  transmet  pas  instanta- 
nément à  un  point  voisin,  situé  sur  la  même  courbe  orthogonale 
aux  trajectoires,  mais  bien  avec  une  vitesse  égale  à  celle  du  son, 
dans  le  fluide  considéré  et  pour  la  température  à  laquelle  se  trouve 
ce  fluide,  alors  les  choses  changent  bien  sur  la  figure  que  nous 
avons  considérée.  Tandis  que  le  lluide  se  meut  avec  la  vitesse  v 
tangentiellement  à  la  trajectoire,  l'impulsion  se  transmet  avec  la 
vitesse  ?  de  transmission  du  mouvement,  normalement  à  celle 
trajectoire;  el  alors,  au  lieu  de  considérer  des  courbes  orthogo- 
nales aux  trajectoires,  nous  devons  considérer  des  lignes  inclinées 

sur  elles  de  l'angle  dont  la  tangente  est  j  ;  alors,  quelquepetite  que 
soit  la  tangente  de  l'angle,  ;>  nous  voyons  qu'il  n'y  a  pas  recou- 
vrement pour  ces  nouvelles  lignes,  quand  on  rabat  la  partie  de 
figure  CBD  sur  CAD,  ces  nouvelles  lignes  étant,  pour  CBD,  incli- 
nées par  rapport  aux  courbes  orthogonales  aux  trajectoires,  de 
l'autre  côté  que  lorsque  Ton  considère  CAD.  Loin  de  se  détruire, 
les  pressions  s'ajouteront  pour  la  partie  antérieure  du  corps  im- 
mergé el  pour  la  partie  postérieure. 


M.   RivEiiEAv  adresse  la  Note  suivante  : 

Invariants  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre 
linéaires  et  homogènes. 

Soit  léquation 

d'-z  ,     à'-z  à^z  ,dz  àz  _ 

^  '  Ar»  dxAy  dy-  0.r  ày 


où  les  coefficienls  de  «,...,/ sont  des  fondions  de  ^  et  >'.  Celle 
éqiialion  conserve  la  même  forme  si  l'on  fait  le  changement  de 
fonction  ou  de  variables 

(•2)  i  =  i<(a-,j')Ç.        I  =  F|(2-,^),       i^  =  F2(a^,r)> 

où  s  est  une  fonction  des  nouvelles  variables  indépendantes  çetïi. 

Pour  trouver  des  expressions  invariantes,  nous  particulariserons 
les  fonctions  indéterminées  ?<,F,,Fo,  de  manière  à  obtenir  une 
transformée  de  forme  réduite,  méthode  employée  dans  le  cas  des 
équations  différentielles  ordinaires. 

L'équation  obtenue  à  l'aide  des  formules  (2)  est 

i"  Si  b-  —  rtc  pé  o,  on  pourra  choisir  pour  ^etY)  des  valeurs  X,  Y 
annulant  a  et  y.  il  suffit,  comme  on  sait,  de  prendre  pour  Xet  Y 
deux  solutions  distinctes  de  l'équalion 

/()6  y-      /  ^  «^9  ,    /^  y_ 

\d.r  /  '     ôx  dy  '^     \  Oy  j 

Pour  simplifier  l'écriture,  nous  pouvons  supposer  que  l'on  fasse 
d'abord  le  seul  changement  de  variables  X,  Y.  On  obtient  une 
équation  de  la  forme 

où  l'on  a 

d\  dY  ,   /d\  d\       d\  d\\  d\  t»Y 

d.v   dx  \dx    dy        ôy  àx /  dy  ày 

dîX  ,     d'-\            à'-\  ,0X  dX 

'            àx^  àxdy           dy'  dx  dy 

d^\  ,     ()2Y             à^Y  ,dY  d\ 

dx'  dxày           dy-  dx  dy 

Si  nous  posons  maintenant 

;  =  U(.\,  Y)Z 
et  si  nous  déterminons  U  de  manière  à  annuler  le  coefficient  de 
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-^i    par  exemple,   nous  obliendrons  une   équation   réduite  de  la 

forme 

d--Z  „  dZ       ..„ 


Le  calcul  des  coefficients  H  et  K  va  nous  fournir  deux  inva- 
riants relatifs.  On  trouve  facilement  que  U  doit  vérifier  l'équa- 
lion 

b\- hrf,lJ  =  o. 

ày 

H  et  K  peuvent  alors  s'écrire 


b,  b\  0\  \bj 


^çr  et  K   s'expriment  en   fonction   des  coefficients  de   l'équation 
proposée  et  du  déterminant  fonctionnel 


dx  ày 
dY  d\ 
dx     dy 


Voici  comment  on  peut  faire  ce  calcul.  Posons 


dx  dy 


dx 


ày' 


y.  et  ^  sont  alors  les  deux  racines  distinctes  de  l'équation 
a  ).'  -1-  a  6  X  +  c  =  o. 


Prenons 


6—  v/6s  — < 


M- 


b-h-^b' 


(  '  )  Cf.  Darboux,  Théorie  des  sur/aces,  t.  II,  p.  27. 
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nous  aurons 


■x(b^—ac)  dX  d\ 


A  =  («-P) 


a  dy  ày 

oX  dY  ■>.  \/b'-—ac  dX  d\ 


1  e, 


dy   dy  a  dy   ày         y/fe2— , 

dX 

dy' 


L     \à-x  àyj  Oy  J  Oy 


Kf!-^?)--:f^ '.<-"]? 


o 


On  calculera  les  dérivées  de  a  à  l'aide  de  la  relation 

a  y.- -i-  ■!  b  3. -\-  c  =  o. 
Ainsi  l'on  aura 

/,  On  àb\  da  de 

2.6 a--a  +  c o  —- 

07.  \      O.r  Oy  I  O.r  Ox 

Ox  ■/  «  (  «  a  -H  b) 

aa  +  b  ——  \l b-  —  ac,         a^  ->rb  =-t-  /^^ —  ac. 
Nous  obtiendrons  finalement 

5</,  _P^-aQ  ■2C,  _       P  +  PQ 

ày 


db        ,   àc\         ,,, 


61 

où  nous  avons  posé 

1  p  -     «     r 

da 

d)], 


j    -                    «              r     du            de            l ,  da  db\         ,  T 

1  Q  =  .     c  ,^ .a  —  -1-26- rt;5--t-4(,ne  —  6rf)    , 

En  remarquant  que  l'on  a  les  formules 


d    _       \    0\  /  0  à_  \ 

dX~       A  ÔJ-  \di^  ^  ày)' 

dy  ""      Â  Oy   \dx 


$)■ 


on  trouve,  après  riuelques  réductions, 


P-a. 


■i\/b^  —  ac 


On  a  donc 


Pui 


/,        '^'Z, 


"1  / 


/- 

—  ac  L 

•,         -^ 

'^-'-  \/b-^ 

!   -ac/       ■^ày'^X^jb^-- 


à  f       d        \        à  /        e        \        d  /v/6'.-  acQ\ 

On  simplifierait  l'écriture  en  posant 

yb-  —  ac  =  h. 
Alors,  en  appelant  J  la  quantité  en  {    |,  on  aurait 

I    à-    /  e\  d-     /  b\       I     ri-   /  r  \ 


à   (</bi--acV 


Alors 


d:r\Ji)  "  'd]\h)^  di\'a')'^  dy  [   a  )' 


Les  expressions  I,  J  sont  des  fonctiims  des  coeflicinnls  t\i 
réquation  proposée  et  de  leurs  dériv('es.  Si  l'on  lait  une  Iraiisfor- 
malion  quelconque 


el  si  l'on  appelle  A,  le  déterminanl  foiiclionnel 

Or     r)y 
àx     dy   I 

les  fondions  (I),  (J),  composées  avec  les  coefficienls  de  l'équa- 
tion transformée  comme  I,  J  le  sont  avec  ceux  de  l'équalion  pri- 
mitive, vérifient  les  relations 


(•)  = 


(J)=r 


Si  l'on  avait  annulé  le  coefficient  de  -;r,  au  lieu  d'annuler  celui 

a\ 

de  -nj;  >  on  eût  obtenu  un  autre  invariant-^,  au  lieu  de  J.  On  a  entre 

ces  deux  invariants  la  relation 

J---i  =2l. 

En  résumé,  les  invariants  obtenus  sont  ceux  de  M.  Darboux. 
La  relation  I  =  o  exprime  que  les  invariants  J  et  -3  sont  égaux 
et  que  l'équation  peut  se  ramènera  la  forme 


dXdY 


KZ  =  o. 


M.  Picard  a  étudié  les  équations  du  second  ordre  obtenues,  en 
écrivant  que  la  variation  première  de  l'intégrale 


//^' 


dx        dy  j 


est  nulle,  f  étant  une  forme   quadratique.   Pour  ces  équations, 
1  =  0.  Cela  explique  comment  on  peut  les  ramener  à  la  forme 


dj»    '    dy'- 
2."  Soit  b-  ^  ac  =^  o. 


V(x,y)z  =  o     C). 


(')  Acta  mathematica,    l.  \l,  1S8S,  cl  Bulletin  des  Sciences  mathémiques , 
avril  1892  . 
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Nous  prendrons  comme  variable  Y  une  solution  de  l'équalion 

dY       ,  d\ 

a h  o  -—  =  o, 

ox  dy 

ce  qui  annule  les  termes  en  t^t-t^  et  ^tt--  Puis,  z,  et  =.,  étant  deux 
solutions  distinctes  de  l'équation  proposée,  nous  poserons 

-1 
L'équalion  réduite  sera  de  la  forme 
d^Z         ,    rfZ 

Le  calcul  de  M  fournit  un  invariant.  On  a,  en  effet, 

da  Oh  i)a  àb 

dx  àx  dy  Oy  ù\ 


,   ,         ,  da           Oh           Oa        ,  àb 
>.{ae  —  bd)  -+-  o  —  —  a Hc- 6  — 


2M  = 


àX^.d\y  dy 


I     àX       ,  d\\ 


Pour  trouver  la  relation  d'invariance,  nous  ferons  le  raisonne- 
ment suivant.  On  peut  obtenir  la  même  forme  réduite  précédente 
en  faisant  d'abord  un  changement  de  fonction  et  de  variables  quel- 
con(jues 

^  =  !<?,  l  =  Fi(^,y),  ■r,  =  F^{x,y) 

qui  donne  la  transformée  (3).  Nous  opérerons  sur  cette  équation 
comme  sur  l'équation  primitive  en  posant 

d\  ^  .  dY  ^       Ç,  ,      ,  „ 

où  SI  et  ^2  sont  les  solutions  de  (3)  cori-espondant  à  z,  et  z^.  Les 
fonctions  X,  Y,  Z  peuvent  être  supposées  les  mêmes  que  dans  le 
cas  précédent,  puisque  les  équations  qui  les  déterminent  sont  pré- 
cisément les  mêmes.  On  a,  en  effet, 


D'où 


-  u 

D'ailleurs,  on  a 


dx        c/Ç  d.v        df)  àx 
à    _    à    àl  d    dr, 

dy        d\  dy        c/r,  dy 


df       \     àx  dy J  àl       \    dx  Oy  j  dq 

I  /      t»t        ,  d«  \  2 
a  =  -  (  (( ho         ]    u, 

a  \     Ox  Oy)      ' 

^       a\    dx  dyj  \    Ox  dy] 


d 


b-^  = 


^^â  +  ^si' 


Les  équations 

dY        ,  d\  d\        ,  (/Y 

a_^6—  =o,  a--^H-p—  =0 

de  oj'  w;  yi 

sonl  donc  bien  équivalentes.  Les  deux  formes  réduites  ainsi  obte- 
nues étant  identiques,  nous  aurons 

.-          ,.  dTi           <)p  da        „  d3 

^  ^    '        "^  d^ àl         '  dri        *^  dr,  0\ 


{"éî-^^d^) 


à\  \  !  dri 


,   ,         ,  àa           Oh           àa        ,  db 
i(ae  —  bd  )  -i-  o  —--  —  a h  c b 


)y  d\ 


dX    .   ^  àXy  dy 

"^  àx  '^     dy  j 


Appelons,  pour  abréger  (L),  L  les  numérateurs  des  expressions 
précédentes,  cl  remarquons  que  nous  avons 

(<Y_(yj</V^(>|(n'_i/    f^_^,^\^ 
dr^  Oy  dx        dx  dy        a\     Ox  Oy  J  Oy 

d£        ,  dl 
d\        .dX        "  àx'^     dy  /     d\        ,   dX\ 
0^        '  drf  a  \     dx  dy  I 

nous  obtenons  donc 
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Or 

i/aa  =     «  -     -I-  6  —     i  "  ; 

nous  avons  finalement 

(L)        ,     i    L 
va  y"  a 

Nous  obtenons  ainsi  un  seul  invariant  -     •  S'il  est  nul,  l'équalion 
est  réductible  à  la  forme  inlégrable 

Les  l'équations  de  M.  Picard  lyloc.  cil.)  rentrent  dans  ce  t^pe 

lorsque  la  partie  homogène  du  second  degré  en  -r-  ,  —  de  la  forme 

,        .  ^/,,    d\     d\"\  .  e  ■ 

quadratique/ (  V,  -—,  —  1  est  un  carre  parlait. 

Remarquons  en   terminant  que,  si  L  =  o,  un  seul  changement 
de  variables  ramène  l'équation  à  la  forme  inlégrable 

O-'z  ,ûz 

a  — —  -^7.d \-fz  =  o. 

d.c^  dx      •' 

11  suflit  de  garder  la  variable  .r  et  de  prendre,  pour  nouvelle 
variablej',  une  solution  de  l'équation 

c»Y       ^  dY 

a 1-  0  --  =  o. 

ôx  Oy 


SÉANCE    Oa    21    NOVlîMUItl'     1900. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    L'OIN'CARÉ. 

Elections  : 

M.  Auric,  présenté  par  AIM.  Maillet  et  d'Ocagne  ;  M.  LeviCivita, 
présenté  par  MM.  Drach  et  Borel;  M.  Estanave,  présenté  par 
MM.  Blutel  et  Borel  ;  M.  Z.  de  Galdeano,  présenté  par  MM.  Laisant 
et  Borel  ;  M.  Dickstein,  présenté  par  MM.  Niewenglowski  et  Borel; 
M.  Ackermann-Teubner,  présenté  par  MM.  Claude  Lafonlainc 
et  Gauthier-Villars;  M.  Hardel,  présenté  par  MM  d'Ocagne 
elBricard,  sont  élus,  à  l'unanimité,  membres  de  la  Société. 


—  1G  — 
Communications  : 

M.  Borel  :  Sur  les  prolongements  analytiques  des  séries  de 
fractions  rationnelles. 

M.  Hadamard  :  Sur  les  discontinuités  dans  l'étude  du  dépla- 
cement des  fluides. 

MM.  Poincaré  et  Borel  présenleni  quelques  observations  à  ce 
sujet. 

M.  Appei.l  adresse  la  Note  suivante  : 

Déformation  spéciale  d'un  milieu  continu:  tourbillons  de  divers  ordres. 

I.  Soit  une  transformation  ponctuelle  continue  transformant 
une  région  Ao  de  l'espace  en  une  région  A  par  les  formules 

1  T-f  (a,  b,  c), 

(1)  •  r  =/i(«,*.c), 

1  z=f,(a,b,c), 

faisant  correspondre  à  chaque  point  M„{rt,  b,  c)  de  Ao  un  point 
M(a;,j',  3)  de  A,  et  réciproquement.  Nous  supposons  que 
X  da  -\- y  db  -\-  z  de  est  une  différentielle  exacte. 

Soient  li'ois  fonctions  A.  B,  C  de  a,  6,  c  et  trois  fonctions  X,  ^  , 
Z  de  ^,  JK,  -3-  Nous  imaginerons  le  champ  des  vecteurs  !'«  de  pro- 
jections A,  B,  C  appliqués  aux  points  Mo,  et  le  champ  des  vec- 
teurs P  de  projections  X,  ^  ,  Z  appliqués  aux  points  M. 

Supposons  que  l'on  ait,  en  vertu  des  relations  (i),  l'identilé 

(2)  A  rfn  -^  B  rf6  -I-  C  de  =  \dx-i-  Y  dr  -^  7.  dz 
ou 

(3)  Po  rfso  cosI'd,  (/xo=  P  f/s  cosP,  ofi, 

ds  et  ds(,  étant  deux  déplacements  correspondants  dans  les  deux 
régions.  On  peut  établir  alors  la  propriété  suivante  : 

Permutons  les  deux  champs  de  vecteurs,  c'est-à-dire  appliquons 
les  vecteurs  P  aux  points  Mo(a,  6,  c)  et  les  vecteurs  Pq  aux  points 
M(a;,_j/,  z).  On  peut  évidemment  supposer  X,  Y,  Z  fonctions  de 
«,  6,  c  et  A,  B,  C  fonctions  de  x,  y,  z.  Alors  les  lignes  de  vec- 
teurs des  champs  ainsi  permutés  se  correspondent  dans  la 
transformation. 


11.  Mais  il  est  possible  d'aller  plus  loin  cl  de  déduire  de  l'iden 
lité  (2)  d'autres  identités  en  nombre  infini,  de  même  forme  et 
donnant  lieu  aux  mêmes  propriétés.  Pour  cela,  considérons  les 
tourbillons  de  ces  deux  vecteurs 


Y            '*C 

dB 

^'=ôb- 

"  de 

Y   -'^^ 

f)C 
àa 

7           '^^ 

dX 

Z,  = 

da 

~  dh 

^•-(f-s: 


D  étant  le  déterminant  Ibnclioiinel  de  x,   }-,   z   par  rapport  à  a, 
b,  c.  On  a  la  nouvelle  identité 

A,  da  -\-Bidb-^  Ci  de  =  X,  d.r  -+-  Y,  dy  +  Z,  dz, 

qui  donne  lieu  aux  mêmes  propriétés,  et  par  la  même  transforma- 
lion  à  une  identité  nouvelle,  etc. 
En  outre  on  a  la  relation 

AXi-hBY,---GZ,=  A|X  — B,Y^C|Z. 

On  obtient  ainsi  une  infinité  d'autres  cbamps  de  vecteurs  pos- 
sédant des  propriétés  analogues  et  donnant  des  tourbillons  des 
divers  ordres.  Ces  théorèmes  se  rattachent  à  ceux  f|ue  nous  avons 
développés  dans  un  Mémoire  inséré  dans  le  Joif/iialdc  M.  Jordan 
(1°'' fascicule,  1899). 
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M.  Servant  :  Sur  (a  théorie  des  surfaces  et  la  déformation 
du  paraboloïde. 

M.  Bricakd  fait  la  Communication  suivante  : 
Sur  une  propriété  du  cylindroïde. 

1.  Dans  une  Note  récemment  insérée  au  Bulletin  ('),  M.  Appell 
a  donné  une  démonstration  directe  et  fort  élégante  du  théorème 
suivant  : 

Le  cylindre  et  le  cylindroïde  (ou  conoïde  de  Hlucker)  sont 
les  seules  surfaces  réglées  telles  que  le  lieu  des  projections 
d' un  point  quelconque  de  l'espace  sur  leurs  génératrices  soit 
une  courbe  plane. 

Ce  même  théorème  peut  être  dérivé  simplement  de  résultats 
connus,  ainsi  que  je  vais  le  montrer. 

Soit  (S)  une  surface  réglée  telle  que  le  lieu  des  projections 
d'un  point  quelconque  de  l'espace  a  sur  ses  génératrices  soit  une 
une  courbe  plane  et  G,  l'une  de  ces  génératrices.  Quand  G  se 
déplace  sur  (S),  le  symétrique  a'  du  point  a  par  rapport  à  G  dé- 
crit aussi  une  courbe  plane. 

Si  donc  on  considère  une  figure  fixe  quelconque  F,  et  si  pour 
chaque  position  de  G  on  construit  la  figure  F'  symétrique  de  F 
par  rapport  à  celte  droite,  la  figure  F',  qui  est  évidemment  de 
grandeur  invariable,  sera  assujettie  à  une  loi  de  déplacement  telle 
que  tous  ses  points  décrivent  des  courbes  planes. 

Or  les  conditions  d'un  pareil  déplacement  sont  connues  par  les 
travaux  de  MM.  Darboux  et  Mannheim  (-);  elles  se  résument  en 
ceci  : 

Soit  (C)  un  cylindre  de  ré^'olulion  fixe  :  faisons  rouler  à 
l'intérieur  de  (C)  un  cylindre  de  révolution  (Ci)  de  rayon 
moitié,  ce  cylindre  pouvant  en  outre  recevoir  un  glissement 
parallèle  à  son  axe,  et  achevons  de  déterminer  le  déplacement 


(  '  )   igoo,  p.  261. 

('■)  V.  Kœmos,  Leçons  de  Cinématique,  p.  353  (Note  de  M.  Darboux); 
Mannheim,  Principes  et  développements  de  Géométrie  cinématique,  p.  176 
Lt  389. 


de  (C)  en  assujcltlssant  un  point  quelconque,  relié  à  ce  cy- 
lindre, à  rester  sur  un  plan  fixe,  également  quelconque;  tous 
lespoints  invariablementliés  à  (C,)  décrivent  alors  descourbes 
planes  {des  ellipses),  et  ces  conditions  de  déplacement  sont  les 
plus  générales  qui  permettent  à  tous  les  points  d'une  figure  de 
grandeur  invariable  de  décrire  des  courbes  planes.  {On  laisse 
de  côté  le  cas,  sans  intérêt,  où  la  figure  en  question  serait 
animée  d'une  translation  telle  que  l'un  de  ses  points  décri\:e 
une  courbe  plane.) 

Le  déplacement  de  la  figure  F'  doit  donc  pouvoir  s'obtenir  de 
cette  manière.  Mais  il  faut  observer  que,  F'  étant  constamment  sv- 
iiiétrique  d'une  figure  fixe  par  rapport  à  une  droite,  le  déplace- 
ment de  F'  relativement  à  F  doit  être  identique  au  déplace- 
ment im'crse. 

Il  faut  donc  particulariser  les  conditions  que  j'ai  rap|)eiées  plus 
liaut  de  manière  à  réaliser  cette  identité  du  iléplacenient  direct  et 
du  déplacement  inverse.  Cela  n'est  possible,  on  le  voit,  que  si  les 
cylindres  {C,)  et  (C)  sont  égaux,  ce  qui  exige  qu  ils  soient 
tous  deux  réduits  à  une  droite  D. 

Le  déplacement  de  F'  est  donc  ainsi  dt'fini  :  une  droite  D,  in- 
i'ariablement  liéeùF',  occupe  une  position  fixe  dans  t'espace, 
tout  en  poui-ant  glisser  sur  elle-même,  et  un  point  m'  de  1'' 
reste  sur  un  plan  fixe. 

Réciproquement,  quand  F'  se  déplace  dans  ces  conditions,  cette 
figure  reste  svmélrique  d'une  figure  fixe  F  par  rai)port  à  une 
droite  qui  se  déplace  suivant  une  loi  convenable. 

Soit,  en  eflet,  m  un  point  fixe  tel  que  sa  distance  à  D  soit 
égale  à  la  distance  constante  du  point  /«'  à  la  même  droite.  Appe- 
lons G  la  perpendiculaire  commune  à  D  et  mm'  :  G  rencontre 
le  segment  mm'  en  son  milieu  [A.  La  figure  constituée  par  le 
point  m'  et  la  droite  D  est  svmétrique  par  rapport  à  G  de  la  figure 
constituée  par  le  |)oint  m  et  la  droite  D.  Tout  point  de  la  figure  F', 
point  invariaijleuient  lié  à  m'  et  à  D,  reste  donc  svmélrique  par 
rapport  à  G  d'un  point  invariablement  lié  à  m  et  à  D,  c'est-à-dire 
d'un  point  fixe.  c.  q.  F.  d. 

Puisque  tous  les  points  de  F'  décrivent  des  courbes  planes,  la 
projection   d'un   point   fixe  quelconque  sur  G   décrit   aussi    une 


courlie  ))laiie,  ni  In  surface  engendrée  par  G  jouit  bien  de  la  pro- 
priété énoncée. 

La  droite  G,  avons-nous  dit,  est  la  perpendiculaire  commune  à 
D  et  à  mm' ,  et  passe  par  le  point  u.,  milieu  du  segment  mm'.  Or 
le  point  m!  décrit  une  section  plane  d'un  cylindre  de  révolution 
avant  pour  axe  D  et  passant  par  le  point  m.  Le  point  ijl  décrit  une 
couibe  homolhélique  de  la  précédente  par  rapport  an  point  »?,  le 
ra|>port  d'homoihétie  étant  ^,  c'est-à-dire  une  section  plane  d'un 
cjlindre  de  révolution  contenant  D. 

La  droite  G  est  donc  assujettie  à  rencontrer  constamment  à 
angle  droit  une  droite  D  et  s'appuie  sur  une  section  plane  d'un 
c\lindre  de  révolution  contenant  D  :  on  retrouve  une  génération 
classique  du  cylindroïde. 

Nous  avons  laissé  de  côté  le  cas  où  F'  serait  animée  d'une  trans- 
lation :  on  voit  immédiatement  qu'à  ce  cas  correspond  celui  où 
la  surface  cherchée  (S)  est  un  cjlindre. 

2.  Il  j  aurait  lieu  de  chercher  à  généraliser  la  propriété  du  cy- 
lindroïde, en  traitant  la  question  suivante  : 

Quelles  soiil  les  surfaces  réglées  telles  que  le  lieu  des  pro- 
jections cPun  point  quelconque  de  V espace  sur  leurs  généra- 
trices soit  une  courbe  sphérique? 

Je  n'ai  pu  encore  résoudre  complèlemcnl  ce  |>roljlème,  mais  je 
signalerai  le  résultat  suivant,  qui  se  présente  comme  conséquence 
immédiate  de  recherches,  déjà  publiées,  relatives  au  déplacement 
d'une  figure  dont  tous  les  points  décrivent  des  lignes  sphériques('). 

On.  considère  le  conoïde  droit,  ayant  pour  directrice  curvi- 
ligne la  courbe  d'intersection  d'un  cjiindre  de  révolution 
dont  l'axe  se  confond  avec  celui  du  conoïde,  et  d'une  sphère 
ayant  son  centre  sur  le  cylindre  :  ce  conoïde  est  tel  que  le  lieu 
des  projections  sur  ses  génératrices  d'un  point  quelconque 
de  l'espace  est  une  courbe  sphérique. 

On  a  une  propriété  moins  étendue  pour  la  surface  définie  de  la 
manière  suivante  : 


(')  Voir,  sur  ce  sujet,  un  Mémoire  de  M.  E.  Uuporcq  et  un  Mémoire  de  l'au- 
teur, insérés  dans  le  Journal  de  Mat/icmatiques  pures  et  appliquées  (années 
1897  et  1898). 
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Soit  0.r\z  un  trièdre  Irireclan^/c.  Coitsidrrons ,  (/nus  Ir 
plan  Oxy,  un  cercle  C  avant  son  centre  sur  Oz  et  passant  par 
le  point  O.  La  surface  en  question  (S)  est  engendrée  par  une 
droite  qui  s'appuie  sur  C  et  su/-  Oz,  et  qui  de  plus  fait  un 
angle  constant  avec  cette  dernière  droite. 

Le  lieu  des  projections  d'un  point  quelconque  du  plan  Oay 
ou  du  plan  Oxz  sur  les  génératrices  de  (S)  est  une  courhc. 
s/diérii/ue. 

J'énoncerai  en  dernier  lien  deux  ihéorètiios  (jiii  iieiivenl  èire 
utiles  dans  l'élude  de  la  question  indiquée  plus  liaut. 

Je  dirai,  pour  abréger  le  langage,  qu'une  droite  variable  D  csl 
en  relation  sphérique  avec  le  couple  de  points  «,  a'  si  le  symé- 
trique du  point  a  par  ra|)pc>rt  à  D  reste  constainuicnt  sur  une 
sphère  de  centre  a' . 

Il  est  alors  évident  que  le  symétrique  du  point  a'  par  rapport  à  hi 
même  droite  reste  sur  une  sphère  de  centre  a,  et  que  les  ])roji'i- 
lions  des  points  a  et  a'  sur  D  restent  sur  une  même  s])hère  a\at)i 
pour  centre  le  point  milieu  de  aa' . 

Cela  posé,  on  a  les  théorèmes  suivants  : 

1°  Si  une  droite  variable  est  en  relation  sphérique  a^'ec  dcur 
couples  de  sommets  opposés  d'un  quadrilatère  complet,  elle 
est  également  en  relation  sphérique  ai.ec  le  troisième  roupie 
de  sommets  opposés  ('). 

(La  droite  en  question,  assujettie  à  deux  conditions,  engendre 
une  congruence.  ) 

2°  Si  une  droite  variable  est  en  relation  spliérujiie  ai.i'r 
trois  couples  dépeints  quelconques  situés  dans  un  inémc  plan. 
elle  est  également  en  relation  sphérii/ue  m-ee  une  injiniii- 
d'autres  couples  de  points  répartis  sur  une  cubique  plane 
passant  par  les  six  points  donnés;  deux  points  faisant  partie 
d'un  même  couple  sont  en  correspondance  sieinérieune  su 
cette  cubique  [autrement  dit,  les  tangentes  en  ces  deux pau 
à  la  cubique  vont  se  couper  sur  la  même  courbe). 

{')  Ce  lliéorènie  est  dû  à  M.  Duporrq. 
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.M.   HonEi.  fait  la  (^ommunicalioo  suivanle  : 

Sur  les  formules  d'Olinde  Rodrigues. 

On  sait  que,  si  l'on  désigne  par  a:',  y,  z  les  coordonnées  d'un 
point  d'une  surface,  et  par  c,  C,  c"  les  cosinus  directeurs  de  la 
normale,  on  a,  pour  tout  déplacement  le  long  d'une  ligne  de  cour- 
bure L  les  formules 

/  dx  -+-  R  rff  =0, 

(  I  )  )  0?/  -+-  R  rfc'  =  o, 

[  ds  -T-R  de"  =  o, 

dans  lesquelles  R  désigne  le  rayon  de  courbure  qui  correspond  à  L. 
Ces  foimules  perniellenl  de  trouver  aisément  l'équation  différen- 
tielle des  lignes  de  courbure  et  l'équation  aux  rayons  de  courbure 
principaux. 

Les  trois  formules  (i)  se  réduisent  d'ailleurs  à  deux,  comme  on 
le  voit,  en  remarquant  que  l'on  a,  pour  tout  déplacement  oirectiié 
sur  la  surface, 

^  c(dx  -r-  R  de)  =  o. 

Dans  les  applications,  il  v  a  souvent  a\anlage  à  emplovcr,  au 
lieu  des  cosinus  directeurs  c,  c' ,  c",  des  quantités  proportionnelles 
II,  i>,  »'.  Si  dans  les  formules  (i)  on  remplace  c,  c',  c"  par  ii ,  c,  tv 
cl  R  par  0  on  obtient  les  foi'mules 

.   dx  -r-  p  du  =  o, 

(î)  )  r/i- —  pdv  =  o, 

(   dz  -i-  p  div=  o, 

dont  nous  allons  chercher  la  signification,  l^es  dififérentielles  se 
rapportant  toujours  à  un  déplacement  effectué  sur  la  surface, 
on  a 

V  u{dx  -t-  p  du)  =  p{u  du  -+-  c  dv  -h  ir  c/ir). 

On  déduit  donc  des  formules  (a)  la  suivante  : 

p  rf(  «2  -+-  kiî  -i-  lf2  )   =  o 
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ijui  se  décompose  en  deux  : 

p  =  o, 
U-—  ^•^-^-  »>-  =  /(•-, 

/i  iHanl  une  conslanle.   D'nillciirs,  si  loii  pose 

Il  —  c/t.  r  =  (•'/(,  ir  =  r"  h, 

?  =  A  ' 

les  formules  (2)  deviennent  iiienliques  aux  formules  (1). 

Donc  les  formules  (2)  peuvent  remplacer  les  formules  (1) 
pour  la  détermination  des  directions  principales  et  des  rayons 
de  courbure  jtrincipau.r  :  il  y  a  lieu  seulement  de  remarfpicr  : 
1°  c|ue  l'on  a 

(3)  '^  -     . 

2°  que  les  équations  (2)  peuvent  fournir  la  solution  2  =  o,  étran- 
gère à  la  question. 

Comme  application,  proposons-nous  de  déterminer  les  ravons 
de  courbure  principaux  d'une  surface  représentée  par  l'équalion 
tangenliellc 

(4)  f{ti,f,  »;  s)  =  o. 

Nous   supposons    les  axes  rectangulaires  et  l'équation   d  iiu  plan 
écrite  sous  la  forme 

ii:v  +  l'j  -+-  iX'Z  -h  s  =  o; 
les  coordonnées  d'un  point  de  la  surface  {'\)  sont  alors 
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cl  los  formules  (2)  deviennent 

'lfa'I^fd':[ 

Os       Ou        Ou      Os 


'àfV- 


,(|j-.„  =  o. 


-,  ,.  ,    ^     ]    dv  =  o. 

Os       Ov         Ov      Os  \  Os  I 


-!-  d- 


àI^M_<lLAf 


d-^- 


Os  ] 
'àfv 


Os      Ow 


Os         '^  \0s  I 


L'introduction  d'un  paramètre    auxiliaire  dX   permet  de  rem- 
placer ces  équations  par  les  suivantes  plus  symétriques 


d'I^'Idl 

Ou        Ou 

-4-  p  —  du  =  0 
'  Os 

d'I^'Idl 

Ov         Ov 

df-.fdl- 
Oiv       Oh> 

i-  0—  div=o 

'  os 

<lf   ,    àf 


-^^  dl 


iiiix(|uelies  il  y  a  lieu  de  joindre  la  relation 


<!/■ 


à/ 


àf 


obtenue  en  différenliant  totalement  Féquation  (4).  Si  l'on  éli- 
mine du,  di\  dw,  ds,  dX  entre  les  équations  précédentes,  on  ob- 
tient réqualion 


(5) 
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L'équalion  (5)  est  du  troisième  degré  en  p,;  il  est  aisé  de  s'as- 
surer qu'elle  admet  la  solution  étrangère  prévue  p,  =  o;  les  deux 
autres  racines  fournissent  les  deux  rayons  de  courbures  principaux 
de  la  surface  donnée. 

On  peut  éliminer  aisément  la  solution  p,=;  o  en  remarquant 
que,  si  l'on  désigne  par  m  le  degré  d'homogénéité  àef{ii,  c,  ir,  s), 
on  a 


s  —       =  »if=  o. 


du^    '       du  di'  "^ 

du  àa 

àf            df 
du            dv 

L'équation  (5)  se  transforme  en  la  suivante  (') 


—  (/«—  i)A  = 


à'-f 
du  dv 

à\f 
dudw 

à\f 
du  ds 

du  dv 

àV 

dv  dw 

_àV 
dv  ds 

du  div 

à\f 
dv  dw 

à'-f 

d^^    +P' 

àwds 

du  ds 

àV 

dv  as 

à\f 

dw  ds 

àV 

àf 

0/ 

àf 

àf 

du 

dv 

dw 

ds 

up, 

«'Pi 


dans  laquelle  le  facteur  p,  est  en  évidence  et  peut  élre  supprimé. 
En  le  supprimant  et  en  effectuant  sur  les  lignes  l'opération  ana- 
logue à  celle  que  nous  avons  effectuée  sur  les  colonnes,  on  obtient 
l'équation 

à-f 
du  dv 

dv^ 

-^ 

dv  dw 

0-f 
dv  ds 


(6) 


(/»  — |)2A 
Pi 


Pi 


<)./ 

àV 

du  dw 

duds 

à\f 

dv  dw 

dv  ds 

à\f      . 

à\f 
dw  ds 

à\f 
dw  ds 

à'-f 
ds'- 

'"pi 

o 

(')  On  peut  toujours  supposer  que  m  n'est  pas  égal  à  un.  Celte  hypothèse 
sera  toujours  vérifiée  dans  le  cas  d'une  surface  algébrique,  si,  ronimc  il  est  na- 
turel, on  prend  pour/ un  polynôme. 
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La  forimile  (5)  nionlre  iiiiniédiatement  que,  clans  A,  le  coeffi- 


cient de  pj  est 
d'après  (6), 


/(2 


''^/y. 


[m  —  1)2 


d'aiUre    pari    le  coefficient   de    o,   est, 


(m  —  iy- 
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au  Oi' 

du  âiv 

Ou  Os 
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On  en  déduit  immédiatement  l'expression  de  la  courbure  totale, 
car  l'on  a 

R,  R, 


-,)^r^-^V 


(m-  I) 


,0s  I 


H  désigne  le  Iiessien  de  la  forme/.  On  retrouve  ainsi  très  sim- 
plement ce  fait  bien  connu,  que  la  relation  H  =  o  est  la  condi- 
tion nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'équation  (4)  représente, 
non  une  surface,  mais  une  courbe. 


M.  N.  Weill  adresse  la  Note  suivante  : 

Sur  les  points  de  base  d'un  faisceau  linéaire  de  courbes  algébriques. 

Considérons  une  conique  et  un  premier  groupe  G  de  >.m  points 
sur  celte  conique,  ces  iin  points  étant  les  points  coninuins  à  la 
conique  et  à  une  première  courbe  C  de  dcyré  i»  ;  les  droites,  au 

nombre  de  >  qui  joignent  ces  poiuls  deux  a  deux,  lor- 

nient  un  premier  groupe  D.  Considérons,  sur  la  conique,  un  se- 
cond groupe  G'  de  awi  points,  ces  points  élant  les  points  com- 
muns à  la  conique  el  à  une  seconde  courbe  C  de  degré  m;  les 
droites  qui  joignent  ces  points  deux  à  deux  forment  un  groupe  D'. 
Les  courbes  C  et  C  ont  m'  points  communs;  si  par  ces  m-  points 
nous  faisons  passer  une  courbe  quelconque  C"  de  degré  /»,  elle 
déterminera  sur  la  conique  un  groupe  G"  de  2 m  poinis  et  un 
groupe  D"  de  droites  ;  l'enveloppe  des  droites  du  groupe  variable  D" 


esl  une  courbe  de  classe  (2 m  —  i),  et  les  droiles  des  groupes  D 
et  D'  ont  aussi  cette  courbe  pour  enveloppe.  On  peut  énoncer  ce 
résultat  de  la  manière  suivante  :  Etant  donnés  sur  une  conique 
deux  groupes  de  2m  points  chacun,  les  droites  qui  joignent  deux 
à  deux  les  points  du  premier  groupe,  et  les  droites  qui  joignent 
deux  à  deux  les  points  du  second  groupe,  au  nombre  lolai  de 
2ni(2m  —  i),  sont  tangentes  à  une  courbe  de  classe  {im  —  i). 

Le  même  résultat  subsiste  pour  un  nombre  impair  de  points  pris 
sur  une  conique;  il  suffit  d'adjoindre  un  point  fixe  de  la  conique. 
Transformant  ce  résultat  par  polaires  réciproques,  on  a  enfin 
renoncé  suivant  : 

Théorème.  —  Deux  polygones  de  m  côtés  étant  circonscrits 
à  une  conique,  ii  existe  une  courbe  de  degré  (m  —  i)  passant 
par  tous  leurs  som/}iets,  au  nombre  de  m(m  —  1). 

Ainsi  les  six  sommets  de  deux  triangles  circonscrits  à  une  co- 
nique sont  sur  une  conique,  résultat  bien  connu. 

Considérons  2  quadrilatères  circonscrits  à  une  conique;  leurs 
12  sommets  sont  sur  une  cubique.  Laissons  fixes  l'un  des  quadri- 
latères et  3  droites  de  l'autre,  lesquelles  formeront  un  triangle  de 
sommets  A,  B,  C,  circonscrit  à  la  conique;  soient  P,  Q,  R  les 
points  où  les  côtés  du  triangle  ABC  sont  rencontrés  par  le  qua- 
trième côté  du  second  quadrilatère;  si  ce  quatrième  côté  se  dé- 
place, nous  aurons  des  cubiques  passant  par  les  3  points  variables 
P,  Q,  R  et  par  9  points  fixes,  savoir  :  les  6  sommets  du  premier 
(|uadrilatère  et  les  3  points  A,  B,  C;  en  d'autres  termes,  ces 
9  points  sont  les  poinls  de  base  d'un  faisceau  de  cubiques. 

En  généralisant  ce  raisonnement,  nous  arrivons  au  théorème 
suivant  que  nous  avions  en  vue  : 

Théorèmk.  —  Etant  donnés  un  polygone  de  (m -\- \)  côtés 
circonscrit  à  une  conique  et  un  polygone  de  m  côtés  circonscrit 
à  celte  même  conique,  leurs  sommets,  au  nombre  de 

(  m  -^  \  I  m        m  (m  —  11 


c'est-à-dire  de  ni'^,  sont  les  points  de  base  d'un  faisceau  li- 
néaire de  courbes  de  degré  m. 


—  2S  — 

Ce  théorème  général,  qui  a  de  nombreuses  conséquences,  esl  le 
premier,  croyons-nous,  qui  permette  de  construire  effectivement 
le  groupe  des  points  de  base  d'un  faisceau  linéaire  de  degré  quel- 
conque. 

Le  cas  le  plus  simple,  celui  ofi  m  =  3,  a  été  signalé  par  La- 
guerre.  Ainsi,  si  l'on  considère  toutes  les  cubiques  qui  passent 
par  les  6  sommets  d'un  quadrilatère  et  par  2  points  A,  B,  on 
obtient  le  neuvième  point  du  faisceau  en  construisant  une  conique 
inscrite  dans  le  quadrilatère  et  tangente  à  la  droite  AB,  et  prenant 
le  point  de  rencontre  des  tangentes  menées  de  A  et  B  à  celte  co- 
nique. 

Considérons  la  valeur  m  =  '\\  les  10  sommels  d'un  pentagone 
circonscrit  à  une  conique  et  les  6  sommets  d'un  quadrilatère  cir- 
conscrit à  cette  même  conique  sont  les  16  points  de  base  d'un 
faisceau  de  courbes  du  quatrième  degré.  Dès  lors,  considérons 
un  pentagone  circonscrit  à  une  conique  et  3  points  A,  B,  C,  pris 
sur  une  tangente  à  cette  conique;  toutes  les  courbes  du  quatrième 
degré  qui  passent  par  les  10  sommets  du  pentagone  et  les  3  points 
A,  B,  C  passent  par  3  autres  points  fixes  que  l'on  obtient  en 
menant  par  A,  B,  C  les  3  tangentes  à  la  conique,  lesquelles  se 
coupent  aux  3  points  cherchés.  On  pourrait  de  même  prendre  un 
point  A  quelconque  et  les  points  B  et  C  respectivement  sur  les 
2  tangentes  parlant  de  A;  on  aurait  les  3  points  restants  en  menant 
par  B  et  C  des  tangentes  à  la  conique,  qui  forment  avec  les  tan- 
gentes AB,  AC  le  quadrilatère  dont  les  sommets  sont  les  6  points 
qui,  avec  les  10  sommets  du  pentagone,  forment  les  16  points  de- 
mandés. Si  les  points  A,  B,  C  étaient  les  sommets  d'un  triangle 
circonscrit  à  la  conique,  les  i3  points  donnés  ne  seraient  |)lus  dis- 
tincts; on  ne  pourrait  donc  en  déduire  les  3  points  restants. 

On  peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Etant  donnés  un  polygone  de   (/«  +  i)  côtés 

circonscrit  à  une  conique,  et  (m  —  i)  points  sur  une  tangente 

à  cette  conirjue,  toutes  les  courbes  du  degré  ni  cjui  passent  par 

les  sommets  du  polygone  et  par  les  {m  —  1)  points  passent  par 

(m  —  \)(m  —  9.)         ,  ■  ,•  ,•  I     ■ 
autres  points  Jixes  cjue  l  on  obitent  en  menant 

par  les  {m  —  1)  points  des  tangentes  à  la  conique  et  prenant 
leurs  points  d' intersection. 
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Plus  généralement,   on   peut  prendre  (/»  —  i)   points  sur  des 
tangentes,  pourvu  que  ces  points  permettent  de  déterminer  com- 
plètement le  polygone  de  m  côtés  circonscrit  à  laconique  et  dont 
ces  points  sont  des  sommets. 


SÉANCE  DU   19  DÉCEMBRE  1900. 

PRÉSIDEXCE    DE    M.    LAISANT. 

Coinmtinicalio/is  : 

AI.  Saltjkow  :  Sur  les  systèmes  d'équations  aux  linéaires 
partielles. 

M.  DupoRCQ  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  une  extension  à  l'espace  du  théorème  de  Simson. 

Le  lieu  des  points  dont  les  projections  sur  les  faces  d'un  té- 
traèdre sont  situées  dans  un  même  plan  est,  comme  on  sait,  une 
surface  du  troisième  ordre  à  quatre  points  doubles,  corrélative, 
par  conséquent,  d'une  surface  de  Steiner.  Cette  surface  correspond 
au  plan  de  l'infini  au  mojen  de  la  transformation  qui  associe  entre 
eux  les  points  dont  les  coordonnées  normales,  par  rapport  au 
tétraèdre,  sont  inversement  proportionnelles;  il  suffit,  pour  le 
voir,  de  remarquer  que  deux  points  ainsi  associés,  qu'on  peut  ap- 
peler inverses  par  rapport  au  tétraèdre,  sont  les  foyers  principaux 
d'une  même  quadrique  de  révolution  inscrite  au  tétraèdre  :  lin- 
verse  du  plan  de  l'infini  est  donc  bien  le  lieu  des  foyers  des  par-a- 
boloïdes  de  révolution  inscrits  au  tétraèdre. 

On  peut  remarquer  encore  que  deux  points  inverses  sont  con- 
jugués à  tous  les  hyperboloïdeséquilatères  conjugués  au  tétraèdre, 
et  il  en  résulte  que  la  surface  obtenue  est  aussi  le  lieu  des  centres 
de  ces  liyperboloïdes,  nouvelle  analogie  avec  le  problème  corres- 
pondant dans  le  plan.  Mais  on  peut  en  tirer  encore  une  consé- 
quence intéressante. 

Rappelons,  à  cet  effet,  que  toutes  les  quadriques  qui  passent 
par  cinq  points  coupent  un  plan  fixe  I'  suivant  des  coniques  har- 
moniquement  circonscrites  à  une  conique  fixe  F,  (ju'on  dit  con- 
jui.'iiée  au  pentagone  des  cinq  points  :  cette  coniipic  est  commune 


aux  ciru]  f|uaclri(jucs  qui  iidniollcnl  l'uu  des  ciiuj  poinis  comme 
pôle  du  plan  P  et  le  tétraèdre  des  quatre  autres  comme  tétraèdre 
conjugué.  Si  1'  est  le  plan  de  l'infini,  on  voit  fjuc  les  cinq  qua- 
driques  admettant  un  des  points  pour  centre  el  respectivement 
conjuguées  aux  tétraèdres  des  quatre  autres,  sont  homothétiques  : 
en  particulier,  elles  seront  en  même  temps  équiialères.  On  en 
conclut  (pie  : 

Si  fin//  points  sont  tels  que  les  projections  de  run  sur  les 
faces  du  tétraèdre  déterminé  par  les  quatre  autres  soient  dans 
un  même  plan,  cette  propriété  est  symétrique  par  rapport  aux 
cinq  points. 

D'après  ce  qui  précède,  on  peut  énoncer  sous  forme  symétrique 
la  relation  qui  «xiste  entre  ces  cinq  points  de  la  manière  suivante  : 

Il  faut  el  il  suffit  que  la  conique  du  plan  de  l'injini,  conju- 
guée au  pentagone  gauche  formé  par  les  cinq  points,  soit 
harmoniquem,eiit  circonscrite  à  l'ombilicale. 

Pour  terminer,  je  me  contenterai  d'indiquer  que  dans  toute 
cubique  gauche  on  peut  inscrire  une  double  infinité  de  té- 
traèdres sur  ies  faces  desquels  tout  point  de  la  cubique  a  ses 
projections  dans  un  même  plan. 

Enfin,  si  les  points  à  l'infini  de  la  cubique  forment  un 
triangle  circonscrit  à  l'ombilicale,  la  propriété  précédente  a 
lieu  pour  tout  tétraèdre  inscrit  ci  cette  cubique. 


M.  DE  Spauue  adresse  la  Note  suivante  : 

Sur  une  application  des  fonctions  elliptiques  à  l'étude  du  mouvement 
des  projectiles. 

Lorsqu'on  suppose  la  résistance  de  l'air  proportionnelle   à    la 
quatrième  puissance  de  la  vitesse,  si  l'on  désigne  par 

f,  la  vitesse  horizontale  du  projectile; 
9  l'angle  de  la  tangente  à  la  trajectoire  avec  l'horizon; 
X  el  y  les  coordonnées  horizontale  et  verticale  du  projectile  dans 
le  jiliin  de  lir ; 
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y  une  conslanle  dépendant  de  la  forme  et  d(i  [loids  du  projectile; 
g  raccélération  de  la  pesanteur; 

et  si  l'on  pose  de  plus 


fi  =  /.»•,       x=  ^  I,       y  =  '-^ 


--.    =   — .-   -r-F(0„)-F(e), 

II"         (rj 
6.  ,  ')„ 

iv'^ dlans.fi.         ''.  =    /      "•■- langOrflangO 

où 

F(e)=  lang6(sec3  9  -i-  ^  secOj  -h  -  4^tang(-  ^  7  )• 

Mais  si  l'angle  H  de  la  tangente  avec  l'horizon  ne  dépasse  |)as 
45"  à  46",  ou  peut  prendre,  avec  une  approximation  très  suffi- 
sante, 

F(6)  =  A,  lang6  —  Ao  tang''0 

avec 

Al  =  3,91,         A5  =  2,3G.   . 


l'ar  suite,  si  Ion  pose  de  plus 
,  / 1  '^       A, 


9.x 


/—  4  langue  —  4P  lang6  -1-4 a 
Faisons  maintenant 


tangO 

4? 

ffi 

4a 

il  viendra 

îA 

et,  par  suite,  p  désignant  la  fonction  de  Weierslrass,  dont  les  inva- 


riants  sont  g^  et  g^ 

t;ing 

-  =  P('0=-— ,- 
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Nous  supposerons  y-  toujours  réel  et,  par  suite,  y'  positif;  nous 
sommes  donc  dans  le  cas  du  discriminant  négatif. 

Les   formules  (78)   cl    (80)    du    précis  de  M.  Lévy    donnent 

alors  (')  

K 

/H' 


to,  =  —_-,  H  =l/-2ef-t- -fi; 


tK'  I        3(?, 

y/H  ••«        i  H 

p{u)  =  e,  +  H '--    . 

I  —  en  2M  V  H 

D'ailleurs  e,  est  la  racine  réelle  de  l'équation 

de  sorte   que,  si  9,  désigne  la  valeur  réelle  de  0,  comprise  entre 
—  -  et  -  1  racine  de  l'équation 

tang'O  -H  ^  tangO  —  a  =  o, 
on  a 

tangSi 

et  aussi 

a  =  tang30,+  ^  tangBi. 

Nous  disposerons  maintenant  de  •',  qui  est  arbitraire,  de  façon 

que  H  =  -•  En  tenant  compte  de  la  valeur  de  H  écrite  plus  haut, 

ainsi  que  de  celles  de  et  et  a  que  nous  venons  d'écrire,  cette  con- 
dition donne 

,    ,  .   /•2langS6,-(-  01         ,    ,    ,- -7^ =- 

•^    =- V       tangè.        -±4^3iang^e.^p. 

Les  formules  écrites  plus  haut  deviennent  alors 

I-  /.,        I        o  '        3tang6| 

a  2  Y 

•  ,.,  ,    ,  I    i-i-cnu        I   i-f-cn«        tangBi 


4   1  —  cn« 


('  )  En  supprimant,  pour  simplifier  l'écriture,  les  indices  de  K,  K'  et  k,  ce  qui 
est  ici  sans  inconvénient. 
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Les  valeurs  de  ç  cl  y,  deviennenl  de  pliÉS 


$=±^  («-„.), 


r,=ipi\-{j      p(ii)du. 


iNous  dislingiierons  mainlenant  deux  cas  (')  : 

1°  On  veut  se  servir  des  Tables. 

Il  faudra  alors  faire  en  sorte  que  u  soit  réel;  il  faudra  donc 
prendre  d'abord  pour  y-  une  valeur  positive;  nous  prendrons 
donc 

-,'2  =  4  /Stâng^ÔT+T,  Y  =  2  v/Iïâng^ÔT+p. 

Nous  aurons  ensuite  pour  calculer  u 


d'où 


tancO 

tangfl,        I    1-4- en  « 

y-            4    l  —  r.nu 

lange, 

—  tangS—  -Ç 

cnu  —  

T- 

laiigS,  —  langô  H — - 
4 


Cette  dernière  formule  fait  voir  que,  lorsque  0  décroît  de  0(  à 

—  -,  cn«/  croît  de   —  i  à  +  i  ;  on  pourra  donc,  entre  les  mêmes 

limites,    faire    décroître    m  de   aK   à    o,   et  il  faudra,   par  suite, 
prendre  les  signes  inférieurs  dans  les  valeurs  de  Ç  et  yj  cl  l'on  aura 


donc 


,         2A 


/■"  /  1    I  -H  en  K         tangO|\     , 

T)  =  aAv    /       ( — 1  <lii. 

J„.    \4  I  — Lii«  •,-•'    / 

Si  l'on  se  pro|)Ose  d'Introduire  l'aigiinient  a  des  Tables,  en  po- 
sant 

sn  u  =  sin  es 


(')  Cet  exemple  met  en  évidence  un  des  avantages  des  fonctions  de  Weierstrass. 
En  effet,  nous  passerons  d'un  cas  à  l'autre  par  le  simple  changement  du  signe  de 
f-,  tandis  qu'avec  les  fonctions  de  Jacohi  il  fandrail  recourir  à  la  Iht'orie  de  la 
transformation. 

XXIX.  3 


en  (/  =  coso 


tansfli  —  tangO  — 


tancOi—  tangO-r-  ^ 


On  a  d"iiill(Mirs 

,/    I  —  en  H  J 


I  +  îcnu  -t-  cn-« 


r  I  -T-cn  H 
.  '      sn-« 


du  =^  1   I  -  —-   --  du  —  u  ; 


d'ailleurs 


1  n  K  c  n  u 

in  u  sn'-;(' 


de  )iliis,  lii  relation  connue 


A^sn^H  =  —  —  L)„  j— - — - 


donne,  en  ehangeanl  ti  en  //  -h  /R', 


=  A-  sn2(  (/  —  i  K'  )  =  —  —  D„  -j—      • 


On  aura  donc 


/■  1  -H  en  i 
.  /      sn-  Il 


1  -H  en  «    ,  ,1  0  (  H  )       d  n  a 

du  =  7^  ^/  —  -7-^ — 

K  0 (  u)        sn  n 


Pour  se  servir  des  Tables,   il  faut  inlroduire  la  l'onclion  Ei'o) 
de  Legendrc;  on  a,  pour  cela. 

E('i)=r    dn'-u  =  u—   f   k-^in'-u  =  (  i—  YJ  "        '"*" 


Cl,  de  plus, 


0,(11) 

en  u  (In  «  _  ')'(  u  )       O'^Ch) 
sn  a       ~  ()■(/)  ""  Oï  (  «  )  ' 

.1  \  en  II  (In  u 


0'(u)        8;fit)       cnudnu       ,_    ^        /  .1  \ 

;r-^^ ■+■  7^ -i =  h(  »  )  —       I   —   rr       H     , 

0  («)        'h(u)  snu  ■'       \  K/ 

et,  iiar  suite, 

/i  -i-  cn;t    ,                  T>,    s        (Inw^  . 
(/h  =  «  —  E(  o  ) (  n-  en  H  ) 
sn^H                               '          sn  u 

=  u  —  Efo)  —  \^i    -  X-sin-s  cnl 
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puisque 

sni<  =  siiitp,         cn;«  =  coscp,         dnu  =  \/i — k^iia^a,. 
On  a  donc,  en  fin  de  compte, 

T;  =7)0^  aT^  — ^^°"^   'j  "  —  A-'     E(o)  +  /i_/.2sin2ocot?l 
avec 

Ti„  =—  A  ^1  —  — i*^ j  H„^  A-/    K(ç)o)4-  /i-X:Ssin5<poCot2î1 . 

La  formule 

langOi  —  tangO  —  -^ 


cosç 


tang6i  —  tangO  ■ 


donnera  cp,  qui  est  compris  entre  o  et  tt  sans  anibimn'li'. 

Si  o  est  compris  entre  o  et  ->  on  en  déduira  do  suite,  nu  rnovon 

.  r  2  '  • 

des  Tables,  £(»)  et  ii  =F(cp). 

Si  cp  est  compris  entre  -  et  -,  on  aura 

E('^)  =  2E-E(7:-o). 
M=F(<p)=2K  — F(t:  — tp), 

E  et  K  désignant  les  intéj,^rales  complètes. 

2°  Supposons  maintenant  qu'on  veuille  recourir  aux  déveloj)- 
pements  en  séries. 

On  devra  alors,  pour  que  les  séries  soient  plus  converjjcntus, 
faire  en  sorte  que  A"-  soit  plus  petit  que  l. 

On  prendra,  par  suite  ('), 


4/3tang-^0,-i-fJ=-Y?, 


Y,  étant  réel  et  positif. 
On  aura  alors 


(')  Y  étant  toujours  choisi  de  façon  que  II 
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Les  valeurs  de  ç  et  en  ii  tleviennent,  par  suite, 


$=±^.(«-„„), 

langO,  —  tanf;9  ^ 

ïi 

en  II  =  

4 

IanL'«  —  -t-i 


Celte  Ibrinule  fait  voir  que  cnti  est  toujours  réel  el  |jlus  grand 
que   I  en  valeur  absolue.  Il  décroît  de  — •  i  à  — x  lorsque  lang  9 

décroît  de  langSi  à  langB,  —  y  pour  décroître  ensuite  de  +co  à  i 

lorsque  tangS  décroît  de  tangÔ,  —  ^  à  —  oo.   11  résulte  de  là  que 

l'on  peut  prendre  la  valeur  de  «  entre  o  et  atK'  et  que,  lorsque  B 

décroît  de  0,  à ,  u  variera  de  ai'R'  à  o.  usera  donc  de  la  forme 

2 

//  —  u/,  u  étant  réel.  11  faudra  donc  prendre  les  signes  inférieurs 
dans  les  valeurs  de  Ç  el  r,,  et  l'on  aura 

$=  —  (u„— •j). 
Yi 

11  j  a  lieu  toutefois  de  faire  ici,  comme  toutes  les  fois  où  u 
est  imaginaire,  une  remarque  très  importante. 

Il  faut,  si  l'on  convient,  par  exemple,  de  négliger  les  termes 
de  l'ordre  de  (j-  dans  les  séries,  s'assurer  que  les  ternies  que  l'on 
néglige  sont  bien  e/fectivement  de  cet  ordre. 

Prenons,  en  efi'et,  la  série 

comme  dans  le  cas  actuel  u  =  u«,  nous  aurons 

/   in-j  2  7:-J\ 

2  1T  «  ,    /     -r—  -  -r—  \ 

cos  — p-  =^le'»    +c     '^    j  ■ 

D'ailleurs,   nous   avons  dit   que  u  varie  de  o  à  iK.',  par  suite 

e  *  varie  de  i  à  <?  "^  =  (/"^  de  telle  sorte  que  le  terme  2q^  e  "  est 
('■gai  à  1  ]50ur  u  =  liK'  et  nullement  très  petit  de  l'ordre  de  y'. 
Si  donc  on  gardait  ])Our  variable  u  ri  que  l'on    voulût  obtenir  les 


résultats  aux  termes  cffectivemcnl  de  l'oiilre  de  (/-  près,  on  de- 
vrait, dans  la  série  que  nous  venons  de  considérer,  "-arder  les 
termes  en  (/^ 

On  évitera  toutefois  cet  iiiconvéuient  on  posant 


^  variant,  par  suite,  de  «  K'  à  —  /K'. 
La  formule 


cn(j'K'-r-  ^)  =  —  i 


/isn! 


nous  donne  alors 

I  -\-  en  (/         k  ^nt  —  1 

■,ln; 

I  —  en  ;<        A'  sn  Ç  +  i 
donc 

:d>,; 

■1]  =  %\yii  j    p{u)du  =  1 A  Y, 

•■/' 

Mais 

'" 

^=  (A-sn^-/(ln^)S     (I), 


y  (/.  sa  ;  —  £dn?)2c/;  =  /(î/.^  sn^  J  —  i/a'sn^  tin  Ç  -  \)  dX, 


D'ailleurs,  au\  termes  de  «y-  près, 

J    _  «2(0)  _   iqT."^ 
K  ""  Ô7(^)  ^  ~VJ~  ' 
de  sorte  que  l'on  aura 

.        .r/lan^'O,        I        qT.-t\  ^        ,  ,  .       „        1  K<ll^ 
l'i  =  ^,0+  iA-'iJ       ^  —  T  -t-  Vt  K -+- î '^■'  en; -^-4- 


.        .r/tangO,        I        ^r-'M, 


On  pourra  d'ailleurs,   dans  la  série  9o(!^),  négliger  les  termes 

en  y',  si  l'on  néglige  ceux  qui  sont  elTeclivement  de  l'ordre  de  (]". 

En  effet,  ici  X,  =  Xi,  A  étant  réel  et  plus  petit  que  K'  en  valeur 


(')  On  a,  en  elTct, 

(  A-  sn^  +  (' dni;  )  (  A  sn^  —  I  (In  ')  =  A-sn-!;4-  (In-;  : 
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absolue,  de  sorte  que  dans 


cos 
ur  A  positif 


oti  a  pour  A  po 

5;t).  27tK 


de  sorte  que  q^  cos  — j^  est  inférieur  à  </-  en  valeur  absolue. 
On  pourra  donc  prendre,  avec  cette  approximation, 


8,(ï)  K 


—  9.  (/  COS 


K 

four  calculer  ensuite  cn«  et  v.  nous  poserons 

A  sn  ^  -^  /'  (In  ^  =  —  (  lanjr  ij., 
dOii 

A  ?n  '  -r-  i  (lii^  =  ("cot  |jt. 

On  déduit  ensuite  de  ces  formules  et  de  celles  dont  nous  nous 
sommes  déjà  servi  plus  haut 

p{u)  =  ?-i— 4laM<;2;7.  = ^, 

T  i  T  î 

d'où 

I  lanïOi— tan^fl         sin(0,  — fl) 

4  7;  Yî  cosOi  cosi) 

Cette  formule  fera  connaître  \i.. 
On  aura  ensuite 

(  dn  ,  =  -  (  cot  u  ^-  tang  u  i  =  —. > 

■X  '  sinaiji 

/>■  ?n  ^  =  -(cot  jji  —  langjji)  =  «  cot  >.  a, 
cl  I  on  en  déduira 


cot'au 


k'- 
l'uis,   aux   termes  effcclWenienl  de  l'ordre  q-  près,  d'après  ce 
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que  nous  avons  vu, 

i  +  iq  cos  "" 


du: 


d'où 


1  — -^.flcos??        V^^"        v//'sin2H 


i;'         I  — Jk'  sin»,  iji  /   -, 

■iq  COS  -p     =    = '-   =  (y  I   e  I 


en  posant  comme  plus  haut  Ç=  A/,  A  étant  réel,  tout  est  main- 
tenant connu  dans  les  expressions  de  \  et  yj  qui  se  calculeront 
sans  peine. 

M.  A.  Demouliîv  adresse  la  Note  suivante  : 

Sur  le  cylindroïde  et  sur  la  théorie  des  faisceaux  de  complexes 
linéaires. 

Dans  le  dernier  fascicule  du  BuUelin  de  la  Société  inalhêma- 
tique  de  France,  M.  P.  Appell  a  établi  que  le  cylindroïde  est  la 
seule  surface  réglée  qui  jouisse  de  la  propriété  suivante  :  le  lieu 
des  projections  orthogonales  d' un  point  pris  arbitrairement 
dans  l'espace  sur  les  génératrices  est  une  courbe  plane.  Je  pos- 
sède depuis  près  de  deux  ans  une  démonstration  analytique  de  ce 
théorème  et  je  la  fais  connaître  ci-après.  A  cette  méthode  échappent 
les  surfaces  réglées  à  plan  directeur  isotrope.  Une  méthode  directe 
me  conduit  aux  surfaces  de  celte  nature  qui  possèdent  la  propriété 
du  cylindroïde.  Ce  sont  :  i"  une  surface  (A)  qui  est,  comme  le 
cylindroïde,  le  lieu  des  axes  centraux  des  complexes  linéaires 
compris  dans  une  série  linéaire  à  deux  termes;  2"  une  surface  (B) 
qui  n'admet  pas  ce  mode  de  génération.  Ainsi  se  trouve  mis  en 
évidence  un  fait  curieux  :  alors  que  la  propriété  du  cylindroïde 
caractérise  cette  surface  parmi  les  surfaces  réglées  réelles  on,  plus 
généralement,  parmi  les  surfaces  qui  n'ont  pas  un  plan  directeur 
isotrope,  cette  même  propriété  ne  caractérise  pas  la  surface  (A), 
de  même  définition  (jue  le  cylindroïde,  parmi  les  surfaces  à 
plan  directeur  Isoliope. 

1. 

Soit  à  déterminer  la  surface  réglée  la  |)lns  générale  telle  que  le 


—  po- 
llen des  projections  d'un  point  quelconque  de  l'espace  sur  ses 
génératrices  soil  une  courbe  plane.  Nous  considérerons  la  sur- 
face cherchée  comme  engendrée  par  l'axe  O;  d'un  trièdre  Iri- 
rectangle  Oxyz.  Sur  chaque  génératrice,  il  y  a  un  point  central 
déterminé  et  situé  à  dislance  (înie,  à  moins  toutefois  que  la  surface 
soit  un  cylindre  ou  qu'elle  admette  un  plan  directeur  isotrope. 
Les  cylindres  constituent  une  solution  évidente  du  problème  et  il 
n'y  a  pas  à  s'en  occuper  davantage.  Quant  aux  surfaces  à  plan 
directeur  isotrope,  nous  les  étudierons  au  §  III.  Ces  deux  cas  par- 
ticuliers écartés,  nous  achèverons  de  définir  le  trièdre  Oxyz  en 
plaçant  l'origine  O  au  point  central  de  la  génératrice  et  en  faisant 
coïncider  le  plan  xOz  avec  le  plan  tangent  en  O  à  la  surface. 
Soient  ^,  7^,  î^,/>,  g,  ries  translations  et  les  rotations  du  trièdre  : 
ce  sont  des  fonctions  d'une  variable  /.  La  vitesse  d'un  point  de 
coordonnées  relatives  x,y,  :■  a  pour  composantes 

\,r  =  ^  -\-  (/  z  —  '.)'  +  ^', 

Le  jjlan  tangent  à  la  surface  au  point  de  coordonnées  (o,  o,  z) 
fait  avec  le  plan  xOz  un  angle  9  tel  que 

Vj:  ^-h  q  z 

L'hypothèse  z=^o  doit  donner  8  =  0,  donc  y;  =  o.  L'hypo- 
thèse 3  =  00  doit  donner  6  =  -,  donc  q  =  o.  Nous  pourrons  sup- 
poser/)^o,  car  l'hypothèse /i  =  o  correspond  au  cas  des  cylindres. 
Observons  enfin  que  le  paramètre  de  distribution  /*  égale  —  -• 

Soient  P{  a;,  _^,  3)  un  point  fixe  pris  arbitrairement  dans  l'espace 
et  H(o,  o,s)  la  projection  orthogonale  du  point  P  sur  Oz. 

Nous  exprimerons  la  fixité  du  point  P  en  égalant  à  zéro  les 
composantes  de  sa  vitesse,  d'où  les  trois  rejations 

1      l  —  ry-^x'=o, 

(1)  j  r.t—p:-i-y  =  o, 

'      '—/>/  + 5'=  o. 


—  il  — 

La  vitesse  du  point  H  a  pour  coniposanles 

Soient  A,  B,  C  les  projections  d'un  vecteur  unitaire  normal  au 
plan  de  la  trajectoire  du  point  H.  On  a 

AV,;-+-BVV+CV;=o 
ou 

(2)  Ali-hBz  +  Cy=  o. 

Par  un  point  fixe  de  l'espace,  menons  un  segment  géométri- 
quement égal  au  vecteur  (A,  B,  G)  et  un  trièdre  parallèle  au 
Irièdre  Oj^yz.  Par  rapport  à  ce  trièdre,  les  coordonnées  de  l'ex- 
trémité du  segment  sont  A,  B,  C  et,  comme  ce  point  est  fixe,  on  a 

i—  /-B  -t- A'=  o, 
rX—pC-hB'  =  o, 
/)B  +  C'  =  o. 

DifFérenlions  l'équation  (2)  en  tenant  compte  des  relations  (1) 
et  (3),  il  viendra 

(4)  \(h'—rz) -hB(/i  —  2py)-+-  C{ipz  —  rx)  =  o, 

pourvu  qu'on  pose 

p 

DifTérentions  l'équation  (4)  à  son  tour,  en  tenant  compte  des 
mêmes  relations  (1)  et  (3), 

(  A(o(-7-'^  +  3/^/-^)  +  B(p-2/)>-4/>5-;'+3/)/-a-) 
(5) 


+  C(— 3/)Ç  +  2/>'-  — r'ar-  i/)--Hrî)  =  0. 
On  a  posé,  pour  la  simplicité, 

/!"+Çr —  /./•  =  a, 

L'élimination  de  A,  B,  C  entre  les  égalités  (2),  (4),  {^)  conduit 
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à  la  relalion 

I   /(        //' —  rz  %  —  /•'  :;  -I-  ipry  1 

•3       k  —  i-py  fi  —  '>-P  y  —  \P'  ^  -^  'ipr.r  =  o, 

I   y     y.pz  —  r.r     —  3/>Ç  +  x/>'  z  —  r'j:  —  (  ip"-  -+-  /■-)_)■  | 

(|iii  doit  avoir  lieu  quels  que  soient  x,  y,  z,  t. 

Divisons  les  élémenls  de  chaque  colonne  par_j',  puis  faisons  y 
infini.  Il  viendra  p'-r  :^  o  et,  comme  p  n'est  pas  nulle,  /■  =  o. 

Faisons  ensuite  a;  =:j'=:  i  =  o,  d'où /3Î^/(/>- =  oou  ;l^-=o.  Si 
ç=:  G,  O;  reste  tangente  à  une  courbe  plane,  solution  évidente. 
Il  faut  donc  supposer  Ç  =  o. 

En  résumé,  on  a  jusqu'ici 

y  =  o,         /■  =  o,         r,  =  o,         Ç  =  o, 
^  7^  o,         p  9^0. 

Par  conséquent,  la  surface  cherchée  est  nécessairement  un 
conoïde  droit  dont  la  directrice  recliligne  est  l'axe  Ox  du 
trièdre. 

Introduisons  ces  valeurs  des  rotations  et  des  translations  dans 
l'équation  ci-dessus;  il  viendra,  après  quelques  réductions, 

I  »        P'         ,     ;  l 

II  —  - — l-  ip-ll  =  o. 

En  choisissant  convenablement  la  variable  indépendante  t,  on 
peut  supposer/?  constant.  Si  l'on  prend/?  égal  à  i,  l'équation  pré- 
cédente devient 

h'-^h  =o, 

ou,  comme  h  =  — •  -, 
P 

"-+-  ;  =  o- 

Oi)  déduit  de  là,  en  intégrant, 

\  =  A  cos(^-i-  B). 

Nous  allons  établir  l'équation  du  conoïde  on  prenant  comme 
trièdre  de  référence  la  pusiiioii  (),  \  \7.  (pi'occupe  Icirièdre  Oxyz 
ù  l'instant  /  =  —  15. 
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Soit  \  l'abscisse  du  point  O.  On  a 


y^=  f  ■(!(  =  Asiiii  /^Bi 


L'angle  des  plans  ;Oa"et  ZO,  X  égale  ~ — 

Soient  X,  \  ,  Z  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la 
jénéralrice  O:;  et  0,0,^  ses  coordonnées  relatives.  On  a 

\  =  A  siiK  <-T-  B), 

V  .     /  +  B 

1  =  ^  sin  , 

2 

„                  C-hB 
Z,  =  s  cos  ■• 


L'élimination   de  z  et    de    /  entre  ces    trois   i'(|ii;)li()iis  donnt 
l'équation  classique  du  cvlindroïdo 


Y^  +  Z2  ' 
ce  qui  démontre  le  théorème  de  M.  Appell. 

IL 

A  l'analyse  qui  précède  échappent,  nous  l'avons  vu,  les  surfaces 
réglées  à  plan  directeur  isotrope.  Si  l'on  veut  traiter  ce  cas  par  la 
méthode  du  trièdre,  on  pourra  (aire  décrire  à  l'origine  O  une 
trajectoire  orthogonale  des  génératrices  et  prendre  pour  plan 
des  xz  le  plan  tangent  à  la  surface  à  l'origine,  d'où  les  deux  con- 
ditions r,  =0,  1^  =  0.  On  aura  également,  le  plan  asymptote  étant 
isotrope,  /)-  +  ^'-=o.  Malgré  la  simplicité  de  ces  relations,  on 
est  conduit  à  des  conditions  très  compliquées  desquelles  il  serait 
difficile  de  déduire  les  valeurs  des  translations  et  des  rotations. 
Aussi  avons-nous  étudié  par  une  méthode  directe  les  surfaces  en 
r|uestion.  Avant  d'exposer  cette  méthode,  nous  allons  faire  voir 
qu'il  existe  au  moins  une  surface  de  cette  nature  jouissant  de  la 
propriété  du  cjlindroïdc. 

Soient  C  =:  o,  C'=  o  les  équations  de  deux  complexes  linéaires; 
l'équation 

C-i-pC'  =  o, 


—  u  - 

où  p  désigne  un  paramèire  variable,  définil  une  série  siniplemenl 
infinie  de  complexes  linéaires  dont  les  axes  ccnlraiix  sont  paral- 
lèles à  un  même  plan.  SI  ce  plan  n'est  pas  isotrope,  le  lieu  des 
axes  centraux  est  un  cjlindroïde.  Si  ce  plan  est  isotrope,  le  lieu 
des  axes  centraux  est  une  certaine  surface  (A).  Pour  cette  surface 
comme  pour  le  cylindroïde,  le  lieu  des  projections  d'un  point 
quelconque  de  l'espace  sur  les  génératrices  sera  une  courbe  plane. 
Si  l'on  démontre,  en  effet,  cette  propriété  pour  le  cylindroïde,  en 
prenant  des  axes  quelconques  ,  les  calculs  s'appliqueront  éga- 
lement à  la  surface  (A).  C'est,  au  reste,  ce  que  nous  allons  vérifier 
par  un  calcul  direct  après  avoir  établi  l'équation  réduite  de  la 
surface  (A). 

Parmi  les  complexes  de  la  famille  C  +  pC'=  o,  il  y  en  a  deux 
qui  sont  spéciaux  ;  supposons  que  ce  soient  C  et  G'.  Les  axes  étant 
rectangulaires,  nous  prendrons  l'axe  central  de  C  pour  axe  des  z 
et,  pour  axe  des  x,  une  droite  rencontrant  l'axe  central  de  C 

Soient  a,  p,  y,  p,  q,  r  les  coordonnées  piuckériennes  d'une 
droite  quelconque  de  l'espace  ;  un  complexe  linéaire  étant  défini 
par  l'équation 

.\a-t-  Bfl  -f  C-;-^Pp-hqq-^Rr  =  o, 

les  coordonnées  de  son  axe  central  ont  pour  valeurs 


ot  = 

=  p, 

P  = 

A 

-AP, 

?-- 

--Q, 

1  = 

B 

-/■Q, 

ï  = 

=  R, 

/•  = 

C 

-/.R, 

/-  - 

AP 

-4-BQ 

-1-  ( 

CR 

l'-  +  Q2+  Rî 

L'axe  central  du  complexe  C  est  parallèle  à  l'un  des  plans  iso- 
tropes passant  par  Or,  de  là  résulte  la  condition  P2-|-Q-  =  o; 
nous  prendrons  P^i,  Q  ^  i .  L'axe  central  rencontrant  l'axe 
des  X,  une  de  ses  équations  se  réduit  à  ^^y  —  i;^  =  0,  donc/)=  o, 
et,  par  suite,  A  =  o.  Le  complexe  C  a  donc  une  équation  delà 
forme 

B  3  -t-  C  Y  -)- />  -t-  "7  -+-  R '■  =  o, 

avec  la  condition 

B(-hCR  =0. 

L'é(]uation  du  complexe  (^  est /•  =  o,  l'équalion  de  la  famille  de 


complexes  sera  donc 

Bp-H  C-;  -i-p-{-  iq  -^(R-^  p)'-  =  o. 

L'axe  central  du  com|)lexe  du  paramèlre  2  a  pour  coordonnées 

Gp 
a  =  I,  P  =  —  -= — - —  , 

p  =  (,  </  =  B ' 


(R+p)»' 


Y  =  R+?,  r  =  G— jî^. 

R  +  p 

On  déduit  de  là  les  équations  de  cette  droite 

RC 


XI— y 
y(R-h  À)—  zi  = 


R-+-P 

G; 


(R  +  p)-^ 


et,  par  l'élimination  de  p  entre  ces  deux  équations,  l'équation  de 
la  surface  (A) 

_       {y  —  ix)zi        {y  —  ixY        {y  —  ixy 
^  ~  RC  R2C2  R2G 

Celte  équation  est  de  la  forme 

(A)  y  =  Uz{y—ix)  +  W^(y  —  ixY  +  'H{y—ixf, 

M  et  N  désignant  deux  constantes  essentiellement  différentes 
de  zéro. 

\  érifions  que  la  surface  (A)  jouit  bien  de  la  ]iropriété  indiquée. 

Les  équations  d'une  génératrice  quelcon(|ue  g  de  la  surface 
peuvent  s'écrire 

Îy  —  ix  ^=  X, 
y  =  MXs  +  M'Xs-l-NX'. 

Soient  (aro,J'o5  ^0)  'es  coordonnées  d'un  point  P  pris  arbitrai- 
rement dans  l'espace. 

Le  plan  mené  par  le  point  P,  perpendiculairement  à  la  généra- 
trice ^,  a  pour  équation 

MX((x  — ;r<,)-t-jO'— /o)l  -^tïs— -0)  =  0. 


Le  lien  de  la  projcclion  du  point  1*  sur  la  généraLrice  jÇ'  s"ob- 
lienl  en  éliminanl  X  entre  cette  dernière  équation  et  les  équa- 
tions {ff),  ce  qui  donne  pour  équation  du  lieu  cherché,  l'équa- 
tion (A)  et  la  suivante 

(I)  M(y-~ix)\(x  ~  3r„)  ^  i{y  —Xo)]  -h  U  z  —  z„)  =  o. 

L'élimination  de  z  entre  les  équations  (A)  et  (i)  donne 

j' =  >U„0' -  ,ar)  +  CM  Mo  -  N)  (7  -  *>;', 

])onrvn  qu'on  pose  j',,  —  ixo  =  "n,  et  si  Ton  porte  dans  celte  der- 
nière équation  la  valeur  de  {y  —  '-y)"»  tirée  de(i),  il  viendra 

(tt)        y=Mzoiy-ix)-^  '   ""^"^"^'    [Mu4y  —  i.T)-z^zo]. 

Celte  équation  étant  linéaire,  le  théorème  est  démontré. 

On  reconnaîtra  aisément  que  le  plan  t:  renferme  la  génératrice 

1.1  I  M-i/n-!-   ^      1  .  1 

qui  correspond  a  la  valeur =-r^ du  paramètre  k. 


111. 


Cherchons  maintenant  tontes  les  surfaces  réglées  à  plan  direc- 
teur isotrope  qui  ont  la  même  propriété  que  le  cjlindroïde. 

Soient 

y  —  ix  =  l, 

y  =  z/(l)  +  o(l) 

les  équations  d'une  génératrice  variable  de  la  surface.  Les  coor- 
données de  la  projection  d'un  point  quelconque  (x^,  jo^  '•(>)  sur 
cette  génératrice  ont  pour  expression 

X  =  Xi  —  iza/  —  itiof'  —  '"i'> 
y  =  Zof—  iiop-hi', 
Z—Zo-h   «„/  —  À/. 

Pour  abréger,  on  a  écrit/et  œ  au  lien  de  /(A)  et  'f()-),  et  l'on 
a  posé  lia  =yo  —  i^o,  à  =  <!>().)  =  'f  —  '•/-■ 

Ces  équations  doivent  définir  une  courbe  plane  quel?  que  soient 
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•*'o,J'(i'  ^o;  il  faut  donc  el  il  suffit  qu'il  y  ail  une  relalion  linéaire 
enlie  .r,  j-,  :;  ou  bien  entre  y,  s  el  y  —  ix  ou  1.  De  là  cette  con- 
dilion  très  simple 

/'-"■—->'"  =  o 

qui  s'écrit,  en  tenant  compte  des  valeurs  de  j-  et  de  z. 

Si  /"'  est  nulle,  celte  écpiatiou  est  identiquement  vérifiée  et  »  est 
arbitraire.  La  surface  correspondante  est  un  cylindre  dont  les  gé- 
nératrices sont  parallèles  au  plan  y  —  ix  =  o,  solution  évidente. 
Nous  pourrons  donc  supposer/'  p^  o. 

Divisons  les  éléments  de  la  seconde  colonne  du  déterminant 
par  ^1,,  puis  faisons  z-„  infini;  il  viendra 

Divisons  ensuite  les  éléments  de  cliacjue  colonne  par  ?/„,  puis 
faisons  i/„  infini,  nous  obtiendrons,  toutes  réductions  faites, 

Pour  que  celte  équation  soit  compatible  avec  ré(|uation  (a), 
il  biul  que/''  ^  o,  c'est-à-dire  que/'  soit  constante.  On  a  donc 

/(  À)  —  al-^  ri'. 

{^'équation  (i)  se  réduit  alors  à  'i/'''=r(),  d'où 

el 

0(1)  =  X(«)>  -i-rt')2-i-6),2  _i- //),..-//'. 

Les  équations  de  la  généralrice  peuvent  donc  s'écrire 

y  =  z{aX-\- n' )-i- n^A' -\- ml- -h  in'X  +  m". 

On  conclut  de  là  l'équation  de  la  surface  cherchée 

y  =  z[a(y-  /.r)  -K  a]  -t-  n-Hv  -  ix)^ 
-t-  m  [y  —  iry-  -^.-  m' (y  —  Lr)  -t-  m". 

Le  changement  d'axes  coordonnés  défini  par  les  équations 

—  ta- =  — /\  ^ //.         r=V-t-/''.         :^7.-li" 


perinel,  par  un  choix  convenable  et  toujours  possible  des  con- 
stantes A,  //,  h" ,  de  ramener  celte  écpiation  à  la  suivante 

(S)         Y  =  «Z(Y  -  i\)^a'-{\  —  i\y^^m  —  i  an' )  (\  —  i  \  VK 

Il  y  a  maintenant  deux  cas  à  distinguer  :  i"  si  m  —  3 art' n'est 
pas  nul,  l'équation  ci-dessus  est  de  même  forme  que  l'équation  (A), 
et  la  surface  (S)  est  une  surface  (A);  2°  si  m  —  3rtrt'=  o,  l'équa- 
tion (S)  se  réduit  à 

(B)  Y  =  rtZ(Y  ~  iX) +  a2(Y  —  iXf. 

La  surface  (B)  est-elle  une  surface  (A)?  En  d'autres  termes, 
est-il  possible  de  déterminer  les  coefiicienls  M  et  N  de  manière 
que  les  équations  (A)  et  (B)  représentent  deux  surfaces  égales? 
La  réponse  est  négative  :  en  effet,  si  les  deux  surfaces  étaient 
égales,  elles  seraient  applicables  l'une  sur  l'autre  avec  correspon- 
dance des  asvmptotiques  ;  or,  nous  allons  montrer  que  cette  con- 
dition nécessaire  (et  d'ailleurs  suffisante)  n'est  pas  vérifiée. 

Occupons-nous  d'abord  de  la  surface  (A)  ou  plus  généralement 
de  la  surface  (A')  définie  par  l'équation 

(A')  y  =  Ukziy—  ix)-¥-  M2(_^k  — '>)'-(- N(7  —  f>)2 

qui  se  réduit  à  l'équation  (A)  pour  A=i. 

Si  l'on  pose  y  —  ix  =  \^  l'équation  des  lignes  asvmptotiques 

3MX2  j  -  •  .  1  ••        /-w 

sera  ;;  = r — H  \>-i  Y-  désignant  une  constante  arbitraire.  On 

déduit  des  irois  équations  ci-dessus  les  expressions  des  coordon- 
nées de  la  surface  (A')  en  fonction  des  paramètres  des  asympto- 
liques  et  l'on  trouve,  pour  le  carré  de  l'élément  linéaire,  l'expres- 
sion 

[3M2).2  n 

1k^\\>.-^-  (2^'-^-:i)  +  2N>. -1    <-A' 


Pour  k  ^±  y/3,  le  terme  en  (D.d^  s'évanouit  et  la  surface  (A') 
est  minima.  Nous  reirouvons  ainsi  la  surface  minima  réglée  ima- 
ginaire, signalée  en  premier  lieu  par  lîibauconr,  et  (jue  nous  avons 
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éUidiée  ailleurs  d'une  manière  délaillée  (').  La  rolalion  entre  la 
surface  (A)  et  celle  surface  minima  est  exlrèmement  simple  : 
deux  points  correspondants  ont  mêmes  coordonnées  x  et  y,  et 
leurs  3  sont  dans  le  rapport  de  y/3  à  i . 

Si  l'on  fait  dans  la  formule  ci-dessus  /,==  i,  on  aura  le  ds-  de  la 
surface  (A) 

fl's^  =  (  2  M  |x  -4-  I  ■)  M2 1'-  +  1  \  À  —  I  )  (/).=  —  \  M  ■/.  (/).  ,/;a  -I-  rf|ii. 

Quant  au  carré  de  l'élément  linéaire  de  la  surface  (B),  il  est 
donné  par  la  formule 

ds'-  =  (  -2 rt  ;i.'  -t-  1 5  a- ).'2  —  i  )  </),'-  —  4  «  À'  ill'  d'/  -+-  d<j^-. 

Pour  que  ces  deux  surfaces  fussent  applicables  l'une  sur  l'autre 
avec  correspondance  des  asjmptoliques,  il  faudrait  que  l'on  eût 

</;■=  =  ds^ 

pour  toutes  les  valeurs  de  A,  a,  c/À,  rfu,  les  paramètres  //  et  a' 
étant  respectivement  fonctions  de  Xet  de  [a  seulement.  Or,  on  re- 
connaîtra aisément  que  cette  identité  est  impossible.  La  sur- 
face (B)  n'est  donc,  en  aucun  cas,  une  surface  (A)  et  nous  pou- 
vons énoncer  ce  théorème  : 

Il  y  a  deux  surfaces  réglées  à  plan  directeur  isotrope  qui 
jouissent  de  la  propriété  du  cylindrotde  :  la  surface  (A)  al  la 
surface  (B). 

Cette  dernière  n'eslpas,  comme  la  surface  (A)  et  le  C3  lindroïdc, 
le  lieu  des  axes  centraux  des  complexes  linéaires  définis  par  une 
équation  de  la  forme  C  +  pC'^o.  Autrement  dit,  la  propriété 
qui  caractérise  le  cj-lindroïde  parmi  les  surfaces  réglées  qui  n'ont 
pas  de  plan  directeur  isotrope,  ne  caractérise  pas  la  surface  (A) 
parmi  celles  qui  ont  un  plan  directeur  isotrope. 

La  surface  (B)  est,  comme  la  surface  (A),  une  transformée  ho- 


(')  A.  Demoulin,  5"/'  les  surfaces  minima  réi^lées  et  les  surfaces  minima 
à  lignes  de  courbure  planes  [.Mémoires,  in-8-,  de  l'Académie  royale  de  /lel- 
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iTioj^raphique  d'une  surface  iniiiiniii  rèj^léc  de  KiLiiiicour.  Or  deux 
suifiices  niinima  de  Riliaiicour  sonl  nécessairement  semblables. 
(Concluons  de  là  que  les  surfaces  (A)  cl  (B)  se  coriespondenl  dans 
une  homograpbie. 

Observons  enfin  que,  pour  M  =  «,  les  surfaces  (A)  et  (B) 
«ioiil  applicables  l'une  sur  l'autre  :  c'est  ce  qu'on  reconnaîtra  en 
exprimant  leurs  ds-  en  fonction  des  paramètres  des  génératrices 
et  de  leurs  trajectoires  orthogonales. 


M.    Hadamaud  adresse  la  Noie  suivante  : 


Sur  la  propagation  des  ondes. 


On  sait  que  Hngoniot  a,  le  premier,  défini  avec  précision  ce 
que  l'on  doit  entendre  |iar  jiropagation  d'un  nioinentent  dans 
un  autre.  11  a  appliqué  sa  méthode  aux  équations  de  l'Hydrody- 
namique et  a  retrouvé,  sous  ce  nouveau  point  de  vue,  la  formule 
classique  donnant  la  vitesse  des  ondes  dans  les  gaz;  d'autre  part, 
il  a  indiqué  les  conditions  de  compatibilité  de  de\ix  mouvements 
gazeux,  mais  dans  le  cas  du  mouvement  recliligne  seulement. 

Non  seulement  il  y  a  lieu  d'étendre  la  définition  et  l'étude  de 
la  compatibilité  au  mouvement  à  trois  dimensions,  mais,  d'une 
manière  plus  générale,  la  méthode  d'Hugoniot  demandait  à  être 
complétée  sur  deux  points  importants,  dont  le  premier  est  linter- 
prctation  géométrique  et  le  second,  la  distinction,  nécessaire  ici 
comme  en  toute  autre  question  de  Mécanique,  entre  les  faits  d'ordre 
jiropremenl  dynamique,  ayant  leur  source  dans  les  propriétés 
propres  aux  fluides,  et  les  faits  d'origine  purement  cinématique. 

Dans  le  Cours  que  j'ai  professé  au  Collège  de  France  en  1898- 
1899  et  1899-1900,  j'ai  été  amené  à  étudier  cette  question.  J'indi- 
querai ici  sommairement  les  conclusions  auxquelles  je  suis  par- 
venu. 

1.  Soit  un  milieu  déformable,  divisé  en  deux  régions  1  et  2 
par  une  surface  qui  occupe,  à  l'instant  („,  la  position  S.  Nous 
supposons  :  1°  que,  dans  chacune  des  régions  1  et  2,  les  coordon- 
nées X.  y.  ;  sont  des  fondions  coiilinucs,   tant  des  coordonnées 


initiales  a,  b,  c  que  du  temps  t,  et  c|u"il  eu  est  de  même  de  leurs 
dérivées  jusqu'à  un  ordre  déterminé  n  ;  a"  f|ue,  au  contraire,  lors- 
qu'on traverse  S,  l'une  au  moins  des  dérivées  d'ordre  «  éprouve 
une  variation  brusque,  toutes  les  dérivées  d'onlie  inférieur  à  n 
restant  d'ailleurs  continues. 

Nous  considérons  comme  ordre  d'une  dérivée  f|uelcon(]ue 
l'ordre  total  de  dérivation  par  rapport  à  rt,  6,  c  et  i  indistinc- 
tement. iVous  nommerons,  par  exemple,  dérivées  du  second  ordre 
les  dérivées  des  trois  catégories  suivantes  : 

i"  Déiivées  du  second  ordre  par  rappoi-l  à  a,  b,  c; 

2°  Dérivées  du  premier  ordre  par  rapport  à  ii.  b  ou  (,•  et  du  pre- 
mier ordre  par  rapport  à  /  ; 

.'5"  Dérivées  du  second  ordre   par  rapport  à  t 
(la   première  catégorie  comprenant   i<S   dérivées,  la  seconde  ç),  la 
troisième  .^  seulement,  qui  ne  Sfml  autres  que  les  composantes  de 
l'aocéléiation  ).  D'une  manière  généiale,   les  dérivées  d'ordre  n 
se  distribueront  en  «  -f-  i  catégories  analogues  aux  précédentes. 

Cela  posé,  il  est  aisé  de  voir  que,  en  toute  livpoliièse,  les  va- 
riations brusques  qu'éprouvent  les  dérivées  d'ordre  n  lorsqu'on 
traverse  la  surface  S  ont  entre  elles  des  relations  qui  permettent 
de  les  exprimer  toutes  par  le  mojen  de  /?  -4-  i  vecteurs  seulement. 
Si,  pour  simplifier  l'écriture,  nous  nous  bornons  au  cas  de  n  =  2, 
un  premier  vecteur  (),,  [/.,  v)  fera  connaître  les  variations  brusques 
des  dérivées  appartenant  à  la  première  des  trois  catégories  distin- 
guées plus  liant,  et  cela  par  le  moyen  des  formules  que  l'on  dé- 
duira des  identités  (par  rapport  à  A,  B,  C) 


';»)-"(:,-'■(*)  ■"'•'^"■"■-'' 


M'.4,)-''(i) 


Ai -H  1)3 -C- 


M,£j-"(.,)-'^(j7)J^-^^^^-"?-'^v.' 


où  a,  ^,  y  sont  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  S  au  point 
considéré  ;  (M)  désignant,  pour  abréger,  la  variation  brusque 
éprouvée  par  la  quantité  (|uelconquc  M,  à  la  traversée  de  S. 

!-e   second    vecteur   /,,.  v.,.v,    léra   ((.iiriaitrc    l<'S  dérivées  delà 


sfcoiulc  cat(''j;onc,  par  les  formules  cJéiliiilcs  des  idciilitôs 

Enfin  le  Iroislrme  vecleur(A2,  [J-^,  Vj)  n'est  aiilre  que  la  varialion 
brusque  de  l'aceéléralion. 

2.  Il  semble,  au  premier  abord,  que  ces  relations  sont  les  seules 
qu'il  y  ait  lieu  d'écrire  :  elles  sont,  en  effet,  suffisantes  pour  que, 
à  l'instant  to,  il  existe  une  discontinuilé  de  la  nature  indiquée  en 
cbaque  point  S.  Mais  si  d'autres  relations  ne  sont  pas  vérifiées,  la 
nature  du  phénomène  sera  assez  profondément  modifiée  avant  et 
après  l'instant  tf,.  Si,  en  effet,  les  trois  vecteurs  précédents  ont  des 
composantes  arbitraires,  il  est  cinémaliquement  impossible  de 
concevoir  aucun  mouvement  dans  lequel,  aux  instants  <o  —  £ 
existe,  comme  à  l'instant  t^,  une  discontinuilé  du  second  ordre 
suivant  une  surface  unique  (voisine  de  S).  Il  faut  tout  au  moins 
supposer  (c'est  l'hypothèse  la  plus  simple)  cpie  la  surface  S  en- 
gendre deux  feuillets  (au  moins)  de  discontinuilé,  réunis  seule- 
ment à  l'instant  ^o  et  séparés,  avant  et  après,  par  toute  une  région 
intermédiaire  3  dans  laquelle  règne  un  troisième  mouvement,  en 
discontinuilé  du  second  ordre  avec  chacun  des  deux  premiers. 

Pour  que  les  mouvements  i  et  2  so\enl  cinémaliquement  com- 
patibles, c'est-à-dire  pour  que  la  surface  de  discontinuilé  puisse 
rester  unique,  il  faut  donc  des  conditions  nouvelles.  Ces  condi- 
tions s'énoncent  ainsi  : 

Les  trois  vecteurs  (a,  iji.,  v),  (a,,  [a,,  v,  ),  {'/..,,  y-u,  •/■>)  sont  de 
même  direction  et  en  progression  géométrique. 

La  raison  de  cette  progression  donne  duillcurs  la  \ilesse  de 
propagation. 

Pendant  la  durée  d'un  mouvcnicnl   détcruiiné  (pielcoiiquc.  on 
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doit  considérer  la  compatibilité  comme  le  cas  général;  on  pem 
alors  parler  de  la  direction  d'une  discontinuité  :  cette  direction 
est  (si  la  discontinuité  est  du  second  ordre)  la  direction  commune 
des  trois  vecteurs  (X,  ia,  v),  (X,,  u,,  v,  ),  (Xj,  Uj,  Vo). 

3.  Signalons  quelques  conséquences  des  principes  précédents. 
Puisqu'on   a    défini   la  direction  d'une  discontinuité,   on  peut 

considérer,  en  particulier,  des  discontinuités  purement  longitu- 
dinales, dans  lesquelles  la  direction  de  la  discontinuité  est,  en 
chaque  point,  perpendiculaire  à  celle  du  plan  tangent  à  la  sur- 
face S  ;  et  des  discontinuités  purement  transversales,  dans  les- 
quelles ces  deux  directions  sont  parallèles  entre  elles. 

Or  on  sait  que,  dans  la  théorie  des  vibrations,  on  est  obligé  de 
renoncer  à  la  définition  primitive  des  mouvements  longitudinaux 
et  transversaux  lorsqu'on  sort  du  cas  des  ondes  planes  ou  sphé- 
riques,  pour  en  adopter  une  autre  fondée  sur  la  densité  ou  la  ro- 
lalion  moléculaire.  Cette  nécessité  disparaît  lorsqu'on  se  place  au 
point  de  vue  d'Hugoniot,  complété  comme  nous  venons  de  l'indi- 
quer. Les  deux  définitions  n'en  font  d'ailleurs  plus  qu'une  :  en 
effet,  on  constate  que  les  variations  brusques  des  dérivées  de  la 
densité  dépendent  de  la  composante  normale  de  la  discontinuité, 
tandis  que  les  variations  du  tourbillon  et  de  ses  dérivées  dépendent 
lie  la  composante  tangenlielle. 

4.  A  celle  remarque  s'en  rattache  une  autre  d'un  certain  intérêt 
théorique. 

Les  discontinuités  dont  nous  venons  de  parler  s'introduisent 
nécessairement  dans  la  mise  en  équation  des  problèmes  d'Hjdro- 
djnamique  des  gaz  :  il  est  impossible,  en  effet,  sans  leur  concours, 
de  faire  cadrer  les  équations  du  mouvement  interne  avec  les  équa- 
tions aux  parois. 

On  peut  se  demander  si  la  présence  de  ces  discontinuités  ne 
compromettrait  pas  la  validité  des  propositions  bien  connues  rela- 
tives au  potentiel  des  vitesses  ou  aux  tourbillons.  Il  n'en  est  rien  : 
^'il  _y  a  compatibilité,  les  discontinuités  hydrodynamiques  sont 
toujours  normales  et  il  en  résulte,  ainsi  que  nous  venons  de  le 
dire,  qu'elles  n'influent  pas  sur  la  rotation  moléculaire  ('). 

^')  L.a  nécessité  du  raisunoeineiit  que  quus  »enons  d'i(nliqu(.r  apparaît  claiic- 
XXIX.  4- 
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H.  Supposons  maitilenant  qu'au  sein  d'un  fluide  on  cons.'idère 
deux  mouvements  conligus  avec  discontinuilé  el  non  compatible:! 
outre  eux.  Les  équations  précédemment  écrites  permettent  d'étii^ 
(lier  le  mouvement  ou  les  mouvements  intermédiaires  qui  pren- 
dront naissance. 

Prenons  d'abord  le  cas  d'un  liquide.  Alors,  en  vertu  du  n"  II, 
les  trois  vecteurs  caractéristiques  de  la  discontinuilé  (dont  deux 
seulement  seront  donnés,  puisque  l'accélération  se  calcule  par  li!^ 


équations  générales  de  l'Hjdrodjnamique)  seront  tangentiels.  Le 
premier  (le  vecteur  "k,  \t-,^)  influera  directement  sur  l'accéléra- 
tion :  il  produira,  s'il  n'est  pas  nul,  un  glissement  (au  sens  vid- 
gaire  du  mot)  des  deux  couches  liquides  l'une  sur  l'autre,  de  sorle 
que  des  lignes  tracées  à  la  fois  dans  les  deux  couches  et  à  l'in- 
stant <05  comme  l'indique  la  /Ig.  i,  auront  à  l'instant  tg-\-  s  l'as- 
pect représentéyîo'.  2. 

l'ig.  -i. 

/ 


Le  second  vecteur  (X,,  [A,,  V|)  n'influera  pas  sur  l'accéléraliou 
des  points  situés  sur  la  surface  de  discontinuité  :  il  produira  uu 
glissement  (au  sens  que  ce  mot  a  en  théorie  de  l'élasticité)  de 


menl  lorsqu'on  se  rapporte  à  un  cas  un  peu  difTérent,  lequel  pai'ail  d'ailleurs  très 
intéressant  et  sur  lequel  j'espère  avoir  l'occasion  de  revenir  :  je  veux  parler  des 
iquides  à  frottement.  On  sait  que,  pour  de  tels  liquides,  le  théorème  sur  le 
potentiel  des  vitesses  cesse  de  s'appliquer.  Cette  circonstance  est  uniquement 
due  aux  singularités  du  mouvement  :  tant  que,  dans  une  région  déterminée) 
celui-ci  reste  analytique,  le  théorème  dont  nous  parlons  conserve  sa  validilév 


cliaqiie  couche  sur  elle-même,  ces  glissements  étant  différents 
entre  eux  :  autrement  dit,  les  lignes  qui  avaient  à  l'instant  t„ 
l'aspect  de  la  /f^.  i  prendront,  à  l'instant  t^+e,  celui  qui  est  re- 
présenté y?^.  3.  C'est  ce  qui  se  produit,   par  exemple,  dans  les 


l-ig    3. 


TW 


mouvements  bien  connus  où  le  tourbillon  est  discontinu. 

Bien  entendu,  il  y  aura,  dans  cas  le  plus  général,  superposition 
des  deux  elTels. 

().  Si  maintenant  nous  passons  au  cas  d'un  gaz,  nous  pourrons 
commencer  par  considérer  l'Iiypotlièse  où  les  deux  vecteurs  carac- 
téristiques sont  normaux.  Si  leur  rapport  a  la  valeur  bien  connue 

zz  i/  .;  .  il  y  aura  compatibilité,  et  l'onde  se  propagera  suivant  la 

loi  classique.  On  observera  qu't/  n'y  a  aucune  ambiguïté  sur  le 
ssens  de  cette  propagation  [puisque  le  signe  du  radical  résulte  de 
la  connaissance  des  deux  vecteurs  (X,  a,  v)  et  (X,,  [ji,,  v,)]  :  ce 
qui  ne  ressortait  pas  des  développements  d'Hugoniot  ('). 

Si  le  rapport  -^  n'a  pas  la  valeur  dzl /  —  ,  la  discontinuité  se 

divisera  en  deux,   qui  se  propageront,  en  sens  inverse  l'une  de 

l'autre,  avec  la  même  \ itessel /-j- •    La   valeur  de   l'accélération 

dans  la  tranche  intermédiaire  qui  prendra  naissance  sera,  bien 
entendu,  différente  des  valeurs  que  prendra  cette  grandeur  dans 
les  deux  mouvements  donnés  :  on  saura  d'ailleurs  calculer  cette 
valeur  nouvelle. 

Supposons  enfin  que  la  disconlinuité  donnée  ait  des  compo- 
santes tangenlielles.  Il  y  aura  alors  superposition  du  phénomène 
que  nous  venons  d'indiquer  avec  celui  dont  nous  avons  parlé  dans 

<'  )  Voir  DCnEM>  ■f/ydrôdynaniiqué,  Élasticité,  Atotistique,  t.  I,  p.  igi. 


le  cas  des  liquides;  de  sorte  que  l'on  irouvera,  dans  le  cas  le  plu» 
général,  quatre  mouvements  séparés  par  trois  surfaces  de  discon- 
tinuité dont  deux  seront  mobiles  et  une  fixe. 


7.  La  méthode  d'Hugoniot  s'applique  aux  ondes  qui  peuvent  se 
produire  dans  les  solides  élastiques,  et  cela  non  seulement  dan» 
le  cas  des  déformations  infiniment  petites,  mais  aussi  dans  celui 
des  déformations  finies  tel  que  l'ont  traité  MM.  Boussinesq  et 
Brillouin.  Il  est  intéressant  de  comparer  les  conclusions  aux- 
quelles on  parvient  dans  les  deux  cas. 

Dans  rhjpothèse  des  déformations  finies  comme  dans  celle  des 
déformations  infiniment  petites,  à  une  direction  d'onde  déter- 
minée correspondent  trois  directions  de  discontinuité  clifTérentes 
que  cette  onde  est  susceptible  de  propager,  et  ces  trois  directions 
sont  rectangulaires  entre  elles  dans  le  milieu  déformé  :  ce  sont 
les  directions  d'axes  d'une  certaine  quadrique  E,  dont  l'équation 
dépend  de  la  direction  d'onde. 

Si  l'équilibre  interne  du  solide  (sous  l'influence  des  force» 
données  et  des  forces  d'inertie)  est  stable,  la  quadrique  E  sei-a 
toujours  un  ellipsoïde  réel,  ce  qui  est  nécessaire  pour  que  les 
vitesses  de  propagation  soient  réelles.  Le  calcul  qui  établit  cette 
proposition  fournit  une  interprétation  simple  de  l'ellipsoïde  E 
(autrement  dit,  de  l'ellipsoïde  de  polarisation  dans  le  cas  des  mou- 
vements infiniment  petits).  Le  premier  membre  de  son  équation 
n'est  autre  que  le  travail  interne  correspondant  à  une  certaine  dé- 
formation immédiatement  liée  à  une  direction  de  discontinuité 
arbitrairement  donnée. 

8.  Jusqu'ici,  les  résultats  sont  les  mêmes,  qu'il  s'agisse  de  dé- 
formations infiniment  petites  ou  finies.  Au  contraire,  la  proposi- 
tion d'après  laquelle,  dans  un  milieu  isotrope,  les  discontinuités 
correspondant  à  une  direction  d'onde  donnée  sont,  les  unes  exclu- 
sivement loni^iludinales,  les  autres  exclusivement  transversales, 
est  particulière  aux  déformations  infiniment  petites. 

Si,  en  effet,  on  cherche  les  conditions  pour  qu'un  axe  de  l'ellip- 
soïde E  soit  toujours  normal  à  l'onde,  on  constate  que  la  fonc- 
tion W  qui  représente  l'énergie  de  déformation  rapportée  à  l'unité 


de  masse,  doit  avoir  la  forme 

1=1  i 

(à  une  partie  linéaire  prùs),  où  s,,  s.,  £:,,  "'m  y^. -'a  désignent, 
comme  dans  le  travail  de  MM.  E.  et  Fr.  Cosserat  {Annales 
(le  la  FaciiUé  des  Sciences  de  Toulouse,  t.  X)  les  composantes 
de  la  déformation,  /,  k,  l  étant  une  permutation  des  indices  i,  2,  3  ; 
]),  la  densité.  F  est  une  fonction  arbitraire,  mais  les  a  et  les  b 
sor)t  des  constantes. 

Or  l'isolropie  du  solide  se  caractérise  par  ce  fait  que  W  est 
une  fonclion  de  D  et  des  quantités 

On  voit  que  cette  condition  n'entraîne  pas  la  précédente,  laquelle 
exige  que  W  soit  linéaire  par  rapport  à  A,  A-  et  B.  La  séparation 
des  mouvements  longitudinaux  et  transversaux  est  donc  excep- 
tionnelle lorsqu'on  sort  du  cas  des  déformalions  inliniment  petites. 

n.  Les  résultats  d'Hugoniot  ne  sont  ([ne  l'interprétation  méca- 
nique de  ceux  auxquels  conduit  la  théorie  des  caractéristiques 
|jourles  équations  aux  dérivées  partielles  à  plus  de  deux  variables 
indépendantes  (').  Toutefois,  pour  adapter  cette  théorie  à  la  Mé- 
canique, il  est  nécessaire  de  l'étendre  aux  systèmes  d'équations. 
Le  cas  d'un  système  de  trois  équations  à  trois  fonctions  inconnues, 
par  exemple,  est,  comme  on  sait,  essentiellement  distinct  en 
général  de  celui  d'une  seule  équation  à  une  seule  inconnue. 
L'étude  des  caractéristiques,  lesquelles  sont  définies  en  égalant  à 
zéro  un  certain  déterminant  A,  s'y  fait  toutefois  d'une  façon  ana- 
logue en  général  à  ce  qui  se  passe  pour  le  cas  d'une  seule  équa- 
tion ;  mais  cette  analogie  n'est  pas  absolue,  en  ce  sens  que  (si  1  on 
suppose,  pour  fixer  les  idées,  les  équations  du  second  ordre)  elle 
ne  commence  qu'au  calcul  des  dérivées  du  troisième  ordre. 

(')  Ce  fait,  dont  j'ai  développé  les  conséquences  au  Collège  de  Fiance  dans 
li;s  prpiilicrs  mois  de  Tannée  1900,  a  clé  constaté,  d'autre  part,  indépciulainnicnl 
par  M.  Couloii  (  Co»i/ilcs  rciiilus.  17  avril  iiiuo). 


Le  calcul  tles  clérl\ées  du  second  ordre  Impose  Lien  cerlaines 
conditions  reslrictives  aux  dérivées  premières,  mais  ces  condi- 
tions laissent  complètement  arbitraires  les  dérivées  de  deux  des 
fonctions  inconnues  et  ne  jouissent  nullement  (du  moins  si  l'on 
n'ell'ectue  pas  un  cliangement  d'inconnues  convenables)  des 
mêmes  propriétés  que  les  conditions  analogues  relatives  au  cas 
d'une  seule  équation  ou  aux  dérivées  d'ordre  supérieur.  Aussi  la 
tbéorie  des  ondes  de  choc  ne  présente-t-elle  pas  une  analogie 
complète  avec  celle  des  ondes  d'accélération  et  n'esi-elle  pas, 
comme  cette  dernière,  complètement  dépendante  de  la  théorie 
des  caractéristiques. 

Les  conclusions  dont  nous  venons  de  [larler  sont  celles  que  l'on 
obtient  dans  le  cas  général  où  les  caracléristi(|ues  annulent  le 
déterminant  A  sans  annuler  tous  les  mineurs.  Il  est  des  problèmes 
importants,  tels  que  celui  des  vibrations  transversales  des  corps 
isotropes,  dans  lesquels  les  caractéristiques,  tout  en  conservant 
le  même  degré  de  généralité  que  dans  le  cas  général,  annulent 
à  la  fois  A  et  tous  ses  mineurs.  Les  conclusions,  dans  ce  cas,  ne 
sont  d'ailleurs  pas  notablement  modifiées.  Mais  il  n'en  est  pas  de 
même  dans  l'hvpothèse  intermédiaire  où  certaines  caracléris- 
liques,  à  l'exclusion  des  autres,  annulent  tous  les  mineurs  de  A. 
Cette  hypothèse  est  réalisée  dans  le  phénomène  de  la  réfraction 
conique,  lequel  mériterait  d'être  étudié  à  ce  point  de  vue. 

10.  A  ces  restrictions  près,  la  ihéorie  pour  les  svslèmcs  de  n 
équations  à  n  inconnues  se  développe  d'une  manière  atialogue 
à  celle  qui  est  relative  au  cas  de  «  =  i.  On  a,  en  particulier, 
à  considérer  des  lignes  correspondant  à  celles  que  Beudon  a  dé- 
couvertes (')  et  qu'on  peut  appeler  les  bicnracléristiques,  ou 
encore  les  rayons.  Celte  dernière  dénomination  aurait  l'avantage 
de  rappeler  l'une  des  propriétés  les  plus  importantes  de  ces 
lignes,  au  point  de  vue  du  physicien.  Si,  en  elTet,  les  caractéris- 
tiques correspondent  aux  ondes  sonores  ou  lumineuses,  les  bi- 
caractérisliques  correspondent  aux  rayons  sonores  ou  lumi- 
neux. On  peut,  dans  une  certaine   mesure,   prévoir  l'iniporlance 


(')  Co  liullctiii,  loiiic  \\V,  pages  loS  et  suiv.;  iSy;. 


(lu  rôle  |)livsii|tie  ilévolu  au\  lignes  en  (jneslion  p;ir  la  pronosilion 
suivante  : 

Un  ébranlement  étant,  à  l'instant  /„,  limité  à  une  certaine 
région  de  l'espace,  soit  P  an  point  extérieur  à  celle  région,  et 
qui  est  atteint  par  l'onde  à  l'instant  <„ -f- T.  Le  moui^ement 
produit,  à  cet  instant,  au  point  P,  ne  dépend  c/ue  du  mouve- 
ment qu'avait,  ci  l'instant  /„,  le  point  de  la  surf  ace  d'onde  pri- 
mitive situé  sur  la  même  bicaractéristique  que  P. 

11.  Beiidon  (')  a  également  ilémonlré  la  proposilion  suivanle, 
généralisation  d'un  théorème  de  M.  Goursal  : 

Etant  donnée  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  second 
ordre  analytique  aux  variables  indépendantes  .r,,  /(,,..  .,  x,,, 
telle  que  x„_o  et  x„_,  =  o  soient  des  caractéristiques  (ou  même 
simplement  soient  tangentes  à  des  caractéristiques  en  un  de  leurs 
j)oints  communs),  il  existe  une  solution  holomorphe  qui  prend 
des  valeurs  dontiées  (lesm.ie\[es  sont  supposées  fonctions  liolo- 
morplies  des  variables  dont  elles  dépendent)  sur  chacune  de  ces 
multiplicités  x„  =  o,  x„_,  =  o. 

Cette  proposilion  a  également  son  importance  an  point  de  vue 
de  l'étude  des  ondes. 

Nous  avons  vu,  en  elTet,  que,  lorsque  deux  mouvements  conligus 
avec  discontinuité  (celle-ci  étant  supposée  normale  pour  fixer  les 
idées)  ne  sont  pas  compatibles,  il  nait  entre  eux  un  mouvement 
intermédiaire  dont  on  peut  aisément  indiquer  l'accélération  ini- 
tiale. Or,  si  l'on  veut  les  équations  complètes  de  ce  mouvement 
intermédiaire,  cl  qu'il  y  ait  potentiel  des  vitesses  (de  manière 
qu'on  n'ait  qu'une  seule  équation  à  considérer),  on  est  ramené 
précisément  au  problème  qui  fait  l'objet  de  la  proposition  rap- 
pelée tout  à  l'heure. 

La  proposition  analogue  dans  le  cas  des  systèmes  s'énonce  ainsi  ; 

B  Si  un  système  de  trois  équations  du  second  ordre  définissant 

■  les  inconnues  u,  i',  w  en  fonction  des  variables  indépendantes 


(<)   r.nr    ,//..,,: 


j-, ,  .r^,  .  .  . ,  x„  ne  contient  pas  • — r  et  est  résoluble  par  rapport 

,   d-U      fi-V  r)-  IV  -j         ■   .      /  I  I-.-  I         ■        I        ■,  ■ 

a  - — ,  _— -,  , ; ,  il  existe  (sous  les  conditions  de  rei;utartte 

Oxf,     Oj-f,    Or,,  ''■'',1-1 
,  .         ,,  ,       .  ,,  du       dv 

iKihituelles)  une  solution  telle  que  u,  v- — > -r — >   w  prennent 

des  valeurs  données  pour  x„  ^  o  et  que,  en  outre,  w  prenne  des 
■valeurs  également  données  pour  x„_t  ^  o. 

Autrement  dit  : 

Un  système  de  trois  équations  du  second  ordre  à  trois  fonc- 
tions inconnues  étant  donné,  ainsi  que  deux  multiplicités, 
l'une  caractéristicpie ,  l'autre  quelconque  ('),  sécantes  entre 
elles,  on  peut  opérer  un  changement  de  fonctions  inconnues 
tel  que  la  solution  soit  déterminée  par  les  valeurs  de  deux  des 
nouvelles  inconnues  et  de  leurs  dérivées  premières  sur  la  mul- 
tiplicité caractéristique,  jointes  aux  valeurs  de  la  troisième 
inconnue  sur  la  seconde  multiplicité [loules  ces  données  étant 
supposées  analytiques  et  régulières). 

Cette  proposition  démontre,  en  particulier,  l'existence  de  la 
solution  pour  le  problème  suivant  : 

Trouver  le  mouvement  produit,  dans  une  masse  gazeuse 
animée  initialement  d'un  mouvement  analytique  donné,  par 
un  mouvement  analytique  donné  des  parois. 

Par  contre,  il  ne  faudrait  pas  croire  que  la  question  se  présente 
aussi  simplement  pour  le  mouvement  intermédiaire  entre  deux 
mouvements  non  compatibles  donnés,  dans  le  cas  où  il  n'existe 
pas  de  potentiel  des  vitesses.  Dans  ce  cas,  pour  qu'il  n  y  ait 
qu'un  mouvement  intermédiaire  (en  Hydrodynamique,  pour  qu'il 
ne  se  produise  pas  de  glissements  analogues  à  ceux  dont  nous 
avons  parlé  au  n"  o),  il  faut  une  série  de  conditions  nouvelles 
introduites  par  les  éléments  infinitésimaux  d'ordre  supérieur. 

(')  La  restriction  d'après  laquelle  la  seconde  multiplicité  devrait  être  caracté- 
ristique est  inutile,  ainsi  qu'il  est  connu  dans  le  cas  de  n  =  2. 


—  Cl  — 


MÉMOIRES. 


SUR  LES  SDRFACES  DE  TRANSLATION  ET  LES  FONCTIONS  ABÉLIENNES; 
Par  M.  II.  PoocARÉ. 

M.  Lie,  dans  une  série  de  Noies  (Arc/iiv  for  A/iitcmalik  os 
Naliirvidenshab,  vol.  7;  Comptes  rendus;  1892;  Beridue  der 
K.  Sàchsischcn  Gesellscliaft  der  JJissensc/uiflen;  189G),  a 
monlré  qu'une  surface  (ou  une  variélc  de  l'espace  à  plus  de  Irois 
dimensions)  ne  peut  être  doublement  de  translation  que  si  elle 
est  engendrée  d'une  certaine  manière  par  un  système  de  fondions 
abéliennes  ou  par  leurs  dégénérescences. 

La  démonstration  de  Lie  repose  sur  la  considération  de  cer- 
taines équations  aux  dérivées  partielles. 

Dans  un  Mémoire  publié  au  Journal  de  Liouville  (189;")),  j'ai 
été  conduit  moi-même  à  aborder  le  même  problème  par  une  voie 
toute  différente. 

Depuis,  en  réflécliissant  à  cette  question,  j'ai  trouvé  un  troi- 
sième cliemin  qui  peut  conduire  au  but;  le  tbéorènie  fondamental 
se  trouve  démontré  d'une  façon  pour  ainsi  dire  intuitive  et  sans 
qu'on  ail  à  faire  intervenir  des  équations  aux  dérivées  partielles 
de  Lie. 

Mallieureusement,' la  démonstration  de  ce  théorème  n'est  pas 
tout  et  elle  devrait  être  suivie  d'une  longue  discussion  à  cause  du 
1res  grand  nombre  de  cas  particuliers  que  l'on  est  forcé  de  dis- 
tinguer. Je  ne  les  ai  pas  tous  traités;  je  me  suis  borné  à  parier  de 
ceux  sur  lesquels  j'avais  à  dire  quelque  chose  de  nouveau.  Pour 
les  autres,  qui  sont  d'ailleurs  1res  particidiers,  je  n'aurais  pu  que 
renvoyer  aux  travaux  de  Lie. 

I.  —  Théorème  ko.\d.\ment.vl. 

Supposons    qu'une    surface    soit    doublement  de    translation. 
Comme  elle  est  de    translation,   ses  é(|ualiuns  poiirronl  se  mettre 
XXIX.  •"' 
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sous  ia  forme 

1  ar  =/,(;,) -+-/>!('2), 

1    -    ='l'l('l)  +  '!'-2(<-2), 

où  t,  et  ti  sont  deux  variables  indépendantes;  et  comme  elle  est 
doublement  de  translation,  cela  pourra  se  faire  de  deux  manières, 
de  sorte  qu'on  aura,  outre  les  équations  (i),  les  équations 

(i  his)  Ij  =  f3it3)-^<fi{h). 

(    Z    =-)^3(<3)H-'}'*(^), 

^3  et  tf,  étant  deux  autres  variables. 
Posons , 

/i(/i)=«i.      Mti)  =  iti,      fiih)  =  —  Us,      y*('0=— «4. 

<Pl(<l)  =  ''l,  <f2('2)  =  «'2,  <fd{f:i)  =  '-  ^3,  t?»('4)  =—  "4. 

4'i('i)  =  "'i'  4'2('2)=  <»'2,  'l'aCa)  =  —  "'s,  4'»('4)  =— «'4- 

En  rapprochant  les  équations  (i)  et  (i  bis),  nous  aurons 


(2) 


Ces  relations  doivent  avoir  lieu  quelles  que  soient  les  va- 
riables /(  et  /o,  les  deux  autres  variables  t^  et  /•,  étant  précisément 
définies  en  fonctions  de  t,  et  de  t-,  par  ces  relations  (2). 

Considérons  les  trois  dérivées  y",  (i|  ),  &',  (t,),  ij/',  (/()  des  trois 
fonctions  /,,  es,  et  A,  et  regardons-les  comme  les  coordonnées 
homogènes  dun  point  M|  dans  un  plan. 

Définissons  de  même  le  point  M,  dont  les  coordonnées  homo- 
gènes seront 

/:</,),  ?;('/),  v.C')    ((■=1,2,3,4). 

Nous  aurons  ainsi  c|ualrc  points  j\l,,  Mo,  M3,  M.,.  Chacun  de 
ces  points  décrira  une  courbe  plane.  ,)'a|)pcllcrai  C,-  la  courbe 
décrite  par  le  point  M,. 

Nous  pouvons  dire  égalerneiU  rpie  les  coordonnées  homogènes 
de  M; sont 

(hii  =  /;  (  /,  )  (II, ,      ch-,  =  ç;  (  /,■  )  (II,,      ,iui  =  t}-;  (  ij  )  di,      (  /  =  1,9), 
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dui=—f'i{ti)dti,     di'i  =  —  o'i(ti)dti,    dwi  =  —  ^]{ti)dti         (j=3,4). 

Faisons  d'abord  varier  /,  en  laissant  t^  constant,  de  telle  sorte 
que 

dti  =  diu  =  rfi'2  =  dw,  =  o  ; 

la  différent ialion  des  équations  (2)  nous  donnera 

(  dui  -+-  (/«s  ^  du'^  =  o, 

(  3  )  .   dvx  -r-  dv3  -+-  rfi\  =  o, 

f   rfii'i  —  dw^-T-  du\  =  o. 

Faisons  ensuite  varier  t.,  en  laissante,  constant,  de  telle  sorte 
que 

dt,  =  du,  =  dv,  =  rfiri  =  «; 

la  difTérenliation  des  équations  (2)  nous  donnera 

1    du^  -+-  du3  ^  du„  =  o, 

(3  bis)  !   dv,  —  dv3  -+-  dv-^  =  o, 

(  div,  -T-  dwi-^  diVi  =  o. 

Les  équations  (3)  signifient  que  les  trois  points  M,,  IM3,  M; 
sont  en  ligne  droite  et  les  équations  (3  bis)  (|ue  les  trois  points  Mj, 
M3,  M^  sont  en  ligne  droite.  Les  quatre  jioinls  M,,  AJ^,  Mg,  M, 
sont  donc  en  ligne  droite. 

La  droite  M,  M,  M3M1  est  une  ligne  droite  c|uelconque  du  plan  ; 
en  eflet,  les  variables  t,  et  tj  étant  indépendantes,  le  point  I\L  est 
un  point  quelconque  de  C,  et  le  point  M»  un  point  quelconque 
de  Cj.  Enjoignant  un  point  quelconque  de  (]|  et  un  point  quel- 
conque de  Co,  on  obtient  évidemment  une  droite  quelconque  du 
plan. 

Supposons  que  nous  fassions  varier  cette  droite  d'une  manière 
continue;  les  quatre  points  M,,  Mo,  iNI^,  M<  varieront  également 
dune  manière  continue.  Supposons  maintenant  cpi'au  bout  d'un 
certain  temps  celle  droite  mobile  soit  revenue  à  sa  position  ini- 
tiale; on  peut  se  demander  si  les  quatre  points  M,-  reviendront 
également  à  leur  position  initiale. 

Ce  que  je  me  propose  de  démontrer,  c'est  fpie,  (piand  la  droite 
mobile  revient  à  sa  position  iniliale,  l'ensemble  des  (|iiatre  points 
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n'a  pas  cliangé;  ces  points  ont  pu  seulement  s'échanger  entre 
eux. 

J'en  déduirai  que  l'ensemble  des  courbes  C|,  Co,  C3,  Ci  forme 
une  courbe  plane  algébrique  du  quatrième  ordre.  Dans  certains 
cas  particuliers,  cette  courbe  peut  se  décomposer,  de  telle  façon 
que  plusieurs  des  courbes  Cj  peuvent  être  distinctes.  Mais,  en 
général,  la  courbe  du  quatrième  degré  est  indécomposable,  de 
sorte  que  les  quatre  courbes  sont  le  prolongement  analytique  l'une 
de  l'autre. 

Pour  établir  ces  difTérenls  points,  j'envisage  d'abord  une  tan- 
gente T  à  la  courbe  C,.  Je  suppose  qu'il  s'agisse  d'une  tangente 
ordinaire  et  non  d'une  tangente  d'inflexion.  Je  suppose  que  la 
droite  M, MoMjM.,  que  j'appelle  D  soit  d'abord  très  voisine  de  T, 
qu'on  la  fasse  varier  d'une  manière  continue  de  façon  qu'elle  reste 
toujours  très  peu  différente  de  T  et  qu'elle  revienne  finalement  à 
sa  position  initiale  après  cn'oir  tourné  autour  de  T. 

Dans  ces  conditions,  le  point  M|  est  d'abord  très  voisin  du 
point  de  contact  de  T  et  de  C| ,  il  re^te  ensuite  très  voisin  de  ce 
point  de  contact;  mais,  quand  la  droite  D  revient  à  sa  position 
initiale,  le  point  M,  ne  revient  pas  à  sa  position  initiale;  il  s'est 
échangé  avec  un  autre  point  d'intersection  M',  de  la  droite  D  et 
de  la  courbe  C| . 

Soient  de  même  M„,  M'., ,  ^\\  ce  que  deviennent  les  points  d'in- 
tersection de  D  avec  Cn,  C3  et  C4  quand  la  droite  D,  après  avoir 
tourné  autour  de  T,  revient  à  sa  position  initiale.  Ces  points  M'^, 
M.,,  M',  peuvent  différer  des  positions  initiales  Mo,  M3,  Mji  de  ces 
points  d'intersection  ou  se  confondre  avec  elles. 

Soient  f<j-,  r'^,  w-  les  valeurs  de  ±/i(ti),  rha,(<,),  ±'i/(/() 
correspondant  au  point  M',  (on  prend  le  signe  +  pour  «  =  1,2, 
et  le  signe  —  pour  /=  3,  4);  on  ^  alors  les  relations 

/  h'i  -f-  ii'^  ■+-  a'j  ■+-  u\  =  o, 

(2  bis)  }  v\  -+■  i>j  -\-  f  3  ■+-  v\  =  o. 

(  H'',  -^  ii'j  -+-  w'^  -+-  (Vj  =  o. 

Le  point  JM',  diflerant  du  point  M,,  on  ne  saurait  avoir 

"'1  =   "ir  >'l  =  l'i,  "'1  =  "l- 
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On  aura  donc,  par  exemple, 

u\  >  M,. 

Dans  ces  conciliions,  on  ne  saurait  avoir  à  la  fois 

II2  =  "',  ,  11:^  —  (t'j,  Ui  =  ll\, 

sans  quoi  il  y  aurait  incompatibilité  entre  la  première  relation  (2) 
et  la  première  relation  (2  bis).  Il  faut  donc  que  l'un  au  moins 
des  points  M',,  M,,  M',  diflere  du  point  correspondant  Mo,  M3 
ou  M.i. 

Il  faut  donc  que,  par  exemple,  le  point  Mo  se  soit  échangé  avec 
un  autre  point  d'intersection  M',  de  la  courbe  Co  et  de  la  droite  D 
quand  cette  droite  D  a  tourné  autour  de'T. 

11  est  clair  qu'il  n'en  serait  pas  ainsi  si  la  droite  T  coupait  la 
courbe  Co  en  un  point  ordinaire  (très  voisin  de  M.,)  et  sans  le 
toucher. 

D'où  cette  conclusion  :  la  droite  T  doit  être  tangente  à  l'une 
des  courbes  Co,  C3,  C^  ou  passer  par  l'un  des  points  singuliers  de 
ces  courbes. 

Ce  raisonnement  s'applique  à  toutes  les  tangentes  de  la 
courbe  C,  ;  or,  il  est  clair  que  toutes  ces  tangentes  ne  peuvent 
pas  passer  par  un  des  points  singuliers  de  Co,  C^  ou  C,  ou  toucher 
en  deux  points  différents,  outre  la  courbe  C,,  une  autre  des 
courbes  Co,  C3  et  C,. 

Si  une  tangente  T  de  C)  passe  par  un  point  singulier  de  Co,  C3 
ou  C^,  il  est  clair  que  la  tangente  infiniment  voisine  ne  passera 
pas  par  ce  point.  Si  une  droite  T  touche  C,  et  Co  en  deux  points  P, 
et  Po  différents,  il  est  clair  que  la  tangente  de  C,  dont  le  point 
de  contact  est  infiniment  voisin  de  P,  ne  touchera  pas  (]o. 

Il  faut  donc  que  le  point  de  contact  d'une  tangente  quelconque  T 
de  C,  se  confonde  avec  le  point  de  contact  de  celte  même  tan- 
gente avec  une  autre  de  trois  courbes  Co,  Cj  et  Cj;  il  faut  donc 
que  deux  au  moins  des  quatre  courbes,  C,  et  Cj  par  exemple, 
se  confondent  ou  plutùt  soient  le  prolongement  analytique  l'une 
de  l'autre. 

Que  se  passera-t-il  alors  si  la  droite  D  tourne  autour  de  la  tan- 
gente T  qui  louche  les  deux  courbes  C,  et  Co  (qui  se  prolongent 
analyliqucmcnt  Tune  l'autre)  en  un  certain  point  P?Dans  la  posi- 


lion  initiale,  les  deux  points  M,  el  Mo  seront  très  voisins  l'un  do 
l'autre  cl  très  voisins  du  point  P.  Quand  la  droite  D  aura  décrit 
lin  tour  complet,  les  deux  y)oinls  d'intersection  M|  el  Mj  se  seront 
échangés,  les  points  M^  cl  i\l,  étant  d'ailleurs  revenus  à  leurs  po- 
sitions initiales. 

h^ensembfe  des  quatre  points  !M,,  Mo,  M.i,  M.,  n'aura  pas 
varié. 

Ce  raisonnement,  loulefois,  demande  à  être  complété.  Car 
l'échange  entre  plusieurs  points  d'intersection  de  la  droite  D  el 
de  la  courbe  C|  pourrait  se  faire  aussi  quand  la  droite  D,  au  lieu 
de  tourner  autour  d'une  tangente  ordinaire  de  la  courbe  C|,  tour- 
nerait autour  d'une  tangente  singulière,  par  exemple  d'une  tan- 
gente d'inflexion,  ou  autour  d'une  droite  passant  par  un  |)oint 
singulier  de  C|. 

Pour  ne  pas  avoir  à  répéter  notre  raisonnement  pour  chacun 
de  ces  cas,  j'emploierai  l'artifice  suivant.  J'envisage  une  position 
particulière  Dq  de  la  droite  D  et  les  positions  correspondantes  M", 
M^,  M!;,  m;  des  quatre  points  M,,  M,,  M3,  M,. 

Supposons  que  la  droile  Do  vienne  couper  la  courbe  C|  en  un 
point  M',  autre  que  le  point  MJ.  Soient  P,  et  Q,  deux  points  de  la 
courbe  C(  très  voisins  de  M"  ;  nous  pouvons  toujours  supposer 
que  la  tangente  en  Q,  est  une  tangente  ordinaire.  Soit  T  cette 
tangente  en  Q,  ;  les  points  P|  et  M"  appartenant  tous  deux  à  la 
courbe  C|  et  étant  très  voisins  de  Qj,  la  droite  M','P,  dillerera 
très  peu  de  T. 

Considérons  maintenant  une  suite  continue  de  points  M',  tous 
situés  sur  la  courbe  Cf  et  allant  de  M',  jusqu'en  P,;  soit  S  cette 
suite.  Faisons  maintenant  varier  la  droile  D  de  la  manière  sui- 
vante :  nous  joindrons  successivement  le  point  M"  à  lous  les 
points  M",  de  la  suite  S  depuis  le  point  M',  jusqu'au  point  P,,  de 
telle  façon  que  la  droite  D  se  confonde  à  l'origine  avec  M"M', 
et  à  la  fin  avec  M','P,. 

La  droile  D  étant  ainsi  devenue  très  voisine  de  T,  je  pourrai  la 
faire  tourner  autour  de  T,  sans  qu'elle  cesse  jamais  d'être  très 
voisine  de  cette  tangente.  Après  un  tour  complet,  elle  se  confon- 
dra de  nouveau  avec  M"P,. 

Je  joindrai  ensuite  le  point  IM,  à  lous  les  points  M]  delà  suite  S 
depuis  le  point  P,  jusqu'au  point  M',  de  telle  façon  que  la  droile  D, 
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repassant  |)ar  les  mêmes  positions  dans  l'ordre  inverse,  se  con- 
fonde à  l'origine  avec  M"P,  pour  revenir  linalemenl  à  sa  position 
primitive  Al"  M', . 

La  droite  D  a  ainsi  décrit  un  véritable  lacet,  qui  se  divise  en 
trois  parties;  comment,  dans  ces  trois  parties,  se  sont  comportés 
les  points  d'intersection?  Dans  la  première  partie,  la  droite  Da 
occupé  successivement  les  positions  M',M',,  M"M'|,  M"P|;  l'un 
des  points  d'intersection  M"  est  resté  fixe;  un  antre  est  parti 
de  M',  pour  aboutir  en  P,  en  parcourant  d'une  façon  continue 
loiile  la  suite  S. 

Dans  la  deuxième  partie,  la  droite  1)  tourne  autour  de  T  et, 
comme  T  est  une  tangente  ordinaire  et  que  M"  et  l'i  sont  très 
voisins  du  point  de  contact,  les  deux  points  d'intersection  M^ 
et  P|  s'échangent. 

Dans  la  troisième  partie,  la  droite  D  repasse,  dans  Tordre  in- 
verse, jiar  les  mêmes  positions  cpic  dans  la  |3remière  partie;  le 
point  qui  coïncidait  avec  M"  pendant  loule  la  première  partie 
coïncidera  avec  P,  à  la  fin  de  la  deuxième  partie  et,  pendant  la 
troisième  partie,  variera  d'une  façon  continue  de  P)  à  M',  en  par- 
courant toute  la  suite  S.  Le  point  qui  coïncidait  avec  M',  au  début 
de  la  première  partie  et  avec  P|  à  la  fin  de  la  première  partie  se 
trouvera  en  M"  à  la  fin  de  la  deuxième  partie  et  restera  fixe  en  MJ 
pendant  toute  la  troisième  partie. 

Finalement,  les  deux  points  M"  et  iM',  se  seront  échangés. 

Vovons  ce  que  deviennent  les  cjuatre  points  M,,  M.>,  M3,  i\L 
quand  on  fait  varier  ainsi  la  droite  D.  Le  point  M,  est  celui  des 
points  d'intersection  de  D  et  de  C,  qui  se  confondait  primitive- 
ment avec  MJ.  Il  se  confondra  donc  avec  M"  pendant  toute  la 
première  partie  du  lacet,  s'échangera  avec  P,  pendant  la  deuxième 
partie  et  variera  de  P,  à  M',  pendant  la  troisième  partie. 

D'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  quand  D  lournera  autour 
de  T,  M,  doit  s'échanger  avec  l'un  des  trois  points  JMj,  M3,  M ,;  si, 
par  exemple,  il  s'échange  avec  INL,  les  points  M;,  et  M,  reviennent 
à  leur  position  primitive,  et  la  courbe  Co  est  le  prolongement  ana- 
lytique delà  courbe  (>,. 

Dans  la  deuxième  partie  du  lacel,  les  deux  points  d'intersection 
W,  et  P,  s'échangent;  or.  M,  coïncide  avec  M^  au  début  de  la 
deusième    partie   cl    avec   !',    à   la    (in.   Connue  il  doit  s'éi-hangcr 
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avec  Mo,  c'est  (|iic  Mo  coïncide  avec  l'i  an  dcljiil  de  la  deuxième 
partie  et   avec  M"  à  la  fin. 

Comment  maintenant  se  comporte  INL  dans  la  première  et  la 
deuxième  parties  du  lacet  ?  Mo  est  l'intersection  de  D  avec  la 
courbe  Co  qui  est  identique  à  la  courbe  C,  ;  il  est  clair  que  si  nous 
faisons  parcourir  à  D  en  sens  inverse  la  première  partie  du  lacet, 
de  façon  à  ramener  le  droite  D  dans  sa  position  initiale  Do,  le 
point  Mo,  qui  coïncide  avec  P,  quand  la  droite  D  (à  la  fin  de  la 
première  partie  du  lacet)  est  en  ]M"P(,  parcourra  en  sens  inverse 
la  suite  S,  de  sorte  qu'il  se  trouvera  en  M',  quand  la  droite  D  sera 
en  Dfl. 

Ainsi,  le  point  M"  (c'est-à-dire  la  position  que  prend  Mo 
quand  D  est  en  Dq)  n'est  autre  chose  que  M,. 

Si  donc  la  droite  D,,  coupe  la  courbe  C,  en  un  autre  point 
que  M",  cet  autre  point  ne  peut  être  que  l'un  des  points 

M»,     MJ.     M». 

Ainsi,  la  droite  D,,  (qui  est  une  droite  quelconque)  ne  peut 
avoir  avec  l'ensemble  des  courbes  C|,  Co,  C3,  C,  d'autres  points 
d'intersection  que  les  quatre  points  MJ,  M^,  M^,  MJ. 

Donc  l'ensemble  de  ces  quatre  courbes  forme  une  courbe  algé- 
brique du  quatrième  degré.  c.   q.   f.   d. 

De  là,  il  est  aisé  de  déduire  le  théorème  de  Lie  que  les  seides 
surfaces  qui  soient  doublement  de  translation  sont  les  surfaces 

8(^,r>")  =  o 
(où  f)  est  la  fonction  0  ordinaire  à  trois  variables)  et  leurs  dégé- 
nérescences. 

II.  —  Extension  des  uésultats  précédents. 

Le  raisonnement  s'étend  presque  sans  changement  au  cas  d'un 
plus  grand  nombre  de  variables. 

Soient  X,,  x^,  ...,  Xp  les  coordonnées  d'un  point  dans  l'espace 
à  p  dimensions  et  supposons  que  l'on  ait  dans  cet  espace  une 
variété  V  a  p  —  1  dimensions  qui  soit  doublement  de  translation. 

Les  équations  de  la  variété  V  pourront  se  mettre  sous  la  forme 

(0       3-,=/y.,('l)+/7.2(<2)-*-.---4-/7.p-l('/.-l)  (</  =  1,2.   ...,/)! 

l^,  /o ,  /,,_,   ('•Unit  p  —  1  variables  indépendantes. 


t 
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La  variété  V  étant  deux  fois  de  translation,  ses  équations  pour- 
ront se  mettre  de  deux  manières  sous  la  forme  (i),  de  sorte  que 
nous  aurons,  outre  les  relations  (i),  les  relations 

{ibù)       a;,,  =  /^.p(?,,)-h/,.,,  +  ,(«p+0+----+-/7.t-,;-2('2p-2)  (y  =1,2,  -..,/>). 

où  tp,  tp^i,  ï/i+o,  ■■■,fyp--2  représentent  p  —  i  nouvelles  va- 
riables. 

Si  nous  posons 

fq.iiti)  =-   Itq.i  {q  =  1,1,    ...,p;    £=/>,/>-+-  I,    ...,  2/>—  2), 

des  relations  (i)  et  (i  bù)  nous  déduirons  les  suivantes  : 

(?,)  "7.1-+-  "7.2-f--  •  •+  "7.2P-3-+-  «./.2/<-2=   O  (q   =  1,0-,    ..  ..p), 

OÙ   les  p  —  I    variables   i,,   /o,   ...,  tp_,    doivent  èlrc  regardées 
comme  indépendantes,  tandis  que  les/) — 1  variables  <y,, /j,^,,  ..., 
t-ip^n  sont  des  fonctions  des  p  —  1  premières. 
Considérons  maintenant 

f\.dti),  AA'i),    ••-,  f'pAfi) 

ou,  si  l'on  préfère, 

du\.i,    ditii,     ....     du  pi, 

comme  les  coordonnées  homogènes  d'un  point  M,  dans  l'espace 
À  p  —  I  dimensions,  et  appelons  C,-  la  courbe  gauche  de  l'espace 
A  p  —  I  dimensions  qui  est  décrite  par  le  point  M,. 

Supposons  que  l'on  fasse  varier  t^,  les  variables  ^o,  '.i,  ■••,  ^ p~i 
demeurant  constantes  de  telle  sorte  que  l'on  ait 

dti=  du^  i=  o        (t  =  2,  3, ...,/)  —  i;<7  =  i, 2, ...,/)). 

La  différentiation  des  relations  (2)  nous  donnera  alors 

(■))  du,,,i-^  diiq.p-i-  duj,p+i^  du,pp+.2-^.  .  .+  du,,,^p-i  =  o, 

et  l'on  trouverait  de  même 

(  3  bis)     \  '^"l'-  "*"  '^"'/•z'  -^  «"'«'/.p+i  -^  -*-  «'"yî/'-î  =  ° 

(  ((7  =  I,  2,  ...,/>;  /i  =  I,  2,  ...,/>  —  i). 
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Ces  rclalioiis  signilicnl  (|uc  les  ip  —  ■>.  poiiils 

M,,       M2,        ...,       iM2/,-2 

sont  dans  une  même  variélé  plane  P  à  p  —  2  dimensions.  Je  dirai, 
pour  abréger,  dans  un  même  plan  1*. 

Vo^'ons  maintenant  comment  pourraient  s'échanger  enire  eux 
les  différents  points  d'intersection  de  la  courbe  C,  et  du  plan  P. 

SoientT  un  plan  langent  à  C)  et  M"  le  point  de  conlacl;  je  sup- 
poserai que  ce  plan  langenl  soit  un  plan  langent  ordinaire  ren- 
contrant la  courbe  en  deux  points  confondus  ;  je  supposerai,  de 
plus,  que  ce  plan  ne  touclie  ni  la  courbe  C|,  ni  aucune  des  autres 
courbes  C/ en  un  autre  point  que  M";  ce  n'est  donc  ni  un  pian 
tangent  commun  à  deux  courbes  C,-,  ni  un  plan  louchant  double 
à  C| .  Je  supposerai  que  ce  n'est  pas  non  plus  un  plan  langenl  à  la 
fois  en  M"  à  deux  branches  de  courbe  C|  el  C,-  langenles  l'une  à 
l'autre.  Il  esl  clair, en  effel,  que  les  plans  tangents  à  C,  satisfont 
en  général  k  toutes  ces  conditions. 

Supposons  ensuite  que  le  plan  P,  d'abord  très  peu  différent 
de  T,  fasse  un  lour  complet  autour  de  T.  Le  plan  P,  dans  sa  posi- 
tion primitive,  coupe  C,  en  deux  points  î\l,  cl  M',  très  voisins 
de  Mo.  Quand  P  a  tourné  autour  de  T,  ces  deux  points  M,  el  M', 
s'échangent;  les  autres  points  d'intersection  de  P  avec  les  courbes  C, 
reviennent  à  leurs  positions  primitives. 

Quand  P  tourne  autour  de  1',  le  point  INI,  change;  par  consé- 
quent, pour  que  les  relations  (2)  subsistent,  il  faut  que  l'un  au 
moins  des  autres  points  M,-,  le  point  M,,  change  également. 

Or  cela  ne  peut  arriver  que  d'une  seule  manière,  puisque, 
d'après  nos  hypothèses,  le  plan  T  n'est  pas  tangent  à  la  fois  à 
deux  branches  de  courbe  différentes;  cela  ne  peut  arriver  que  si 
les  deux  courbes  C,  et  Co  sont  le  prolongement  analytique  l'une 
de  l'autre. 

Dans  ce  cas,  M',  n'est  autre  chose  que  M.i,  de  sorte  rpie  les  deux 
points  M,  et  Mj  s'échangent  simplement. 

Reprenons  maintenant  le  raisonnement  dans  toute  sa  généra- 
lité. 

Soil  Pq  une  position  particulière  du  plan  P  et  M°  la  position 
correspondante  du  point  M,-. 

Je  suppose  que  P„  coupe  ("-,   en  un  point  M',   différent  de  M". 
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Soicnl  0|  cl  R|  deux  points  de  C,  liés  voisins  d('  M";  nous  noii- 
vons  toujours  supposer  que  le  plan  langent  T  en  Q,  est  un  p/a/i 
tangent  ordinaire.  J'entends  par  là:  i"  cpie  ce  plan  langenl 
rencontre  la  courbe  en  deux  points  conCondus  sculeuienl; 
2"  qu'il  n'est  pas  langent  à  la  fois  à  deux  brandies  de  courbe  C/ 
dilTérentes  (soit  en  toucliant  la  courbe  C,  en  deux  i>oinls  (MIFé- 
rents,  ou  en  touchant  la  courbe  C|  et  une  courbe  (^,  en  deux  points 
dillérenls;  soit  en  touchant  en  Qi  deux  brandies  de  courbe  C| 
et  C;  tangentes  l'une  à  l'aulre,  mais  dilTérentes  l'une  de  l'autre). 

Faisons  maintenant  décrire  au  plan  P  un  lacet. 

Dans  la  première  partie  du  lacet,  le  plan  P  part  de  la  position  Po 
et  aboutit  à  une  position  (inale  où  il  passe  par  R,  et  M"  et  esl  1res 
peu  difTérent  de  T;  dans  les  positions  intermédiaires,  il  ne  cesse 
pas  de  passer  par  M".  Par  conséquent,  l'un  des  points  d'intersec- 
lion  de  P  et  de  C|  est  reslé  fixe  en  JNI",  l'autre  a  varié  d'une  ma- 
nière continue  de  M',  à  R,;  le  point  M,  en  particulier  est  resté  fixe 
en  M^ 

Dans  la  deuxième  partie  du  lacet,  le  plan  P  décrit  un  tour  com- 
plet autour  de  T.  Les  deux  points  d'intersection  de  P  cl  de  C,  qui 
sont  en  M"  et  R,  s'échangent  entre  eux.  Le  plan  T  étant  un  plan 
tangent  ordinaire,  deux  des  points  M,,  à  savoir  M,  et,  par 
exemple.  M,  s'échangent;  les  autres  points  M,  reviennent  à  leurs 
positions  primitives.  Le  point  M,  qui  était  en  M"  au  commence- 
ment de  cette  deuxième  partie  vient  donc  en  R,  à  la  fin  et  l'on  voit 
qu'inversement  le  point  Mo  devait  être  en  R,  au  commencement 
de  la  deuxième  partie  et  venir  en  M"  à  la  fin.  Enfin  les  deux 
courbes  C,  el  Cn  doivent  être  le  prolongement  anaiylitpic  l'une  de 
l'autre. 

Dans  la  troisième  partie  du  lacet,  le  plan  P  repasse  dans  l'ordre 
inverse,  par  les  positions  qu'il  a  occupées  dans  la  première.  Les 
points  d'intersection  de  P  avec  C,  (ou  avec  son  prolongement  ana- 
lytique Co)  qui,  au  début  de  la  troisième  partie,  se  trouvaient 
en  R,  et  en  M',',  doivent  venir  à  la  fin  de  celte  troisième  partie 
en  M',  el  MJ.  Les  points  M3,  M,,,  . . .,  Map.a  qi"  avaient,  à  la  fin 
de  la  deuxième  partie,  repris  les  mômes  positions  qu'au  début  de 
la  deuxième  partie,  repasseront  dans  la  troisième  partie,  dans 
l'ordre  inverse  par  les  mornes  positions  que  dans  la  première  par- 
tie; de  sorte  qu'ils  seront  à  la  fin  de  la  troisième  partie  dans  les 


mênics  positions  ciiraii  début  de  la  première  partie,  c'est-à-dire 
en  M",  M°,  ..,,  M"  ,.  l.e  point  M,  qui,  au  début  de  la  troisième 
partie,  était  en  R,,  viendra  à  la  fin  de  la  troisième  partie  en  M\;  le 
point  Mo  qui  était  en  M"  sera  encore  en  M"  à  la  fin  de  la  troisième 
partie. 

Enfin,  le  point  IM^  qui  était  en  R,  à  la  lin  de  la  première  partie 
avait  dû,  pendant  cette  première  partie,  coïncider  constamment 
avec  un  des  points  d'intersection  de  C,  et  de  P,  puisque  C|  et  Co 
ne  diffèrent  pas  au  point  de  vue  analytique.  Avec  lequel  de  ces 
points  d'intersection  ?  Il  est  clair  que  c'est  avec  celui  qui  est  en  R| 
à  la  fin  de  la  première  partie.  Nous  devons  donc  conclure  qu'au 
début  de  la  première  partie  il  était  en  M\. 

Donc  M',  n'est  auti-e  chose  que  M^. 

Ainsi,  il  ne  peut  pas  y  avoir  d'autre  point  d'intersection  de  l'o 
et  de  C,  que  les  points  M". 

Donc  l'ensemble  des  courbes  C/  forme  une  courbe  algébrique 
d'ordre  ap  —  2. 

m.   —   DiSCUSSIO.N. 

Considérons  donc  cette  courbe  d'ordre  2/7  —  2  que  j'appellerai 
la  courbe  C  et  qui  est  formée  de  l'ensemble  des  courbes  C,-.  Je  dis 
maintenant  que  les  quantités  que  nous  avons  appelées  iiqj  sont 
des  intégrales  abéliennes  de  première  espèce  relatives  à  cette 
courbe  algébrique. 

Nous  avons  représenté  par 

du,  i,     (iiia ,-,     . . . ,     du /,  i 

les  coordonnées  homogènes  du  point  M,-;  nous  pouvons  repré- 
senter de  même  par 

dui,    du2,     . . . ,    dui, 
où 

du^=f:,j{t)di 

les  coordonnées  homogènes  du  point  général  M  de  la  courbe  C 
[comme  en  général  C  est  indécomposable,  de  sorte  que  les  diffé- 
rentes courbes  C,-  sont  le  prolongement  analytique  les  unes  des 
autres,  je  puis  écrire  simplement/y(<)  au  lieu  de  f,/,i{t),  de  sorte 
quedu,  =  f^{t)dt)]. 
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Je  poserai  d'ailleurs 

d"i  _  duj  _       _  f/ii,,-i  _  (ftip 

PnEMiiiKE  PROPOSITION.  —  S upposoiis  d' cibord cj uc  la  courbe  C 
ne  présente  aucun  point  singulier,  tel  que  point  double,  point 
de  rebroussement,  etc. 

Alors  dans  le  voisinage  d'un  point  quelconque  de  (^Jes  rapports 
des  coordonnées  ?  à  l'une  d'entre  elles,  à  ^p  par  exemple,  seront 

des  fonctions  holomorphes  de  l'un  de  ces  rapports,  de  j—  par 
exemple. 

Soit  M  un  point  de  C  dont  les  coordonnées  sont  ;i ,  ço,  •  •  •>  Ç/i  ; 

si,  par  exemple,  dans  le  voisinage  de  ce  point,  tous  les  -j^  sont  fonc- 

^      .        .     .  ,     '". 

tions  holomorphes  de  f- 1  je  dirai  que  toutes  les  fonctions  holo- 

morphes  ^-  sont  des  fonctions  holomorphes  du  point  analyiiipie 
(^1,  Ç25  •■•)  i/;)  ou  simplement  du  point  M.  Si,  dans  le  voi- 
sinage  de    M,   ce   n'étaient  pas  tous  les  p-  qui  fussent  fonctions 

i  .  i-         '" 

holomorphes  de  l'- ,  mais  tous  les  ^^^  >  par  exemple,  qui  fussent 

fonctions  holomorphes  de  ^^>  ce  seraient  alors  les  fonctions  ho- 

lomorphes  de  ^-^  que  j'appellerais  fonctions  holomorphes  du 

point  M,  etc.;  dans  tous  les  cas,  cette  expression,  fonction  liolo- 
morphe  du  point  M,  se  trouvera  parfaitement  définie. 

Si,  dans  le  voisinage  d'un  point  de  C,  la  fonction  u.  n'est  pas 
une  fonction  holomorphe  du  point  M,  je  dirai  que  ce  point  est  un 
point  singulier  de  la  fonction  u,/. 

Je  dis  maintenant  que  la  fonction   u,/  n'aura  |ias  de  poini  sin- 

tgulier.    Considérons,    en    effet,     le    plan    1'    ipii    couiie    L    aux 
2p  —  a  points 
M,,     M»,     ...,     M2,,-2, 

de  sorte  qu'on  aura 

(1)  «(,.,-;-  «7.2 +  •••-*-  «'/.2/'-2=  o- 

Si  les  points  M,,    M,,  ...,  M.;,_,   ne  sont  pas  singuliers,  les 
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fondions 

seront  holomorplies;  en  vertu  de  (i),  la  fonction  ;/y.i  le  sera  éga- 
lement, de  sorte  que  le  point  AI(  ne  sera  pas  non  plus  singulier. 

Si  le  plan  P  passe  par  un  point  singulier  de  la  fonction  Uq  sur 
C,  il  devra  donc  passer  par  un  second  point  singulier.  Mais  le 
plan  P  est  quelconque;  quelles  que  soient  les  positions  attribuées 
aux  points  singuliers,  on  pourrait  donc  faire  passer  le  plan  P  par 
un  de  ces  points  et  par  un  seul.  Or,  cela  est  impossible,  nous 
venons  de  le  voir;  donc  il  ne  peut  y  avoir  de  point  singulier. 

En  particulier,  la  fonction  Uq  ne  pourra  devenir  infinie  (à 
moins  que  le  point  M  ne  décrive  une  infinité  de  cycles  sur  la  sur- 
face de  Rieniann  S  relative  à  la  courbe  C),  mais  nous  ne  pouvons 
encore  affirmer  que  Uq  soit  une  fonction  uniforme  du  point  M; 
nous  voyons  déjà  que  Uq  revient  à  sa  valeur  primitive  quand  le 
point  M  décrit  un  contour  fermé  infiniment  petit  sur  la  surface 
de  Riemann  S;  mais  il  pourrait  n'en  pas  être  de  même  quand  le 
point  M  décrit  un  cycle  fermé  sur  S. 

Le  raisonnement  ne  s'appliquerait  pas  si  la  courbe  C  présentait 
un  point  singulier,  un  point  double,  par  exemple;  car  alors  tout 
plan  P  passant  par  ce  point  double  couperait  C  en  deux  points 
confondus  qui  pourraient  être  tous  deux  singuliers  pour  la  fonc- 
tion II.  Tout  plan  P  passant  par  un  de  ces  points  singuliers  pas- 
serait alors  par  l'autre.  En  revanche,  le  raisonnement  s'applique 
sans  changement  si  la  courbe  algébrique  C  se  décompose  sans  avoir 
de  point  multiple. 

Deuxième  propositiojs'.  —  Soient  maintenant 

les  intégrales  abéliennes  de  première  espèce  de  la  courbe  C  et  soit 
Vq,i  la  valeur  de  i'^  au  point  Mj.  Nous  aurons 

(i.)  lV.l-i-lV.2-+---    •-4-'V/.2p-2=  O, 

relations  analogues  aux  relations  (^i). 
Considérons  maintenant 

les  du,i,i        (<jr  =  1,2,  ...,/j) 
et  les  dvq  i         (q  =  i, -i,  .  . . ,  h) 


—     iD    — 

comme  les  coordonnées  liomogènes  d'un  point  N,  dans  Tespace  à 
p -\- Il — I  dimensions.  Nous  irouverons  comme  plus  Iiaut  par 
difTérenliation 


(2  bis) 


dv,/,i  - 


cl  Un 


2/1-2 

Z^  dv^,k  =  o 


dUn 

(i-- 


{q   =  1,  -2,  ...,/(), 


(  »(  =  1 ,  2 , 


<p) 


ces  relations  nous  montrent  rpie  les  .1  p  —  2  points  N,  sont  dans 
une  même  variété  plane  P'  à  /;  —  2  dimensions. 

Soient  C;  la  courbe  décrite  par  le  point  N,  et  C  l'ensemble  des 
courbes  Cj. 

Soit  P||  une  position  particulière  du  plan  P' et  soit  N"  la  position 
correspondante  du  jioinl  N,.  Soit  T,-  la  tangente  à  la  courbe  C'au 
point  JN;. 

Pour  définir  P'„,  il  sulilra  de  nous  donner /j  —  i  des  points  N", 
par  exemple  les  points  NJ,  N",  ...,  JN"_,.  Nous  pourrons  toujours 
supposer  que  ces  p  —  i  points  n'appartiennent  pas  à  une  même  va- 
riété plane  à  p  —  3  dimensions.  Si,  en  elTet,  les  points  N, .  No,  ..., 
Np_,  appartenaient  en  général  à  un  plan  de  p  —  i  dimensions, 
il  en  serait  de  même  des  points  M,,  JNL,  ..-,  lM/,_i  et  alors  la 
courbe  C  devrait  être  contenue  dans  un  plan  à  p  —  2  dimctisions, 
de  sorte  que  la  variété  V  se  réduirait  à  un  plan  àp  —  2  dimen- 
sions. 

Soit  maintenant  Nj  un  point  de  C  infiniment  voisin  de  N";  par 

\es  p  —  I  points 

Ni,     NS,     N»,     ....     N»_,, 

je  puis  faire  passer  une  variété  plane  P',  à  p  —  2  dimensions,  infi- 
niment peu  diflerenle  de  P,,. 

P',  coupera  C  en  p  —  1  autres  points 


infiniment  voisins  des  points 


NÎ„-„ 


NJ  , 
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Les  deux  variéatîs  P',,  cl  l'',  aynnl  p  —  2  poinls  comnnins 

(non  situés    sur  une  même  variété  plane  à  p  —  4    ilimensions, 
puisque  avec  N"  ils  ne  sont  pas  dans  un  plan  à  p  —  î  climeusions) 
détermineront  une  variété  plane  Qo  à  p  —  i  dimensions. 
Qi,  contiendra  évidemment  la  droite 

iN?N^  ((J   =J,p,p-hl,   ...,2p  —  -2), 

c'est-à-dire  la  tangente  T^.  (C'est  ainsi  que  le  plan  langent  à  un 
cône  contient  les  tangentes  à  toutes  les  courtes  tracées  sur  le  cône 
et  coupant  la  génératrice  de  contact.) 

Ainsi,  la  variété  plane  qui  contient  Pj  et  la  tangente  T,  contient 
aussi  les  tangentes 

/''  /JH-lï        •  •  •  »        A  2/J— 2- 

Comme  rien  ne  dislingue  les  difl'érenls  points  d'intersection  de 
C  el  de  P'„,  je  pourrais  démontrer  de  même  que  cette  variété 
contient  aussi  les  tangentes 


En  résumé,  à  toute  variété  plane  ï"  à  p  —  li  dimensions  coupant 
C  en  2/j  —  2  points  JN,-  correspondra  une  variété  plane  Q  à 
p  —  I  dimensions  qui  contiendra  les  2/}  —  2  tangentes  ï/. 

Soit  maintenant  V'.^  une  position  de  P'  infiniment  voisine  de  PJ,  ; 
soient  Qo  et  Qo  les  variétés  Q  correspondant  à  P'„  et  à  P',.  Je  me 
propose  de  démontrer  que  Qo  et  Qo  sont  identiques.  Je  désignerai 
par  N"  et  Wf  les  intersections  de  C  avec  P'j  et  avec  P!,  et  par  ï"  el 
T,^  les  tangentes  correspondantes  à  C. 

En  efl'ct,  supposons  d'abord  que  P'„  etP^  ait  un  point  commun, 
par  exemple  N".  Alors  Q.,  et  Qo  contiendront  tous  deux  la  tan- 
gente TJ. 

De  plus,  Qo  contient  la  tangente  T"  et  Qo  contient  la  tangente 
infiniment  voisine  T^.  En  négligeant  des  infiniment  petits  d'ordre 
supérieur,  on  peut  dire  que  T"  et  T^  se  coupent  en  un  point  infi- 
niment voisin  de  N". 

Donc,  les  ap —  2  poinls  N"  sont  infiniment  voisins  de  l'inter- 
section   de  Qo   cl  Qo;    la  limite  de  l'intersection   de  Qo  et  Qo, 


quand  1',.  et  P„  lendent  à  se  confondre,  ne  peut  donc  èlre  que  I'„. 
Or  celle  interseclion  doii  contenir  la  tangente  T".  Mais  en  gé- 
néral (c'est-à-dire  si  les  points  ]\°,  N",  ...,  N^_,  qui  définissent 
PJ,  ont  été  choisis  d'une  façon  quelconque  sur  C),  la  tan£;ente  T" 
ne  fait  pas  partie  de  P|,  (sans  cela,  en  effet,  la  tangente  à  la 
courbe  C  au  point  M,  sérail  également,  en  général ,  dans  le 
plan  P;  or  le  plan  P  est  un  plan  quelconque  de  p — -a  dimen- 
sions de  l'espace  plan  à  />  —  i  dimensions  où  se  trouve  C.  Il  esl 
donc  impossible  que  la  tangente  à  C  s'y  trouve  toujours).  La 
contradiction  ne  peut  être  levée  que  si  l'on  suppose  que  Qo  et  Qo 
se  confondent. 

Ainsi  Q.>  et  Qo  se  confondent  si  Pj,  et  P!,  ont  comme  point 
commun  N°=N^;  ils  se  confondraient  ('galemeiit  si  P,',  et  P!, 
avaient  comme  point  commun  N"  ^  N.^. 

Supposons  maintenant  que  V\  et  P.'.  n'aienl  aucun  point  com- 
mun. Je  pourrai  construire  une  variété  P',  passant  par  ^i"  et  par 
Nij.  Alors  PJ,  el  P'^  ajanl  pour  point  commun  JN",  i\  et  Q,  se 
confondent;  d'autre  part,  PJ,  el  PI  ayant  pour  point  commun  Nil, 
Q3  et  Qo  se  confondent.  Donc  Qo  et  Q»  se  confondent  encore. 

Maintenant,  si  deux  variétés  Q  correspondant  à  deux  variétés  P' 
très  peu  différentes  se  confondent,  il  esl  aisé  de  conclure  que 
deux  variétés  Q  correspondant  à  deux  variétés  P'  quelconques 
se  confondront  encore.  Donc  toutes  les  \ariélés  Q  se  confon- 
dent. 

Donc,  la  courbe  C  esl  située  (i;iMs  un  cspiicf  plan  à  p  —  1  di- 
mensions \\fi  théorème  correspondant  dans  l'espace  ordinaire  esl 
le  suivant  :  Si  toutes  les  droites  qui  joignent  deux  points 
quelconques  d' une  courbe  gauche  vont  rencontrer  cette  même 
courbe  en  un  troisième  point,  c^ est  que  la  courbe  gauche  se 
réduit  à  une  courbe  plane).  Remarquons  que  le  raisonnement 
s'a|)plique  quand  inème  les  courbes  C  el  C  présenteraient  des 
points  multiples  ou  seraient  décomposables. 

Troisième  puoposition.  —  Donc  entre  \cs,  p -\- h  fondions  u 
el  f  il  y  a  /t  relations  linéaires. 

Donc/»  esl  au  moins  égal  à  A;  el,  parmi  les  fonctions  u,  il  yen 
a  h  qui  sont  des  combinaisons  linéaires  des  intégrales  abéliennes 
de  première  espèce. 

XXIX.  6 
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Nous  pouvons,  sans  leslreinilre  la  généialilé.  supposer  que 

II,.     II.,,     ...,     Un 

sont  des  intégrales  abéliennes  de  première  espèce. 

Je  dis  qu'il  en  est  de  même  de  iii(i'^h). 

En  effet,  dut  est  une  différentielle  abélienne,  |)uisque  >/u,  en  est 

une  et  que 

dii,=  ^~  </ii,. 
•îi 

De  jiius,  (tj  ne  devenant  pas  infini  sera  une  intégrale  abélienne 
de  première  espèce. 

Ainsi  toutes  les  fonctions  u  sont  des  intégrales  abéliennes 
de  première  espèce,  de  sorte  que  p  =  ft. 

Il  semblerait  que  le  raisonnement  est  en  défaut  si  la  courbe  C 
est  unicursale,  c'est-à-dire  si  /i  =  o;  on  n'a  pas,  en  effet,  dans  ce 
cas,  le  droit  de  dire  que  du^  est  une  différentielle  abélienne, 
puisque  nous  n'avons  ]ilus  de  ilifférentielle  abélienne  de  première 
espèce. 

Mais  ce  cas  doit  être  exclu.  El,  en  effet,  si  la  courbe  C  est  uni- 
cursale, il  n'y  a  plus  de  cycles  sur  la  surface  de  Riemann  S;  il  en 
résulte  que  les  fonctions  u  qui  sont  des  fonctions  holomorphes 
du  point  M  sur  toute  cette  surface  de  Riemana  sont  en  même 
temps  des  fonctions  uniformes.  Elles  doivent  donc  se  réduire  à 
des  constantes. 

Supposons  rnainlenanl  que  la  courbe  C  présente  des  points 
singuliers,  par  exemple  des  points  doubles,  des  jioints  de  re- 
broussemcnt,  etc. 

Nous  ne  pourrons  j)lus  diie  que  la  fonction  u^  est  une  fonction 
bolomorplie  du  point  M  sur  toute  la  surface  de  Riemann  S;  elle 
pourra  présenter  des  singularités  quand  le  point  M  vient  en  un 
point  singulier  de  C.  Voyons  quelle  petit  être  la  nature  de  ces  sin- 
gularités. 

Soit  donc  O  un  point  singulier  de  C;  le  plan  P  coupera  C  en 
9.p  —  2  points  et  quand  la  distance  de  ce  pian  P  à  O  tendra  vers 
zéro  de  la  manière  la  plus  générale,  m  de  ces  a/;  —  v.  points  ten- 
dront vers  O;  de  sorte  que  O  sera  un  [loint  mulli[)le  d'ordre /m. 


Je  suppose  d  iiboid  <pie  m  esl  au  plus  i"^A  ix  p  —  i  . 

Nous  devons  introduire  ici  la  nolioii  des  inlégrales  de  première 
espèce  dégénérées. 

Lorsqu'une  courbe  algéhricpie  acquiert  un  point  douljl(Mle  plus, 
son  genre  s'abaisse  d'une  unité;  elle  perd  donc  une  intégrale  abé- 
lienne  de  première  espèce.  Que  devient  à  la  limite  cette  intégrale 
de  première  espèce  qui  disparaît  ainsi?  Elle  devient  une  intégrale 
de  troisième  espèce  que  j'appellerai  intégrale  de  première  espèce 
dégénérée. 

Dans  le  cas  d'un  point  double  ordinaire,  il  arrive  que  le  point 
double  correspond  à  deux  points  de  la  surl'ace  de  Riemann.  L'in- 
tégrale dégénérée  correspondante  est  alors  lintégrale  de  troisième 
espèce  qui  admet  ces  deux  points  comme  points  singuliers  loga- 
rithmiques avec  deux  résidus  égaux  et  de  signe  contraire. 

En  vertu  du  théorème  d'Abel,  si  l'on  coupe  une  courbe  de  l'es- 
pace 'a  p  — ^  I  dimensions  par  un  plan  à  p  —  2  dimensions,  la 
somme  des  valeurs  d'une  intégrale  de  première  espèce  relatives 
aux  dififérents  points  d'intersection  sera  une  constante,  par 
exemple  zéro.  Par  raison  de  continuité,  cela  sera  encore  vrai  pour 
une  intégrale  dégénérée. 

Soit  donc  V  une  intégrale  de  première  espèce  ou  une  intégrale 
dégénérée  relative  à  C,  et  r,  sa  valeur  en  M,;  on  aura 

Regardons 

r/(/,  ,,      dil-ij.      ...,      diipi,      d\i 

comme  les  coordonnées  bomogènes  d'un  point  N,  dans  l'espace  à 
p  dimensions. 

Soit  C  l'ensemble  des  courbes  décrites  par  les  points  N,-;  la 
deuxième  proposition  restant  vraie,  cette  courbe  C  sera  dans  un 
espace  plan  a  p  —  1  dimensions,  c'est-à-dire  que  l'on  aura 

<h'  —  ai  c?H|  -+-  «2  dft,  -^ . .  .  -4-  a^  du  p. 

les  a  étant  des  coefficients  constants.  On  tire  de  là 


du„  =  dv 


iv 


ce  qui  inr>ntie  que  rfi/„  est  une  flilliMeul  nlle  abélietine. 


—  m  — 

Le  raisonnemenl  s'applique  sans  difliciillé  au  cas  où  la  courbe  C 
est  indécomposable,  et  où  elle  possède  au  moins  une  intégrale  de 
première  espèce  ou  une  intégrale  dégénérée. 

Or,  elle  aura  toujours  au  moins  une  intégrale  de  première  es- 
pèce, à  moins  qu'elle  ne  soit  unicursalc. 

D'autre  part,  si  clic  a  un  ou  j)lusicurs  poinis  multiples,  elle 
aura  au  moins  une  intégrale  dégénérée.  En  un  de  ces  points 
multiples  viendront  passer  une  ou  plusieurs  branches  de  courbe 
distinctes.  Par  exemple,  en  un  point  double  à  tangentes  séparées 
passeront  deux  branches  sans  point  siiigidier;  en  un  point  de  re- 
broussement  une  seule  branche  avec  un  point  singulier;  en  un 
point  triple  pourront  passer  ou  bien  trois  branches  sans  point 
singulier,  ou  bien  une  branche  sans  j)oint  singulier  et  une  autre 
à  point  de  rebroussemenl,  ou  bien  une  branche  unique  avec  un 
point  singulier  d'ordre  plus  élevé,  etc. 

Si  l'une  des  branches  de  courbe  présente  ainsi  un  point  singu- 
lier, l'intégrale  de  deuxième  espèce  qui  admet  ce  point  singulier 
comme  pôle  sera  une  intégrale  dégénérée.  Si  aucune  des  branches 
n'admet  de  point  singulier,  il  y  aura  au  moins  deux  branches,  et 
le  point  multiple  correspondra  au  moins  à  deux  points  de  la  sur- 
face de  Riemann  (à  autant  de  points  de  cette  surface  qu'il  y  a  de 
branches  distinctes).  Alors,  l'intégrale  de  troisième  espèce  qui 
admet  ces  deux  poinis  comme  points  logarithmiques  avec  des  ré- 
sidus égaux  et  de  signe  contraire  est  une  intégrale  dégénérée. 

Si  la  courbe  C  était  indécomposable,  le  raisonnement  ne  serait 
donc  en  défaut  fpie  si  elle  était  unicursale  et  dépourvue  de  points 
multiples. 

Mais  ce  cas,  comme  nous  l'avons  remarqué  plus  haut,  doit  être 
exclu,  car,  en  l'absence  de  point  multiple  et  d'après  la  ])remière 
proposition,  les  fonctions  u  sont  holomorphes  sur  toute  la  surface 
de  Riemann  et,  si  la  courbe  est  unicursale,  elles  sont  uniformes 
et,  par  conséquent,  se  réduisent  à  des  constantes. 

U  en  serait  encore  de  même  si  la  courbe  C  était  décomposable 
et  qu'une  des  composantes,  que  j'appellerai  R,  soit  unicursale, 
sans  point  multiple  cl  ne  coupant  aucune  des  autres  composantes. 
Eu  effet,  les  fonctions  u  ne  peuvent  avoir  d'autres  poinis  singu- 
liers que  les  points  multiples  des  diverses  composantes  et  leurs 
points  d'inlersection  ;  comme  la  courbe  K  ne  passe  par  aucun  de 
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ces  points,  les  fonclioiis  u  seront  lioloinorplies  sur  toute  la  surface 
de  Riemann  S  relative  à  K.  ;  comme  K  est  unicursale,  celte  sur- 
face S  n'aura  pas  de  cycle  et,  par  conséquent,  les  fonctions  u 
seront  uniformes;  elles  se  réduisent  donc  à  des  constantes  sur 
toute  la  surface  S. 

Si  alors  nous  reprenons  les  reiatinns 


un  certain  nombre  des  quantités  h^.,  (à  savoir  celles  qui  corres- 
pondent aux  points  M,-  qui  sont  sur  la  composante  K)  se  réduisent 
à  des  constantes  que  l'on  peut  supposer  nulles  sans  restreindre  la 
généralité.  Alors  la  variété  V  aurait  moins  de  p  —  i  dimensions, 
de  sorte  que  ce  cas  doit  être  encore  exclu. 

Supposons  donc  que  C  se  décompose  et  quune  îles  compo- 
santes K  soit  de  genre  supérieur  à  zéro,  on  ait  un  point  multiple. 
Cette  composante  admettra  une  intégrale  de  première  espèce  ou 
une  intégrale  dégénérée.  Appelons  v  celle  intégrale.  Sur  les  autres 
composantes  nous  supposerons  c^o.  Si  la  composante  Iv  ren- 
contre une  autre  des  composanles,  il  arrivera  ainsi  généralement 
que  V  n'aura  pas  la  même  valeur  sur  les  deux  branches  de  courbe 
qui  passeront  au  point  d  intersection,  mais  cela  n'a  aucun  incon- 
vénient. 

Si  les  dii^  i  et  i/  sont  encore  les  coordonnées  homogènes  du 
point  N,,  on  verra  encore  que  la  courbe  C  est  dans  un  espace 
plan  à /j  — ^  1  dimensions;  d'où  il  résulte  : 

i"  Que  les  composantes  de  C  autres  que  K  sont  dans  des  plans 
à  moins  àe  p  —  i  dimensions; 

2"  Que  sur  les  composantes  K,  on  a 

iloi'i  l'on  déduit,  comme  plus  haut,  que,  sur  cette  conqjosante  K, 
les  du  sont  des  différentielles  abéliennes. 

Si  donc  toutes  'e^  composantes  sont  de  genre  supéricm- à  zéro 
ou  ont  un  point  inuitl|)lc,  il  n"v  a  pas  de  difficulté. 

Supposons  donc  (piiine  composanle  K  soit  unicursale  et  sans 
point  multiple.  Klle  devra  avoir  au  moins  un  point  commun  avec 
une  des  autres  composantes,  le  cas  où  elle  ne  coupe  aucune  de  ces 


composanles  (tuiil  en  élanl  uiiicursule  cl  s;ms  |)oiiU  imillipli-) 
ayant  été  exclu  plus  li;uit. 

Supposons  d'abord  que  K.  coupe  une  autre  composante  K'  en 
deux  points  Q  et  Q'. 

Définissons  une  fonction  c  de  la  façon  sui\anle  :  Sur  K,  v  sera 
riiiti'grale  de  troisième  espèce  qui  admet  Q  cl  (V  comme  points 
logarithmiques  avec  les  résidus  -t-  i  et  —  i;  sur  K',  v  sera  l'inté- 
grale de  troisième  espèce  qui  admet  Q  et  Q'  comme  points  loga- 
rithmiques avec  les  résidus  — i  et  +i;  sur  les  autres  compo- 
santes, ('  sera  nulle. 

Dans  ces  conditions,  on  aura  encore 

V.v=o, 

on  appelant  c,-  la  valeur  de  c  au  point  M,-. 

Si  donc  duq,i  et  </(•/  sont  les  coordonnées  homogènes  de  JN,,  la 
courbe  C  sera  dans  un  espace  plan  à  /?  —  i  dimensions,  d'où  il 
résulte  que,  sur  les  composantes  K  et  K',  on  a  encore 

dv  =  y  n.,1  duq, 

et  que,  sur  ces  deux  composantes,  les  du  sont  des  dUTérenlielles 
aliéliennes. 

Le  résultat  s'étend  au  cas  où  les  deux  composantes  K  et  K'  se 
touchent  en  un  point  Q,  c'est-à-dire  où  les  deux  points  Q  et  Q'  se 
confondent;  l'intégrale  de  troisième  espèce  c  se  réduit  alors  à  une 
intégrale  de  deuxième  espèce. 

Considérons  maintenant  un  autre  cas  :  je  suppose  que,  parmi 
les  composantes  de  C,  il  y  en  ait  m  que  j'appellerai 

K,,     K, K,„, 

et  qui  se  coupent  mutuellement  de  telle  sorte  que  R,  coupe  K2 
ou  Q,,  que  Ko  coupe  R:,  en  Qj,  . . .,  que  R,„_i  coupe  R,„  en  Qm, 
et  enlin  que  R,„  coupe  R,  en  Q„,. 

Pour  plus  do  svmétrie  dans  les  notations,  je  ilésigncrai  indilTé- 
remment  Ri  par  R,  ou  par  R,,,^.,  et  de  même  Qi  par  Q,  ou  Qm+ir 
R„,  par  R,„  ou  R,,,  0,„  par  Q„,  ou  (^o- 

Alors  R,  coupo  R/^i  en  <^),  o|  K,_i  en  (},_|. 
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Je  dirai  alors  que  ces  coinposanles  formcnl  une  oliaîne  fermée. 

Je  définirai  alors  la  fonclion  c  comme  il  snil  :  Sur  K.,-,  ce  sera 
l'inlégrale  de  troisième  espèce  qui  admet  Q,elQ,_,  comme  points 
logarithmiques  avec  les  résidus  +  i  et  ~  i  ;  sur  les  composantes 
étrangères  à  la  chaîne,  c  sera  nul. 

On  a  alors  St'/=o  et,  toujours  par  le  même  raisonnement, 
on  verrait  que  sur  les  composantes  de  la  chaîne  les  du  sont  des 
difTérentielies  abéliennes. 

Nous  avons  laissé  de  côté  un  certain  nonihro  de  cas  d'exception 
qui  pourraient  sans  doute  être  traités  par  des  principes  analogues. 

J'examinerai  encore  un  cas  dont  la  généralité  est  très  grande. 

La  courbe  C,  décomposable  ou  non.  n'admet  aucun  point 
multiple  d'ordre  supérieur  dp  —  i . 

Je  commencerai  par  établir  le  point  suivant  : 

Soient  F  =  G,  F,  ^  o  les  équations  de  deux  variétés  algébriques 
de  même  degré  à  p  —  a  dimensions  et  situées  dans  l'esiiace  à 
p  —  I  dimensions.  L'équation 

F-t-XF,  =  0 

sera  l'équation  générale  du  faisceau  détei-miné  par  ces  deux  va- 
riétés. 

Une  variété  quelconque  tlu  faisceau  coupera  C  en  <i  points  que 
j'appellerai 

M,,         iMj,  ...,         M,;.. 

Soient 

"M,         "l  2,         ■  •  ■  .        "l.ll. 

les  valeurs  correspondantes  de  la  fonction  //,.  Solcnl 

AI,,   m:,    ....   m;,, 

les  u.  points  d'intcr.seclion  de  C  avec  une  variélédu  faisceau  infi- 
niment voisine  de  la  première.  Ces  ;jl  points  seront  évidemment 
infiniment  voisins  de  M,,  Ma,  ...,  Mjj.. 

So'il  duijt  l'acci-oisscmenl  (|iie  subit  Ujj,  qiiaini  on  passe  de   Af^ 

à  Ml.. 

Je  dis  que  l'on  a 

r/ii,  f  ^  diiii-^.  .  .-T-  diii.ii.=  "■ 
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C'est,  le  lliéorrme  d  Abel.  Nihk  aurons  ainsi  iiionlré  que  nos 
fondions  lli  salisfonl  au  ihéorèmo  d'Aljel  comnie  les  intégrales 
abéliennes  de  première  espèce. 

En  elTet,  les   fonctions   Ui.h   et  — -~  sont,    des   fonctions    liolo- 

morphes  de  \  fou  do  -  pour  X:=co\  à  pari  les  exceptions  sui- 
vantes : 

1°  (^uand  la  variété  F  +  aF,  :=  o  esl  tangente  à  (j  et  que,  par 
conséquent,  plusieurs  des  points Myis'échangenl  entre  eux. (Soient, 
|iar  exemple,   pour  fixer  les  idées,  les  trois  points  M,,  Ma,  M3  ; 

mais  alors  la  somme 

duj,\        du  il        du,, 3 
dl  dl      '      dX 

est  fonction  liolomorplio  de  À.) 

2"  (^uand  la  variété  F  +  XF,  =  o  va  passer  par  un  point  mul- 
tiple ou  singulier  de  la  courbe  C. 

Nous  avons  vu,  en  effet,  que  les  fonctions  ?/,  sont  des  fonctions 
holomorphes  du  point  M,  sauf  quand  ce  point  M  vient  en  un  des 
points  multiples  de  (]. 

Si  donc  nous  posons 

du, A  -+-  dui, 2-h . . .  +  dUin_  =  tp( X )  c/X, 

ï)(X)  est  liolomorplie  (de  même  que  j  (s  {\)  cf/A  >  sauf  pour  les  va- 
leurs de  À  telles  que  F  ■+-  ),F,  =  o  aille  passer  par  un  point  mul- 
tiple. 

Supposons  donc  que  pour  X=  "ko,  ([  des  points  iM/,,  à  savoir  les 
points  M,,  Mo,  ..  .,  M,y  aillent  se  confondre  ensemble  et  avec  un 
point  multiple  A  d'ordre  q\,  les  points  M^^i,  ...,  Mj^  restant  dis- 
tincts entre  eux  du  point  A  et  de  tous  les  autres  points  singuliers. 

Posons 

dui,\     -{- dui,2      -H. .  .-h  </«,.y  =  çi(X)  rfX, 

dui,,j  +  i  -r-  dUi.,j+2  -t-  .  .  .  -r-  dUi,f^=  tB2  (  X  )  rfX, 

o(X)=  (p,{X)-F9,(X). 

Il  est  clair  (pie  /  o.fÇK)  d\  est  encore  liolomorplie  pour  ).  =;  Ad, 
puis(pie  les   points   My^,,   ...,   Mp,  restent  ordinaires  cl  que,   par 


—  s:;  — 

conséquent,  les  fonctions  w,.^^, ,.. .,  Ui,^^  reslenl  lioloinorphes. 
Puisque  q  a  été  supposé  toujours  plus  petit  que  p,  par  les 
points  M|,  ^L,  ..  ,  M^.  je  puis  faire  passer  un  plan  que  j'appelle 
P;  pour  Â=  Ao,  ce  plan  vient  en  Po.  Soient  M',,  M,',,  ...,  M!,  _,_ 
les  2/>  —  'i  —  q  autres  points  d'intersection  de  P  avec  C.  Nous 
supposerons  que  ces  points  restent  ordinaires  pour  /,  =  ),„.  C'est-à- 
dire  que  Po  ne  passe  par  aucun  point  muiti|)le  que  A;  qu'il  ne 
touche  pas  C  en  dehors  de  A;  qu'il  ne  touche  aucune  des  branches 
de  courbe  qui  passent  par  A.  Soit  u^^  la  valeur  de  la  fonction  m,- 
au  point  Mj;..  On  aura 

diiix  -H  <///,.2-f-. .  .-^  du,.,,-T-  du'-  ,  -i-.  .  .-V  du'.  „  =  o, 

ce  qui  est  la  définition  do  fonctions  u,;  si  donc  on  pose 

'^"'i.l  —  ''"l.l—-  ■  ■  -^  '^"'i.«,,-2-'l  ~  ?'  ''  '  '''"' 

il  \  icndra 

9'().)  =-tp,(}.)- 

(lomme  les  points  Mf^  restent  ordinaires  pour  A  ==/,„.  les  fonc- 
tions u'^ /^  restent  holomorphes  et  il  en  est  de  mémo  de  /  'j'(),)</),, 
de  /-j,(A)f/A  et,  par  conséquent,  de  /'j()i)</À.  Donc  la  fonc- 
tion   /  »(À)f/).,  holomorphe  pour  toutes  les  valeurs  de  A  (même 

pour)>^co),  se  réduit  à  une  constante.  <;.  q.   f.   d. 

U  semble  d'abord  que  nous  nous  sommes  imposi'  de  nombreuses 
conditions  restrictives,  au  sujet  de  la  variété  F  ■+■  XqFi  =  o  et  du 
plan  Pq  qui  ne  doivent  pas  passer  par  d'autres  points  singuliers 
que  A,  ni  loucher  C  en  dehors  de  A,  ni  toucher  une  des  branches 
de  courbe  qui  passent  en  A. 

Mais  comme  ces  circonstances  ne  se  présentent  pas  quand  les 
polynômes  F  et  F,  seront  les  plus  généraux  de  leur  degré,  il  est 
possible  détendre  le  théorème  à  tous  les  cas  jjar  [)assage  à  la 
limite. 

Or  nous  savons  (jiic  si  une  courbe,  décomposable  ou  non,  est 
coupée  en  a  points  par  une  variété  F=;(),  il  y  aura  entre  ces 
a  points  h  relations  si  notie  courbe  admet  //  intégrales  abéliennes 
de  première  espèce  et  dégénérées. 
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Si  (',,  t'a,  ...,  17,  sont  ces  intégrales  et  c/j;  la  valeur  de  Vj  au 
jioint  Ma,  ces  h  relations  s'écriront 

*'/  1  -H  f  ;'.2  +  •  ■  •  -1-  l'i.(J.  =  0  (  /  =  I  ,  2,   .  .  .  ,  /(  ) 

et  il  n'y  en  aura  pas  d'autres  si  le  degré  de  F  est  suffisant. 

Il  résulte  de  là  que  les  ui  ne  peuvent  être  que  des  combinaisons 
linéaires  des  p,-  et  que  p  est  au  plus  égal  à  /(. 

D'ailleurs,  le  même  raisonnement  que  plus  haut  (deuxième  et 
troisième  propositions)  montrerait  que  />  est  au  moins  égal  à  h. 

On  a  donc  p^h^  ce  qui  suffit  pour  établir  le  théorème  pro- 
posé. 

SUR  LES  INTÉGRALES  DES  ÉQUATIONS  AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES 
DU  PREMIER  ORDRE  D'UNE  SEULE  FONCTION; 

Par  M.   N.   Saltykow. 

11  s'agit,  dans  le  Mémoire  qui  va  suivre,  de  démontrer  un  théo- 
rème que  j'ai  énoncé  dans  les  Comptes  rendus  de  l' Académie 
des  Sciences  (')  et  d'en  donner  une  extension  aux  systèmes  en 
involution  les  plus  généraux. 

Nous  allons  étudier  les  équations  en  involution 

(    VkiXu  .r.,,  ...,T„,Z,pi.pi. pn)=  o, 

(  A    =  I  ,  2  ,...,«( , 

en  désignant  par/)j  la  dérivée         et  en  supposant 
<2)  .  =  d(''i.I^^'J>)?o- 

\Pt,P2,   ■■■■PmJ 

Considérons  le  svsLènie  correspoiidaiil  d'é(|iialions  linéaires 
aux  dérivées  partielles  d'une  seule  fonction  y 

(3)  I       Il^.,/I^.. 

les  crochets   ayant    la   slgnilicalion   bien    connue   de  M.    Mayer. 


(')  Comptes  iciicliis,  ■.?î  juillet  i.Sgy. 


Supposons  encore  connues  toutes  les  intégrales  distinctes  du  sj's- 
léme  (3),  en  les  représenlanl  par  les  fonctions 

(4)  F„  F,  ....F„,. /„/„,.,. /,„_,„,^,. 

Le  problème  que  nous  nous  |iroposons  de  résoudre,  c'est  de 
former,  à  l'aide  des  fondions  (4),  des  intégrales  du  sys- 
tème (i),  dans  le  sens  classique  de  cette  notion,  c  est-à-dire  de 
trouver  des  valeurs 

en  fonction  des  variables  indépendantes  x,,  jc^,  .  •  .,  x,,,  véri- 
Jiant  les  identités 

clz     _  d:    _  d;;    _ 

et  identifiant  les  équations  (i). 

Comme  on  le  sait  bien,  ce  problème  fut  déjà  traité  par 
AIM.  Mayer  et  Morera('),  pour  les  écjuatious  résolues  par  rap- 
port aux  dérivées  partielles  et  ne  contenant  pas  ;  explicitement, 
|)ar  des  méthodes  basées,  soil  sur  la  réduction  des  systèmes  en 
invohuion  à  une  équation  unique,  soit  sur  la  théorie  du  problème 
de  Pfaff.  La  question  est  aussi  étudiée  par  celte  dernière  méthode 
dans  le  Traité  récemment  publié  par  M.  Weber  (-).  Or  dans  les 
pages  suivantes  je  poursuivrai  toujours  l'ordre  d'idées  développé 
dans  mon  Travail  :  Mémoire  sur  r intégration  des  équations 
aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  inséré  dans  le 
Journal  de  M.  Jordan  (■'). 

Egalons  les  m  premières  fonctions  (4)  à  zéro  et  toutes  les 
autres  respectivement  à  des  constantes  arbitraires  C|,  Cj,  ..., 
<^2«-2m+i-  En  vertu  de  Tliypothèse  (a),  les  équations  obtenues 
sont   résolubles  par  rap|)ort  aux  variables  Xm^t,  Xm+ii  •■•}^in 

(  '  )  Nachrichten  von  der  K.  Gesellscha/t  der  Wissenschaften  iind  der  Georg- 
Augusts  Universilàt,  Gottingen,  p.  299;  1873. 

Mathematisclie  Annalen,  Bd  VI,  p.  192;  1873. 

licale  JstitiUo  Lombai-do  di  Scienze  e  Letlere,  Jlendiconti,  2'  série,  vol.  XVI, 
p.  1)37,  691:  iSS3. 

(■)  Vorlesungen  iiber  das  Pfaff' sclie  Probleni  iind  die  Tlieorie  der  partiel- 
len  Diffentiatgleichungen  erster  Ordniing,  1900. 

(')  Journal  (le  Malliemaliqiies,  h'  séiic,  I.  V,  p.  'l'ij:   i!'ii9. 


.py,Pi 


Pu  el  nous  en  lirons 


(5) 


Z   =   >!'(J'l,  ^2 ^«1,  Cl,  Cj,    .  .  .  ,  C5„_2m4-l)i 

/'s  =  'î'i(j"l, C,„+2,„  +  l), 

^m+;  =  9/  (  -î-l C2„_2„,+i), 

i  =  I ,  a,  .  .  . ,  «,         t  =  1 ,  2,  .  . . ,  n  —  m. 


Formons  ensuite  le  système  aux  difierentielles   totales  admet- 
tant les  équations    (5)  comme  solution.  Désignons  par 

Ai-,     A^..,,     \',, 

ce  que  devient  le  déterminant  fonctionnel 


<yF, 

0¥, 

<JF, 

dp. 

àpi 

àp,n 

àp^. 

d¥, 

àp„. 

àpi 

àF,„ 
àpi 

àF„, 
■'       àp,„ 

lorsqu'on  y  remplace  les  éléments  de  la  A"'^"'  colonne  par  les  dé- 
rivées correspondantes  des  fonctions  F,,  ¥■>,  .  .  .,  F„,  prises  par 
1-apporl  aux  variables 

;,     p,„^,..     .r,. 
En  résolvant  les  équations  (3)  par  rapport  aux  dérivées 


df 


ou  obtient  un  système  jacobien.  Les  équations  aux  différentielles 
totales  qui  lui  correspondent  sont  précisément  celles  que  nous 
cherchons  : 


dx 


(6) 


dpi  =  -^  ^  ''■'■*. 


</.rx, 


.,11  —  m,     (  =  I ,?.,...,  H. 


Comme  les  éqiialions  (5)  icleiililienl  ce  syslènie  (()),  nous 
lirons  de  la  dernière  identité,  en  vertu  des  n  —  ni  premières,  une 
identité  nouvelle 


dz  = 


2.Pkd.ri,+2.  /'m-u,,  o'x,„+^. 


Il  en  résulte  la  conséquence  importante  (|uo,  si  l'on  parvient 
à  obtenir  des  équations  (5)  les  valeurs  ;,  /j,,,^,,  satisfaisant  aux 
conditions 


car  les  variables  x,,  x^,  •  •  • ,  -l'm  sont  iudé|)endantes. 

Cela  étant,  pour  résoudre  le  problème  posé  nous  nous  appuie- 
rons sur  les  résultats  établis  dans  mon  Mémoire  cité.  Nous  y 
avons  démontré  que,  jiour  satisfaire  aux  égalités  (7),  il  faut  et  il 
suffit  d'éliminer  /;  —  m  constantes  arbitraires  de  la  première 
équation  (5),  en  vertu  des  /(  —  m  dernières,  de  telle  manière  que 
les  fonctions 

u.  =  —  =  -V  „„,^,  ^^'Lti 

correspondant  aux  constantes  éliminées  soient  identiquement 
nulles.  Si,  de  plus,  les  fonctions  L'r  correspondant  à  toutes  les 
autres  constantes  C  ne  s'annulent  point,  alors  la  solution  obtenue 
est  une  intégrale  complète  du  système  (1). 

On  est  ainsi  ramené  à  l'élude  des  fonctions  U,  C^  désignant  une 
constante  (|uelconque  parmi  C,,  C^,  ...,  Cjn.jm+i-  H  va  sans 
dire  que,  dans  certains  cas,  la  forme  spéciale  des  équations  (5) 
nous  indique  elle-même  et  immédialemenl  la  marche  des  élimi- 
nations à  faire  pour  calculer  une  des  intégrales  en  question.  Or 
nous  sommes  en  état  d'établir,  comme  dans  le  cas  particulier 
étudié  dans  mon  Mémoire  menllonné,  d'une  manière  analogue, 
un  théorème  démontrant  l'existence  d'une  série  de  constantes 
arbitraires   dont  l'éliminai  ion  doiiiic    toujours   le   iés(tllat  requis. 
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Dans  ce  biil  nous  allons  calculer  les  valeurs  des  dérivées  de  la 
foDClion  U,-  par  rapport  à  jr,,  j-o,  .  .  .,  ./•„,.  Il  est  aisé  de  iiiellre 
ces  dérivées  sous  la  forme  suivante 


àVc  _  J^  f  àz_      "■ 
dxk         àC  \  dxk 


E". 


2( 


dp. 


1+1    ox-„,+i 


àpm+i    àXm+i) 


dC  dxf:  dxk  àC 


Désignons   par  M^.  le  mineur  du  déterminant  A  correspondant, 
au  siçne  près,  a  son  élément  - —  ,  de  sorte  que  1  on  a 

/!  =   1  /l  =  1 


oF,, 


-l'-î^T.-  'i-2:«'î-s 


Par  consé(|uent  en  substituant  les  valeurs  des  dérivées 


dx„ 


Op„ 


OXl;  dX^  dXl; 

résultant  des  identités  (  (i),  nous  avons 


dxk         àC    '    \^'   '' jimi  \c)p,„+i      dC 


âPf,      dx„ 


dC 


'il' 


Mais  comme  les  équations  (i)  sont  identifiées  par  les  valeurs  (5), 
ou  a  encore  des  identités 


/    dFh      dx,„+i  _^     dVh      dpm*i\  _^  y   dVj^    dpk_ 
\àXm.^i       dC       '    dp„^^i      OC    J        ji^  àpk     dC. 


d¥H    àj_ 
dz     dC 


pour  tous  les  indices/;  de  i  à  m  et  pour  chacune  des  constantes  C. 
Il  s'ensuit  donc 

dVj  ,,    ^A■ 

dXk 


U,  -" 


IMovennant   les  coiidilions  triinDliilion  du  système  (i),  on  dé- 
nionlre  aisément  que  rexpressioii 

A  =  1 

devieiiL  une  différentielle  exacte,  en  vertu  des  équalious  (5).  En 
nommant  cette  différentielle  r/V,  on  oi)lient  par  une  quadrature 
la  formule  suivante 


^8) 


U°,  Vo  désignant  les  valeurs  initiales  des  fonctions  Uc,  ^  . 

La  démonstration  mentionnée  étant  un  peu  longue,  on  pour- 
rait transformer  le  problème  étudié  dans  un  autre  équivalent.  En 
effet,  par  rinlroduction^  au  lieu  de  s,  d'une  nouvelle  fonction  u' 
définie  par  l'égalité 

ll(X,,  X.,,   . . .,  2-„,  ;)  =  o, 

les  équations  transformées  ne  dépendent  plus  explicitement  de  la 
fonction  iv  elle-même.  Il  est  à  remarquer  de  plus  cpi'en  substi- 
tuant dans  les  équations  en  involution  (i)  les  valeurs 

(jTj  désignant  - —  et  q  la  dérivée  -— .  les  équations  obtenues  res- 
tent encore  en  involution,  car  on  a 

les  expressions  accentuées  représentant  les  résultats  de  notre 
substitution  effectuée  sur  les  fonctions  correspondantes  privées 
d'accent.  Nous  n'étudierons  que  des  fonctions  u-,  dont  la  dé- 
rivée fj  admet  une  valeur  finie,  distincte  de  zéro.  Dans  ces  cas, 
les  conditions  d'involulion  du  svslème  (i)  entraînent  comme  con- 
séquence immédiate  l'involution  du  système  transformé.  La  gé- 
néralité de  notre  problème  ne  serait  donc  pas  restreinte,  si  nous 
admettions  dès  ;i  présent  que  les   équations   étudiées   ne  conticn- 
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nent  plus  la  fonction  inconnue  cxpiicilenieiil.  Or,  dans  ce  ras,  les 
coefficients  du  s^-slème  (6)  ne  contenant  plus  z,  ses  2/i  — •  m  pre- 
mières éqnalions  forment  un  nouveau  système  aux  dillercnlieilcs 
totales,  indépendamment  de  la  dernière  é(]uation  (G).  Quanta 
celle-là,  son  intégrale  s'obtient  par  une  quadrature,  dès  que  les 
2«  —  m  premières  équations  (6)  sont  intégrées,  comme  c'est 
aussi  indiqué  dans  ma  JNote  citée  des  Comptes  rendus.  Ce  point 

de  vue  admis,  les  dérivées  - — -  sont  idenliquemcnt  nidles,  et  il 
viendra  la  formule 

U,.  =  U2 

que  l'on  pourrait  aussi  déduire  de  la  formule  (8),  en  y  posant  la 
différentielle  dW  égale  à  zéro. 

Pour  fixer  les  idées,  nous  bornerons  nos  considérations  à  un 
domaine  où  les  fonctions  F,,  Fo,  .  .  .,  F,„  sont  liolomorplies  rela- 
tivement à  toutes  les  variables  ,r,  s  et^,  envisagées  comme  indé- 
pendantes. Dans  ces  conditions,  quelles  que  soient  les  équa- 
tions (i),  qu'elles  renferment  la  fonction  ;  explicitement  ou  non, 
les  fonctions  Uc  s'annulent  ou  bien  diffèrent  de  zéro  en  même 
temps  que  leurs  valeurs  initiales  U°.  Notre  problème  revient  donc 
à  examiner  ces  dernières  quantités. 

Introduisons  comme  constantes  arbitraires  les  valeurs  initiales 
a,-,  bi,  b  des  variables  corFespondantes 

!•  =  ! 

en  présentant  les  équations  (  j)  sous  la  forme  nouvelle 

(-  =  9  (■'"!,  ■''2,  ■  . .,  a-„,,  n,,  rtj,  ....  «„_„,,  b,bx.  b«.  ....  /i  „_,„), 
p,  =  <Çs(^ ù„_,„), 

I  X,n+i  =  W,(t,,    ,  O,,-,,,  ), 

\  i  =  1 ,  2,  .  . . ,  «,         i  =  i,  ■?.,...,  Il  —  1)1. 

Evidemmcnl  les  /i  —  m  dernières  équations  sont  résolubles 
par  rapport  à  «,,  «j,  .  .  .,  «„_„„  et  l'on  a  les  identités  suivantes  : 

Par  conséquent  le  résultat  de  l'élimination  des  constantes  «/  de 
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la  première  équation  (9),  en  vertu  des  n  —  m  dernières,  est  uno 
intégrale  complète  du  système  (i). 

Supposons  que  nous  avons  les  équations  (c))  dans  Fliypothèsc 

b  =  Z'>. 

Si,  dans  ce  cas,  les  n  —  m  dernières  équations  (9)  étaient  réso- 
lubles par  rapport  à  b,,  6>,  ....  Z;„_„,,  alors  leur  élimination 
de  la  première  équation  fournirait  de  même  une  des  intégrales 
complètes  en  question. 

Enfin,  soit 

la  somme  étant  étendue  aux  indices  i  des  valeurs  /j,  par  rapport 
auxquelles  les  n  —  ni  dernières  équations  (9)  sont  résolubles.  On 
trouve  encore  une  des  intégrales  requises  dans  ce  cas,  en  éliminaut 
de  la  première  équation  (g)  les  valeurs  indiquées  6,-  et  les  a^^,  cor- 
respondant à  [J.^/,  définies  par  les  n  —  m  dernières  équations  (9). 

Nous  retrouvons  ainsi  les  intégrales  complètes  du  système  (1). 
Pour  établir  cette  méthode  nous  avons  considéré  une  certaine  so- 
lution particulière  (5)  ou  (9)  du  système  (6).  Nous  pourrions 
particulariser  encore  davantage  le  caractère  de  cette  intégrale, 
afin  d'en  tirer  des  solutions  du  système  (i)  satisfaisant  aux  condi- 
tions spéciales. 

Prenons,  par  exemple,  l'intégrale  (5)  sous  la  forme  suivanlo  : 

:        -  =  '-i  (xi.  j"»,  . . .,  jc,n,  .T?„H-i,  . . .,  -r°,  -", />?„+],  ..../>;;), 
,    -  />.  =  -f , fx, p?.), 

1  .r„,+,  =  w, (  J-| /'„  ), 


.•;  =  I ,  : 


et  supposons  de  plus  les  constantes  arbitraires  liées  par  n  —  m  +  \ 

relations 

1  .  à^o 


(>0 


j  =  I,  1,  ....  n  —  »(, 


en  désignant  par  0»  l'expression  de  la  fonction  (rf{x, ,  .r^, . .    ,  x„) 
pour  les  valeurs  initiales  .ri,  .rj,  ....  .r,')  de  ses  variables.  D'ail- 
leurs il  va    sans   dire   que  la  fonction  8  doit  jouir  de  la  propriété 
XXIV.  7 
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de  représenter  par  les  formules  (i  i)  les  valeurs  z" .  p",,^,  apparle- 
nanl  au  domaine  considéré.  Les  équations  (lo)  et  (i  i)  nous  don- 
nent 

(i  =  Ci'  (  .r, .  .rj.  . .  . ,  .r,„ ,  .r,",,  ^ , ,  .r^, , , .  ....  .rj  ), 
/'s  =  'f.;(3-i :-r,1), 

I  X,n^i  =  W,(.»-l,    ,  ^X  ), 

'  S  =  1 ,  ? /( .  1  =  1.2 n  —  m, 

par  l'élimination  des  :;", />°,^,.  Evidemment  les  n — m  dernières 
équations  sont  résolubles  par  rapport  à  a*",^,,  .r",^.,,  .  .  .,  ^^,  car 
les  fonctions  w,-  deviennent  identiques  à  o:",^,-  pour  les  valeurs  ini- 
tiales x'\,  J*",  .  .  .,  a;",,  les  quantités  ^",^.,,  s", /)J,+,  étant  prises 
arbitrairement  dans  le  domaine  considéré.  Par  conséquent,  le  dé- 
terminant fonctionnel 


devient  égal  à  i  pour  les  valeurs  initiales  a-",  o"",  .  .  .,  .r",.  Enfin, 
toutes  les  fonctions 

l  jj,^,,         1  =  1.2 n  —  m 

sont  identiques  à  zéro,  en  vertu  des  relations  (i  i).  Donc  en  éli- 
minant A"°„^,,  ■î'mi^M  •••,  -^^  de  la  première  équation  (12),  en 
vertu  des  n  ■ —  m  dernières,  on  obtient  une  solution  des  équa- 
tions (i). 

C'est  une  inli'grale  de  Cauchy.  En  cfTet,  désignant  par 

ce  que  devient  la  fonction  0,  quand  on  y  substitue  les  valeurs  ini- 
tiales .r°,  .7-",  .  . . ,  ./•",,  il  est  alors  évident  que,  pour  ces  dernières 

valeurs,    l'intéffrale    obtenue    z,    ainsi    que   ses   dérivées   '^— ^ 

dz  dz       ,      ■  ,     .  ,      ,       . 
.,  ...,  -- — ,  deviennent  realivement  égales  a 

d.r„,+.2  dx„  ° 

e  I  .r,„+,,  .r„,-^2,  .  .  .,  ar„i 

et  à  ses  dérivées  premières  par  rapport  à  a:„,^., ,  .Tm-^.2i  •  •  -,  ^h- 
On  pourrait  insister  sur  les  formules  (10),  en  leur  joignant  des 


-  95  - 
conditions  complémentaires  pour  généraliser,  sur  le  cas  qui  nous 
occupe,  les  considérations  de  Caucliy  ('),  en  évitant  cependant 
les  objections  auxquelles  est  sujette  sa  méthode,  objections  qui 
ont  conduit  à  l'introduction  des  notions  de  S.  Lie  sur  les  inté- 
grales des  équations  aux  dérivées  partielles.  Or  toutes  les  solu- 
tions que  l'on  pourrait  en  avoir  s'obtiennent  aussi  en  partant 
d'une  intégrale  complète.  Cette  assertion  pourrait  être  évidem- 
ment admise,  a  priori,  d'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  mais  il  est 
aussi  aisé  de  la  démontrer  rigoureusement,  comme  l'avait  fait 
Jacobi  (-)  pour  une  équation  unique. 


SUR  UNE  MANIÈRE  DE  REPRÉSENTER  GÉOMÉTRIQUEMENT  UN  SYSTÈME 
DE  TROIS  VARIABLES  COMPLEXES; 

Par  M,   LiioN  Altonive. 


N  variables  complexes  sont  toujours  assimilables  aux  N  coor- 
données d'un  point  X  dans  un  espace  Jl,  à  N  dimensions  com- 
plexes. Comme  X  dépend  de  2N  paramètres  réels,  X  peut  être 
représenté,  dans  un  espace  réel  R  à  ?V  dimensions,  par  nn  couplet. 
de  deux  points  .r  et  x' .  Il  est  loisible  d'employer  dans  R  les  coor- 
données homogènes 

X„        y  =  1,7.,...,     N-H-. 
et  la  dualité. 

Une  variété  de  tK  à  m  dimensions  complexes,  fournie  par 
N  —  m  équations  entre  les  \j,  est  représentée  dans  R  par  une 
variété  Mo,,,  de  co-'"  couples  H. 

Dans  la  présente  Note,  je  cherche  à  préciser  ces  théories,  dans 
le  casN=.'î,  où  R  est  l'espace  ordinaire  à  liois  dimensions. 
J'emploie  surtout  les  couples  E  où  le  point  x'  est  à  l'inlini. 

Après  avoir,  dans  le  Chapitre  I,  introduit  les  couples,  je  con- 
struis, dans  le  Chapitre  H,  les  variétés  M,  etM2  qui  représentent 


(')  Exercices  d'Analyse  et  de  Physique  maflH'iiialiqiie.  t.  II.  p.  238;  iS(i 
(')  Gesammelle  Wcrke.  BrI  V.  S.  397.  n"  l. 
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dans  R  le  plan  (el,  |)ar  dualité,  le  point)  et  la  droite  de  l'espace 
imaginaire  A. 

Dans  le  couple  S  des  deux  points  a:  et  x',  je  distingue  le  sup- 
port, qui  est  la  droite  xx',  un  point  modulaire  Z  et  trois  angles 
arguments  to,  tp  el  i. 

Le  modulaire  î^  et  les  arguments  (o,  a  et  •!/  s'introduisent 
d'une  façon  projective  et  géométrique  (considération  d'un  certain 
système  de  quadriques,  autopolaires  par  rapport  au  tétraèdre  de 
référence),  qui  est  analogue  à  celle  du  module  el  de  l'argument, 
pour  la  variable  imaginaire  unique. 

Après  avoir,  au  Chapitre  III,  établi  les  propriétés  du  modulaire 
et  des  arguments,  je  construis,  au  Chapilre  IV,  le  point  imagi- 
naire X,  ou  le  couple  S,  qui  admet  des  arguments  el  un  modu- 
laire donnés. 

On  a  à  considérer  des  intersections  de  complexes  et  de  con- 
gruences  de  droites,  ainsi  qu'une  certaine  surface  réglée  àvi  qua- 
trième degré. 

J'interprète  aussi  très  simplement  la  substilulion  linéaire  qua- 
ternaire canonique 

S  =  |\,         \je<%\         y  =  1,2,  3,  4. 

où  les  angles  B  sont  constants.  S  ne  modifie  pas  le  modulaire;  elle 
peut  être  envisagée  comme  une  généralisation  de  la  rotation  au  tour 
de  l'origine  des  coordonnées,  rotation  qui  représente  la  substi- 
tution canonique 

I  I  le'^  I 

pour  la  variable  complexe  unique  /  dans  la  conception  haliiluelle 
des  imaginaires. 

Dans  un  Travail  ultérieur,  j'espère  arriver  à  représenter  de 
niéme  la  S  générale  à  coefficients  complexes 


S  =  |>;y  ^^'^{"J'^- 


ih: 


(tjk,bjk— rétU;         /  =  j/— i  ;        y,  X- =  i,  2,  3.  4. 

On  laisse  entièrement  de  côté  le  cas  IN  ^  2.  Le  lecteur  le  réta- 
blirait sans  peine.  Toutes  les  théories  subsistent  avec  de  très  no- 
tables simplifications. 


11  ne  serait  pas  non  plus  tlilTicilc  d'inlioduirc  Ips  modulaires  et 
les  arguments  dans  le  cas  N  >  .5. 


CHAPITRE  1. 

COORDONNÉES    IIOMOliÉNKS   CO.MPI.KXES. 

I"   Soient,  dans  un  espace  réel  à  trois  dimensions  R. 

rpiatre  quantités  réelles,  coordonnées  homogènes  d'un  point  x. 
La  position  de  x  dans  R  dépend  seulement  des  quotients 

Xj  :  xi;       (■/>=!,  1.  3.  'i  ;  k  ^y). 

F'our  déterminer  les  valeurs  absolues  des  .ry,  on  prendra  ([ualre 
constantes  numériques  réelles  Cj  et  l'on  écrira 


.2;''-'=2 


=  y  ex  =  I. 


Dès  lors,  si  x  a  ses  coordonnées  proportionnelles  à  quatre  quan- 
tités /y,  on  écrira 

xj=tjl-\         t<,=^el. 

2"  l'oui-  le  plan  e,  X*^'  ^  '^i  '•'*  '"èglc  conduirait  à  attribuer  à 
un  point  x'  de  e  des  coordonnées  infinies.  Aussi  e  se  nomme-t-il 
plan  de  l'infini. 

J'agirai  un  peu  autrement.  Si  .r',  situé  sur  e,  a  ses  coordon- 
nées x'j  proportionnelles  à  quatre  quantités  connues  /;,  j'écrirai, 
pour  fixer  la  valeur  absolue  des  x'j, 

_i 

Les  .rejouent  ainsi  un  rôle  analogue  à  celui  des  cosinus  direc- 
teurs dans  la  Géométrie  métrique  ordinaire. 

IJ"   Un   plan   //  de   R  aura  de  même  ses  quatre  coordonnées  ho- 
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niogènes  Uj  liées  par  la  relation  "u  =  ^^>  ">=  7  gn  =^  '  •  l^es  gj 

i 
seront  f|ualre  conslanles  niiinéri(|ues  arbitraires.  Le  point  g,  de 
coordonnées  gj,  sera  le  point  de  l'infini.  Un  plan  it'  passant  par  »• 
aura  encore  la  valeur  absolue  de  ses  coordonnées  Uj  donnée  par 

la  condition  7  m'-=i. 

•i"   (lonsidéroiis    maintenant  quatre    quantités    complexes   X,, 
liées  par  la  relation  X„^  N  e\  =  i ,  les  ey  étant  les  mêmes  qu'au  I". 

.le  dirai  que  les  Xy  sont  les  coordonnées  honiosènes  d'un  point 
imaginaire^,  dans  un  espace  imaginaire  A,  à  trois  dimensions 
imaginaires  ou  à  six  dimensions  réelles. 

Posons  Xy  =  îy4-  '  '.y.  '  =  \  —  '  ■  On  aura,  par  hypothèse, 

I  =  Xo  =  ^0  ^"  '  ^o>         d'où         t„  =  i,-/;o=o. 

Ainsi,  les  çy  sont  les  coordonnées  xj  d'un  point  .r  de  l'espace  R  ; 
dans  le  même  espace  R,  les  Y^y  sont  proportionnelles  aux  coor- 
données x'j  d'un  point  .r'  situé  dans  le  plan  de  l'infini  e  C^").  On 
écrira  donc  "oy^  rj  x'-  et  Xy:=  -^y+  iy  x'j. 

Les  six  paramètres  dont  dépend  le  point  imaginaire  X  sont  : 

Les  quatre  quantités  xy,  liées  par  ^e.r=  i  et  équivalentes  à 
trois  paramètres; 

Les  quatre  quantités  x':  liées  par  les  deux  relations 


V 


x'-  =  I 


et  équivalentes  à  deux  paramclres; 
Le  paramètre  t. 

La  droite  xx'  ou  D  se  nommera  le  support  du  point  imagi- 
naire X. 

5°  Les  six  coordonnées  homogènes  de  D  sont  les  six  détermi- 
nants (xx')j/,=  .Vjx'^  —x/iX'j.  Le  point  X  dépend  seulement  des 
rapports 

\j  _  xj-h  izx'j        XjXk  —  i-x'j  x\-\-  iT(xx'  U/ 

'  -^A       x/,~i3xl  xl-i-^'x):' 
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On  écrira  souvent  aussi  (_/"/»  pour  la  cooidoiiiit'c  i  .r.r' ),<^  du 
support. 

On  peut  dire  aussi  que  les  six  paramètres  réels  dont  dépend  X 
sont  : 

Les  quatre  paramètres  qui  définissenl  le  support  D; 
Un  paramètre  qui  définit  la  position  de  x  sur  D: 
Le  paramètre  t. 

La  figure  de  l'espace  réel  R  définie  par  D,  x,  x\  s  se  nommera 
le  couple  î,  qui  représente,  dans  l'espace  réel  R,  le  point  X  de 
l'espace  imaginaire  A. 

6°  Si  un  point  y  est  sur  D,  on  a.  yj^=  xj-^'i.x':  et  l'on  dira 
que  A  est  la  distance  du  point  j'  an  point  .r.  Si  le  paramètre  réel), 
prend  la  valeur  complexe  ît,  y  est  précisément  X.  On  pourra 
dire  que  t  est  le  quotient  par  i  de  la  distance  de  \  à  x.  Cela 
donne  la  signification  géométrique  de  t.  Je  nommerai  t  diamètre 
du  couple  H.  Les  couples  de  diamètre  nul  représentent  des 
points  X  dégénérés  en  points  réels;  il  en  est  de  même  pour  les 
couples  dont  le  support  D  est  indéterminé,  x  étant  venu  en  ./;'. 

7°  Pareillement,  un  [dan  imaginaire  U  de  l'espace  .1  aura  pour 
coordonnées  les  quatre  quantités  (3") 

Lj=  Uj-i-  i-ii'j-.        ('o=i;        t<ô  =  7/t'-—  I  =  o 

et  sera  représenté  par  le  roupie  H  de  l'espace  réel  R,  figure  définie 
par  les  deux  plans  u  et  u',  par  leur  intersection  (support  du 
couple  )  et  par  le  diamètre  t. 

8"  En  général,  les  raisonnements  géométriques  dans  l'espace  <'R 
ne  fourniront  pas  les  coordonnées  Xy  ou  le  point  X,  mais  seule- 
ment quatre  quantités  ^j-h  ii\j  proportionnelles  aux  Xy.  Comment 
construirons-nous  le  couple  Z? 

On  posera  pXy=;  ^j-r-  ir.j,  d'où  p  ^  ;o+  ''loi 

Y    _  ;>-'-  ".y  _  ijU  -+■  ''ij'^.o-^  t"(V;o—  ^/^lO^ 

;u  -f-   f  ^,(\  5o  ^^  'lO 
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Les  poiûls  j-  el  z,  donl  les  coordonnées  sont  iy;,,'  et   'lyAô''  s*^"' 
sur  le  support  D. 

9°  Prenons  sur  une  droite  quelconque  D'  de  l'espace  II  deux 
points  quelconques  y  et  3.  Quel  sera  le  point  \  dont  les  coor- 
données sont  proportionnelles  à  ly-H  izj  '? 

Il  suflil,  dans  le  calcul  du  fc.°,  de  faire  ;n='io^i7  ?y=JV' 
Y,y  =  ;,.  11  viendra 


Ainsi  X  est  aussi  représenté  par  deux  points  y  et  :  de  t'es- 
pace R,  ce  qui  équivaut  encore  à  six  paramètres. 

Nous  pourrons  jiarler  de  couples  z}-  dont  aucun  point  n'est  sur 
le  plan  de  l'infini  e.  La  droite  qui  joint  les  deux  points  du  couple 
en  est  le  support. 

Les  /brmules  (  i)  donnent  aussi 


Sur  le  support,  les  deux  points  y  el  z  sont  harmoniquement 
placés  par  rapport  à  .r  el  à  a;',  les  deux  points  du  couple  î.  En 
attribuant  au  mot  distance  le  sens  expliqué  au  6",  on  peut  dire 
que  X  est  le  milieu  du  segment  yz  et  que  le  diamètre  u  du 
couple  Z  est  la  demi-longueur  du  segment j-;. 

10°  En  résumé,  on  représente  tous  les  points  X  de  l'espace  ttl, 
en  réunissant  deux  à  deux  dans  un  même  couple  les  divers  points 
de  l'espace  R.  Si  les  deux  points  d'un  même  couple  coïncident, 
X  dégénère  eu  un  point  réel,  le  support  devenant  indéterminé. 

1 1"   La  formule 
(0  a.r'  =  5£=2V 


du  9"  permet  de  (aire  entrer  le  facteur  a-  dans  x'j.  Dorénavant,  le 
couple  yz  étant  connu,  j'écrirai  simplement 

Xy  =  .rj  -{-  ix'j, 

où   les   valeurs    absolues   des   x":  né  seront  plus  définies   par  la 
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règle  ^'"^  1  donnée  au  !2",  mais  par  la  foinuilc  i  i)  ci-dossiis. 

l'ar  conlre,  pour  délerniiner  complètement  les  couples,  il 
faudra  donner  non  seulement  la  position  de  x'  sur  le  plan  do  l'in- 
(ini,  mais  encore  la  valeur  absolue  des  x'j. 

Dans  la  formule  (i)  ci-dessus,  le  segment  yz  a 

I   pour  (Iciui-longiieur,  le  diamètre  t  du  couple  ï, 

<   pour  cosinus  directeurs,  les  x'j, 

'   pour  composantes,  les  différences  Zj — Vj, 

en  empruntant  le  langage  de  la  Géométrie  métrique  et  ordinaire. 
Ecrire 

\j  —  .Tj-i-  i.r'j  au  lieu  do  \y  =  .ry-t   i^.r'^, 

c'est  représenter  par  .r'  non  plus  le  cosinus  directeur,  mais  la  ccini- 
posante  du  demi-segment  y:. 

l'i"  Pareillement,  le  pian  imaginaire  U  aura  pour  coordonnées 

l  y  =   "y"*"  '"y ' 

à  condition  de  connaître  non  seulement  la  position  du  plan  u' 
autour  du  point  g-  de  l'iulini  (3°),  mais  encore  les  valeurs  abso- 
lues des  «  . 

CHAPITRE  H. 

P1,\N,    POINT,    DROITK    COMlM.liXKS. 

13°  Le  point  imaginaire  X  de  Tespace  iîl  dépend  de  trois  para- 
mètres complexes  ou  de  six  paramètres  réels,  qui  sont  ceux  du 
couple  représentatif  S  dans  l'espace  réel  R.  L'étjuation 

F(X)  =  ImX,  ...,  \;)  =  o 

d'une  surface  S  dans  A  équivaut  donc  pour  21  à  deux  relations. 
S  est  représentée  dans  R  par  une  niullipliciti'  de  ao'  couples  Mj. 
r>a  coarbr  T 

IM  \  I  =:   1"|(X  1  =o 

de  iK  est  représentée  dans  R  par  une  multiplicité  M^  de  ac^  couples. 
Enfin,  les  trois  équations  F(  \  )  =^  F,  ( A  )  =  I'\(\)  =  o  four- 
nissent, en  général,  un  nombre  lini  découplés. 


—   102  — 
Je  vais  conslruire  M,  el  IM^  lorsque  la  figure  de  ,ft  esl  : 

un  plan  U 

F(\  )  =  \  LyXy  =  o,        Ly=consl.; 
/ 
un  ))oinl  X 

4>(U)  =  VXyUy,       \y=const.; 
/ 
une  droite,  inlerseclion  de  deux  plans  U  el  V  donnés,  ou  jonction 
des  deux  points  X  el  ^  donnés. 

14°  Soient  donc  un  plan  U,  de  coordonnées 

Uy  =  "y-^  iu'j, 

donné  el  un  point  variable  X,  de  coordonnées  X,=  .ry 4- 'x'-  Il 
faut  exprimer  que  X  est  sur  U,  autrement  dit  que  ^UX  =:  o.  Il 
vient 

^UX  =  ^J  II  -"-  iu')  (t  -r-  i.r')  =  ^"^  —  \  M'j;'-r-  i  ]  ^(t'j:  -h  ^  iix'  ; 

et 

(i)  ^^ux  =  ^^ii'x',  ^^u'x  -^y  ux' =^o. 

Il  s'agit  d'interpréter  géométriquement  ces  relations. 

lo"  Nommons  A  la  droite  réelle  de  l'espace  R  intersection  des 
deux  j)lans  réels  donnés  u  et  ii'.  Le  plan  mobile  m+jam',  de 
coordonnées  uj-{-  ii^Uj,  tournant,  pour  \x  variable,  autour  de  A, 
découpe  sur  le  support  D  de  X  une  suite  projective  de  points 
X  4-  ^^x',  de  coordonnées  Xj-{-  \xj. 

On  aura  a  ==  .nA)=  .'  "^  ,:  les  coefficients  a,  b,  r,  d  sont 
faciles  à  obtenir.  Il  vient 

o  =^(a;  —  Àa-')  (  K-h  [jim' )  =  \  Kj- -4- X  7  ux-^iiy  ii'.r  —  "/.  }x^^  ti'x'  : 

d'où 

—  Xy    Hx' —  ^   MJ 

Il  =  • 

A  7  II  X  -T-  yii  X 
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et 

a=—^ux,         6=_^„^_         c=V«a:',        rf  =  VM>. 

Le, déterminant  ad  —  bc  de  la  substitution  linéaire  fraction- 
naire ^est 

^  K.r  V  „y_  V  ux^^iix  =  V(xx'  )y<.(  uu')jk, 

( J:^' )jk  =  -rj t\-  —  j-A -l'j y ,  X  =  1 .  2 ,  3 .  4 ,  y  ^  X". 

ad  —  bc  est  le  moment  mutuel  des  deux  droites  D  et  A.  Nous  ad- 
mettrons que  ce  moment  est  y£  o. 

16"  Les  relations  (i)  du  14"  s'écrivent 
(2)  6  —  c  =  rt  —  rf=  o 

et  expriment  que  /=  -C(0»  —  '  =  -C( —  0- 

L'équation  fondamentale  quadratique  relative  à  la  substitution  4^ 
a  pour  racines  /  et  —  /.  Cela  est  conforme  au  io",  puisque  le 
plan  U,  c'est-à-dire  u  -f-  iii' ,  découpe  sur  le  support  D  précisé- 
ment le  point  X,  ou  a'  -H  ix' . 

Il  viendra,  sous  le  bénéfice  des  (2), 


b 

V-      -"vl-^)-       ^ 

a 

f'osons 

On  a 

-—tango,         À  =  tangA.         a  =  tan'riM. 

,,         taneA  -\-  tangO                  .  .        „ 

tangM  =  2 ; 2_^  =  tang(A  -!-  8  (, 

*'           I  — tangAlangS             "^ 

M  -  A  =  8. 

La  /?o-.  I,  où  l'on  a  supposé  la  droite  A  perpendiculaire  au  plan 
du  papier  et  les  plans,  passant  par  A,  vus  par  la  tranche,  donne  la 
disposition  des  divers  plans  it+'xu'  et  points  .r -l- À.r'  remar- 
quables. 

Cette  figure  résout  les  problèmes  relatifs  à  la  construction  d'un 
couple  ï,  situé  sur  la  multiplicité  M,,  qui  représente  le  pl:m  Com- 
plexe U. 


-   iOi 


17"  Construire  3.  connaissant  x' .  —   x'  esl  sur  le  jilaii 
u  —  Il  tang  (  ~  -^  ^  ) 


/  J-'    Il  -T-  Mtang/  ""  —  '*)     =  ".         taiigO  = 


2' 


L'angle  f)  est  connu  dès  qu'on  possède,  non  pas  même  les  coor- 
Fig.  1. 


données  absolues  de  a;',  mais  la  position  de  x'  sur  le  plan  e  de  Tin- 
fini.  Connaissant  6,  on  aura  le  plan  u  -\-  u'  tangO  et  x  sera  quel- 
conque dans  ce  plan.  Les  oo-  points  x'  de  e,  combinés  aux 
lyi-  points  du  plan  ;<-)-«/ lang?,  fournissent  les  oo*  couples  H 
de  AL. 

Construire  Z  connaissant  x.  —  On  obtient  immédiatement, 
combinant  x  avec  A,  le  plan  u  -\-  u'  tangS  et  l'angle  fi,  ainsi  que  le 


plan  u 


Oj.  Ce  dernier  plan  coupe  e  suivant  une 


droite  x'  sur  laquelle  x'  est  quelconque.  Les  cc^  points  x  de  l'es- 
pace R  et  les  00  points  j"'de  la  droite  x'  fournissent  I  es  oc 'cou  pies  Z. 
x'  une  fois  choisi  sur  x' ,  on  déterminera  les  valeurs  absolues  des  x'j 
par  la  relation  J'y=  Xj+  \xj=  Xj —  x':  tango,  qui  exprime  ([ue 
le  point  j'  est  sur  le  plan  u.  D'ailleurs  )■  est  donné  par  l'intersec- 
lion  de  if  avec  le  support. 

Construire  Z  connaissant  le  support  ï).  —  D  perce  le  plan  c  de 
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l'inlini  en  x'.  On  obliendra  ^,  x  comme  au  premier  problème 
sans  avoir  besoin  de  connaître  les  valeurs  absolues  des  x'j.  Ces 
dernières  s'obtiendront,  grâce  au  point  r,  comme  au  second  pro- 
blème. Les  oc'  droites  de  l'espace  R  sont  les  supports  des 
oc'  couples  E  de  M.,. 

18"  On  construira  par  des  procédés  analogues  (dualité)  les 
oo'  couples  H  qui  représentent  les  ce-  plans  comjilexes  U  qui 
passent  par  un  point  X  donné. 

19"  Passons  maintenant  à  la  niulli])licité  Mo  de  II,  lieu  des 
00-  couples  E,  qui  représentent  les  oo  points  X  de  la  droite  inter- 
section des  deux  plans  U,  ou  ii  -\-  iii' ,  et  V,  ou  t'  -t-  j'c'. 

Nommons  A,  et  A^  les  deux  droites  intersections  de  ii  avec  u' 

ou  de  r  avec  r';  on  pose  «(/)  =:^«y/y,  etc., 
tj  =  coordonnée  courante. 

Les  points  x  -H  'kx'  du  support  D  déterminent,  avec  A,  el  X-,  res- 
pectivement, les  faisceaux  projectifs  des  plans  mobiles  /<-t-a«' 
et  (•  +  V»''.  Si  l'on  pose 

X  =  tang.V,         (ji=tangi\l.         v  =  langN, 

on  aura  (  16°) 

M  —  A  =  6.         N  —  A  =  'f ,         M  —  \  =  0  -  -  o, 

où  les  angles  fJ  et  -o  ne  dépendent  plus  de  .V.  Or  on  a 

"  '  u(t}  °  l'C) 

I  étant  le  pniiil  e-ciurant  sur  le  support,  lùisiiitcî 

langM  —  tangN  ]'<  t) 


lang(G  —  o)  =  lang(M  —  >  )  r= 


H-  tangM  tangN        Qw) 


u{i)    ,     r(0 

u'{t)    '    v'jt)        v(t)ti'(t)  —  u{t)v'(t) 


u(t)    v(t)         u(t)v(t)-^ii'(t)v'{t) 

■      U'(l)'i'\l) 

Un   poinl  quelconque   /   du  support   1)  est  sur   la   quadrique   s, 


-  lOfi  - 

!'(/)  —  KO(<)  =  o,  mobile  avec  K  du  faisceau  S.  D  est  une  gént'- 
ralrice  de  s. 

20°  s  passe  par  quatre  droites  fixes  :  A,,  A,,  et,  algébrique- 
ment parlant, 

iC —  iu  =  v' —  jV  =  o,         k'+  iu  —  t'-i-  iv  =  o. 

Cette  condition  détermine  le  faisceau  S,  car  elle  définit  une  qua- 
drique  5,  précisément  au  paramètre  R  =  tang(Q  —  '^)  près.  Les 
00  génératrices  de  chacune  des  co  quadriques  s  constituent  une 
congruence  G.  En  vertu  de  ce  qui  précède  :  sont  situés  sur  la 
congruence  G,  les  ce-  supports  D  des  couples  S  de  la  multipli- 
cité Mo. 

21°  Nommons  sur  i  : 

premier  système  de  génératrices,  celui  auquel  appartiennent  A, 

et  Aj; 
second  système,  celui  des  génératrices  qui  rencontrent  A,  et  A^. 

Les  supports  D  appartiendront  au  premier  système. 

Cela  permet  de  construire  les  supports  D  :  prenons  un  point 
quelconque  z  de  R;  par  z  passe  une  quadrique  5;,  de  S,  qui  se 
trouve  ainsi  connue;  D  est  la  génératrice  du  premier  système, 

issue  de  z  sur  .?;. 

22°  Les  considérations  précédentes  permettent  de  construire 
les  00-  couples  Z  de  Mo. 

Les  supports  s'obtiennent  comme  il  vient  d'être  expliqué. 

Un  support  D,  pris  comme  il  convient,  sur  la  congruence  C, 
perce  le  plan  e  de  l'infini  en  un  point  .r',  dont  se  trouve  connue 
la  position  sure,  mais  non  les  coordonnées  absolues. 

La  construction  de  .r  s'achèvera,  au  moyen  de  la  droite  A| 
ou  Aj,  comme  au  premier  problème  du  17".  D  perce  le  plan  u  par 
exemple  en  un  point  :;,  qui  se  trouve  ainsi  connu.  Eu  égard  à  z, 
on  déterminera  comme  au  deuxième  problème  du  17°  les  valeurs 
absolues  des  ,/•'■.  S  sera  ainsi  complètement  construit. 

23°  Exprimons,  comme  au  i  i'\  que  le  point  X,  ou  .r  -f-  ij:',  est 
situé  sur  chacun  des  deux  plans  U,  ou  //  -i-  '"'.  et  V.  ou  c  +  iv'. 
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On  aura 


Éliminons  les  x'j  entre  ces  quatre  relations  cl  une  cinquiènit 

\  ex'=  o, 

qui  exprime  que  x'  est  sur  le  plan  de  l'infini. 
On  aura 

u\     II.,     u\     ti'.^     —  >  (/  j 

«1  II-,  II3  II;  ^    II'  .1 

»''i       ''î       '•';•       '-'i       —y]''-' 

'•1         '-2         1-3         '-i  V     • 


e,       e,       (?i 


Quand  x'  parcourt  e,  x  est  situé  sur  un  plan  P  dont  l'équation 
vient  d'être  écrite. 

P  ne  dépend  que  des  cinq  plans  u,  u' ,  r,  i',  e. 

CHAPITRE  III. 


MOnit.VniK    KT    ARGUMENTS. 


"lï"  Sur  le  support  D,  lieu  des  points  x  -f-  \x' ,  pour  À  variable, 
l'équation  obtenue  en  annulant  un  pol  vnome /(  À),  de  degré  ^r, 
fournit  (7  points  réels  ou  imaginaires.  Si,  pour  q^zo.,  on  prend 
y(A)  =  /-+',  on  a  les  deux  points  x  +  ix'  et  x  —  ix\  c'est-à- 
dire  X  et  son  conjugué  X'''.  Si,  dans  l'équation  -.1., 

A,  ).--f-  2.V2À  -^  A3=  o, 

on  a  Ai-+- A3  =  o,  c'est  que  (en  vertu  de  théories  classiques  sur 
les  formes  quadratiques  binaires)  les  deux  points  fournis  par  .\- 
sont  harnionifjueincnl  plarrs  par  rapport  à  \  ri  X"'. 
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Je  dirai,  pour  abréger,  que  les  deux  j)oinls  fournis  [)ar  ,1,  soiil 
sYmélriques  et'  qu'une  quadrique  qui  passe  par  ces  deux  poinls 
coupe  symétriguement  le  support  D. 

25"  Considérons  le  système  C>V^  des  x^  quadriques  M 

o  =  \^lxl-:         [jiy=  païainètre;         ;y=  coordonnée  courante. 

011  sera,  par  rapport  au  tétraèdre  de  référence  G,  autopolaire; 
autrement  dit,  chaque  quadrique  M  aura  pour  pôle  et  plan  po- 
laire correspondants  un  sommet  et  la  face  opposée  de  (T.  Celte 
propriété  suffit  pour  définir  le  système  STl. 

Je  désignerai  par  Ma  une  quadrique  M  qui  passe  par  le  point  a 
de  l'espace.  11  y  aura  oc-  quadriques  1M„,  et  ce  quadriques  M„a 
qui  passent  aussi  parle  point  b. 

Les  co  quadriques  ÎM„a  passent  par  une  même  biquadratique 
gauche  G„t,,  dont  les  équations  seront 

O    =\^U./2=   >    u'/2  — Y  iirt2  =  \    ti.t?=N    tjL'a^  =\    ■/(/-. 

ou,  plus  siiuplenient. 

tj^=  Oj-T-  p6y,         p  =  païamclie  variable. 

Enfin,  il  y  aura  une  seule  quadrique  M„i,c,  sauf  situation  parti- 
culière des  trois  points  a,  b  et  c. 

Il  y  aura  ce*  (autant  que  de  droites  dans  l'espace)  biquadra- 
liques  G,  puisque,  pour  t'j=yj,  chacune  des  quadriques  M,  dont 
il  y  a  co'  en  tout,  devient  un  plan. 

Enfin,  une  quadrique  M  sera  complètement  déterminée  par  la 
condition  d'admettre  pour  génératrice  une  droite  donnée  tO  de 
l'espace. 

Si  lO  est  la  droite  des  deux  points/)  et  q,  l'équation  en  3- 

doit  être  une  identité  et  les  ia  sont  déterminés  par  les  relations 
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26"  Soil  inalnlcnanl  une  droilc  D,  siipporl  irun  couple  Z  cl 
lieu,  pour  A  variable,  du  point  a:  -{-  \x.  Une  c|uaclil(|ue  M  coupe  I) 
en  deux  points  donnés  par  l'équation  tl» 

o  =  \^fi(.r  ■+■  \x' )-  =  ^^ii.x-^  2à\  ;jtj-,r'4-  À-^;i.r'-. 

l'our  que  M  coupe  J)  syiiit'-nii/i/rnirnf  au  sens  du  !2i",  il  l'aul 
el  il  suffil  que 

o  =^  ,ux2  -+-^  ^l.r2  =^^(.£.2  -^  .c'i  ). 

Si  l'on  désigne  par  Zj  la  racine  carrée  positive  de  .rj'  + j'y-,  on 
voit  que  : 

Toutes  les  f/uin/nV/i/rs  M,  i/ui  coiipriil  I)  xrini'lriqiicinrnt, 
passenl  par  un  point  !^,  dont  les  coordonnées  ^y  sont  proportion- 
nelles aux  Zj. 

Les  Zj  seront  les  inoJulcx  du  coiqde  ï  et  ^  en  sera  le  (pointai 
modulaire. 

Les  modules  et  le  modulaire  qui  viennent  d'être  introduits  sont 
relatifs  au  tétraèdre  de  réCérence.  Mais  les  définitions  sont  pure- 
ment géométriques  et  Ion  peut  parler  des  modules  et  du  modu- 
laire d'un  couple  ï,  par  rapport  à  un  tétra(;dre  quelconque. 

27"  Parmi  les  diverses  quadriques  M  qui  coupent  symétrique- 
ment le  support  D  du  couple  ï,  figure  celle  pour  laquelle  D  est 
génératrice,  l'our  celle-là,  léfpiatioti  l,  du  20"  esl  uneidenlilé; 
on  a 

^'  ^'  ^^' 

et  la  condilioti  de  svrnélrie 

V[i(.rî-+-.r'î)  =  o 
est  satisfaite. 

Ainsi,  In  qundrique  M,  dont  D  est  iiénératriee.  passe  par  le 
modulaire  I^.  ^     . 

Supposons,  au  contraire,  le  modidaire  ^  donné.  D  sera  une  gé- 
nératrice   d'une    certaine    quadrl<|uc   M;  (-0°).    Il    y   a    x-    qua- 
XXIX.  *> 


—    110  - 

dii<liics  i\lç  cl,  sur  cliaciine,  oo  gt'-néraliiccs.  Ces  a:''  généralrices 
formeront  un  complexe  ©,  qui  sera  connu  dès  que  Ç  le  sera. 
Il  importe  d'étudier  ce  complexe  ©  d'un  peu  plus  près. 

28"  Reprenons  les  bi(juadratiques  G,,;,,  dont  il  y  a  oc',  du  2")". 
Il  y  aura  co-  biquadratiques  Gç  passant  par  Z,  et  chacune  compor- 
tera ce-  cordes.  .Je  dis  que  ces  dU-erses  cordes  son!  précisément 
les  droites  du  complexe  ©. 

Prenons  sur  ©  une  droite  D,  génératrice  d'une  certaine  qua- 
drique  M^,  laquelle  passe  par  Ç.  Une  autre  quadrique  Mç  est 
percée  par  D  en  deux  points  a  et  6,  qui  sont  sur  la  courbe  Gçai, 
intersection  de  M„  avec  Mç.  D  est  donc  une  corde  d'une  certaine 
courbe  G;;,  au  moins. 

Réciproquement,  considérons  une  courbe  Gç„j  et  une  corde  D' 
ou  ab  de  ladite  biquadrati(iue.  Le  système  'yn  des  qiiadriques  M 
contient  un  faisceau  de  co  quadri(jues,  toutes  passant  par  Gi;„i. 
Soit  M  la  quadrique  mobile  du  faisceau.  Achevons  de  fixer  M  en 
la  faisant  passer  par  un  troisième  point  c  de  D'.  M,  qui  passe  déjà 
par  !^,  passera  par  a,  b  et  c,  c'est-à-dire  admellr;i  D'  pour  généra- 
trice. La  corde  D'est  sur  le  complexe  03. 

Prenons  un  iioint  quelconque  y  de  l'espace,  l^es  deux  points_>- 
et  X,  définissent  une  courbe  G.  Un  plan  quelconque  \  passant 
par  y  coupe  G  en  quatre  poinU  J'j  .i'? .)', .)'";  il  y  a  dans  le  plan 
sécant  trois  cordes 

issues  de  y.  Ainsi,  les  cordes  de  G  issues  de  y  sont  les  aix'les 
d'un  cône  du  troisième  degré.  Donc,  le  complexe  ©  est  du 
degré  trois  au  moins.  On  construira  plus  loin  (30")  l'équation 
de  ©  et  l'on  verra  que  le  complexe  est  efieclivement  du  degré 
trois. 

29"  Sur  le  support  D,  lieu  des  points  .?■+/,.«•',  cherchons  le 
point  qui  est  sur  la  face  'y=  o  du  tétraèdre  C  de  référence.  On 
aura 

O  ==  .Tj  -+-  A  Xj  ,  /  =  —  COt  Zy  =  r^  ) 

Xj 

ce  qui  donne  langle  ay  ;   il  \ient 

s in  a,        rosa,' 


lais  zj  =  jj  +  .ly  (-G"),  doiK 


T,    =   ;/COS5 


Les  niii^les  a  sont,  bien  enlemlu,  iris  f|iu' 

Lii  coordonnée-points  homogène 

1  j-j    j-/.   I 

<y^)=      ,      ,  ly. /■  =  >,',i.  i. y  ==;/•) 

dn  support  .r.r'  on  L),  est  ainsi 


(J''- 


=  ;^;/.  siii(a<.—  Xj). 


On  pont  aussi  dire  (|ne  les  (y/.)  sont  proporlionnelles  amc 
«jI^Asin(a/;  —  ay),  les  'Cj  étant,  les  coordonnées  dn  modulaire!^ 
(26°).  ' 

Les  six  diflérences  y./,  —  ay  sont  exprimables  au  moven  de  trois 
angles  seidement  (o,  ■!/  et  a,  qui  seront  les  trois  argiiincnls  dn 
conple  Z.  Les  angles  ay  ne  figurent  que  par  leurs  difTérences  et  ne 
sont  déterminés,  pour  D  donnée,  qu'à  une  constante  addilive 
commune  près. 

Les  trois  arguments  (o.  a  et  'i  peuvent  être  choisis  de  diverses 
façons.  J'écrirai 

ïj  -T-  ai  —  Zi  —  ï;  —  •>.<>). 
I     Otl  —  25  =  70.  «3 aj  =  7.'1/, 


I 


^3—  a,  =—  M  —  'i  -+-  •!;, 


Il  %;  —  <i)  -t-  'i  H-  y, 

«!> —  ai  =  (u  —  0-1-6. 


30"  On  est  maintenant  à  même  d'obtenir  l'équation  du  com- 
plexe ©  en  coordonnées  courantes  (y/>'  ). 

Clierclions  les  coefficients  [xy  de  la  (piadrique  -M  ()ui  passe  par 
le  modulaire  ^  et  admet  jj.''  ou  D  pour  génératrice.  On  a,  pour 
^L  en  coordonnées  courantes  Ij.  Z'xt-  =  o,  et  l'équation  en  A 
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est    une    idenliu-;    d'où,    sous    le    Ijt'iK'fice    de    j'y  :=  ;y  ces ay, 
x)  =  -ysina,-, 


o  =    y  \t.z-  cos^a  : 


:  ^  |ji  c'  co^a  sin  a  =  N^  [iz^  sin'a. 


Les  ay  sont  proportionnels  aux  di'tcrniinants  de  la  matrice 
«j  cos-  a,  zl  cos-oLi 

z^  sin-aj  zl  sin'  «2 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  proportionnels  aux  quatre  délernii- 
nants  de  la  matrice 


~;  cos  aa,     zi  cosaao 
z]  sin  îai     zt  sin  -laci 

Si   p  est   un  facteur  de  proporlionnalité,    on  a,  par   un   calcul 
facile, 

ptxi^j  =  sin  2(a2 —  «j)  -f-  sin  9.  (23 —  aj)  -t-  sin  ^(a',  —  «j  ), 

—  pjjijsl  =  sin2(a3  —  aj)  -1-  sin  •>.  (Xi  —  ïj  )  -H  sin  îf  ai  —  23  1, 
pijijsl  =  sin  2  (a; —  ai)  +  sin  2(21  —  ot»)  +  sin  2(22 —  a;), 

—  pijtj;^  =  sin2(xi  —  aj)  -t-  sin2(  a» —  Xj  )  -^  sin  •>.(  5(3  —  ai  ). 

Une  formule  bien  connue  de  Trigonométrie  élémentaire  permet 
de  transformer  les  seconds  membres.  Modifiant  0,  on  aura 


p;-^i-i=     ['^5]  [341  [i2] 

pi..,ci=-[34][4i[["3] 
P(^3-|=  [4l][l2j  [?-4] 
PlHzl  =-[i2][23][3i] 


[//>■]  =  sini  ij  —  ak). 


Mais  on  a  vu  (29")  que  les  coordonnées  (//f)  de  droites  sont 
proportionnelles  à  j,;/^  sin(a/, —  ay),  c'est-à-dire  à  ;y:A[//.].  Il 
viendra  finalement,  modifiant  encore  p, 

PHL.  =        (23)(34)(4-2), 

P|j:j=-(34)(4i)(i3), 
FH3=     (4")("-)(24}, 

p|jlj=—  (i2)('23)(3iV 


I 
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Tels  sont  les  coefficienU  'x  de  la  qiiadrique  M  (iiii  adinol  pour 
généralrice  la  droite  D,  qui  a  les  (y/c)  pour  coordonnées-poiiils. 
Exprimons  que  M  passe  par  le  modulaire  'Ç,  il  viendra  finnlemenl 
l'équation  du  complexe  (DafTércnl  àZ,  savoir 

<l'--=  rf(  23) (34) (4-2)- ;n34)f  40(1^ )-- •••  =  <>• 

31°  <I>  est,  par  rapport  aux  coordonnées-points  courantes  (yA^), 
un  polynôme  cubujtte.  Soient  y  un  point  quelconque  de  l'es- 
pace, Y  un  plan  quelconque  passant  par  r.  Il  v  aura  trois  droites 
du  complexe  ©,  issues  de  y^  dans  Y.  Rapprochant  ce  résultat 
du  ÏJ8",  //(  Jine,  on  a  la  proposition  suivante  :  Les  droites  du 
complexe  ©,  issues  de  y,  sont  les  cordes  menées  dey  aux  diffé- 
rents points  de  la  liiqiiadratique  gauche  Gr,y 

32"  Les  explications  précédentes  permettent  de  construire  im- 
médiatement les  modules  zj  et  le  modulaire  Ç  d'un  couple  3 
donné. 

Passons  aux  problèmes  inverses,  relatifs  à  la  consiruclion  des 
couples  ï;  de  modulaire  t,  donnt-.  Il  y  a  yJ  couples  ï;;. 

l'noBLÉMK  I.  —  Construire  Z^  connaissant  x. 

Le  plan  e  de  rinfiui  coupe  la  bicpiadratique  Gç^  en  quatre 
points  dont  chacun  peut  servir  de  x' .  La  valeur  absolue  des  x^  ré- 
sulte des  relations  Xj  -\- x'Jr  =  ;J  =T-^y  d'où  l'on  tire  le  facteur 
inconnu  de  proportionnalité  -  et  les  x'j  . 

Problème  II.  —  Construit  e  H;  connaissant  la  position  du 
point  x'  dans  le  plan  de  l' infini. 

Tous  les  X;  points  de  la  bi(|uadrali(|ue  (ijjj.  peuvent  servir  de.r. 
Une  fois  X  choisi,  les  valeurs  absolues  de  Xy  se  déterminent  comme 
plus  haut. 

PnoBLh.xrR  III.  —  Construire  ï;  connaissant  le  support  D. 
choisi  évideniment  sur  le  complexe  ©. 

D  perce  le  plan  de  Tinlini  en  x' ;  Y)  est  une  corde  de  G;j-',  et 
rencontre  encore  la  courbe  en  x.  Les  x'  se  déterminent  en  \yleur 
absolue  comme  au  problème  L 
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CHAPITRE  1\  . 

CONSTIICCTIOX    d'un    POINT    I.M.VGI.N.VIIIE    A    ARUIMKNTS     ET    MODULAlnl;    DONNÉS. 

33°  Considérons  un  couple  S,  de  modulaire  ^  el  d'argu- 
nienls  w,  a  et  -i,  ces  trois  angles  étant  définis  comme  au  29". 
Chacune  des  trois  conditions  w  =  const.,  »  =  const.,  •]/  =  const. 
détermine  sur  le  complexe  ©  une  congruence  tî,  <ï>  ou  W.  Le 
support  D  du  couple  est  à  l'interseclion  des  congruences.  Une 
fois  D  connu,  la  construction  de  S  s'achèvei'a  comme  au  32°. 

La  connaissance  des  congruences  Q,  <P,  W  résout  le  problème 
relatif  à  la  recherche  des  couples  £  admettant  un  modulaire  et  des 
arguments  donnés. 

Je  vais  diHcrminer  les  congruences  et  leurs  intersections  deux 
à  deux. 

Congruence  iî. 

34"  Posons,  comme  on  l'a  déjà  fait, 

J  9^  /''.         [  y/'  ]  =  si  11  (  ay  —  a*.  )         {jj,=  \,  2,  :j,  \)-, 

on  vérifiera  aisément  l'idenlité 

(o)  [[2][34]  +  [23][rl]  +  [3,][2_i]  =  „. 

Si  je  parviens  à  former  une  équation,  homogène  par  rapport 
aux  \jl<\  et  conséquence  de  la  relation 

«1  +  «2 —  'J-i —  aj  =  210  =  const., 

il  suffira  d'y  remplacer  [yA]  par  (zj z/f)"'  (j'k-)  (29°),  pour  avoir 
l'équation  de  la  congruence  Q,<;ette  dernière  étant  déjà  située  sur 
le  complexe  ©. 

35°  On  a 

[  i.i  ]  =  si  11  r ai  —  a.,],         [-23]  =  sin(3(2  —  a,), 

[  I.i]   —    [2j]    =    i  Sill  J  (  -«1  2; a,+  a^)  ces  !,i  X,  S;  +  ïj—  aj) 

=  2  sin  À  cosu) 
■f  [  i4  J[i3  J  —  cos(a|  —  X;—  y.,-h  %3)  —  cos(2i  —  a^  -;-  a.—  «a) 
—  cos?.  ).  — C0S2to, 
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Klinilnons  l'angle  ;iu\iliaii'c  '/.. 

-1  r   / 1  I    o  I  •   o-  •  (  '  i  1  —  [231  ;- 

.'\  cos'w 

ut  cnliii 

nuis,  nai'  un  calcul  analogue, 

(..  eosnu  =  [.',][  3.  [^^^L-rjUi:. 

'  4  sin-(u 

Multiplions  (1)   par   |  cos-to,  (2)   par  —  isiii-M.   ajoulon.s  cl, 
Icnanl  compte  de  l'iilcnlité  (o)  du  34",  nous  ohiiendrons 

o  =  [. 4p+[-23J-^- [•..41— 13. p--.[r.||  341 '■-""• 
l!eni|)laç(ins  [.//•]  par 

ill^     ou      14) 

et   chassons  les  dénominateurs.  I^'écpialion   de  la   congrueiicc  Q 
sera 

(oi  =  r^ï^i4)^-^;f;i(23)»-rîr3(î4)'-ri;?(3i»^ 

2C0S2U)(l2)  (3  1  )  Çi  rsÏ3?l 

Cdii^rncDccs  <I>  cl  T. 
36"  Le  calcul  est  analogue  au  précédenl 

[23]  =  s\n{a.,  —  aj),         [3i]  =  siiUa^  —  »,) 
[23]-^  [3i  J  =  2sin2(a2— aj-^a-j—  i,)cos!('z2—  a,,—  x.,+  x,  ) 
=  —  2  sin  o  cosÀ, 
2  [23]  [3i  ]  =  cos(as—  as— a.,-!- a,)  — 005(32—13+  ^3—  x,) 

=  COS2/.  —  C0S2O, 

puisque  a,  —  y.-,  =  2'j,  et  posant  2).=  a,  -f-  7.j  —  ■.'.■J-t. 
Ensuite,  pour  éliminer  À, 

COS2>.  =  C0S2'i  —  ■>[23]  [3l]   = I  -;■-  2  CO'r-'X 

.  .     ■■b-3i-*-[3,i:^     ■ 
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un  calcul  facile  donne 

[23]'-i-  [3i]2+2[23]  [3i]  cosjif  =  sin'-Ao  =  sin=(  ïi— Xj)  =  [lî]'- 
L'équalion  de  la  congruence  4>  est  donc 

La  congi-nencc  W  s'obtiendra  par  un  procédé  tout  pareil. 


Surface  réglée,  inlerseclion  des  congriiences  iî  et  •!>. 
37"  Des  relations  2(7'/,)  =  Z.j'C.^  sin(ay  —  a*)  et  (29") 


ai  —  5(2=  -20, 


(0  O  '^, 

(u  —  o  -f-  'i. 


a3—  av  =  2'j' 


-  a^  =  (j>  +  es  +  o 
ai  =  (o  —  s  -t-  6 


P(i2)  =  r,!:,sin2ç, 

p('34)  =  ïa'i  sin-ii]/, 

p(23)  =  V2Î3  !       sin(w  —  o)  cosd/  —  cos(a)  —  o)  si  mi 

p(  14  )  =  ?iïv  1       sin(w  +  ç)  cosi|/  H-  cos(a)  +  o)  sinij' 

p(3i  )  =  ^i  u:(  1  —  sin(to  +  o)  cosi^H-  cos(io  +  tp)  sinij/ 

pf2-r)  =  Î2Çil       sin(to  —  o)  cosi^-l-  cos(u)  —  ç)  sind/ 

Soit  l,  de  coordonnées  /y,  un  point  quelconque  sur  la  droite  D, 
de  coordonnées  (y/i),  On  aura  d'abord 


— /3(i2)=/,(23)H-/2(3i); 
Puis,  par  un  calcul  facile, 


/l(l2)=   /,(2i)  —  /2(l4). 


,  ,''r*        rosJ/  = 

'iL 

+  ^Î3             P' 

p           p 

?3^V              .       ,     _ 

'j^A 

-'^t,       Q' 

- — r ; ■  isin  '.y   — 

î,Î2Siii2œ 

Q            "Q 

p  =^r,sin(io-'i) 

—  1 

2^,  sini  (0  -f-  0 

Q=;,^5Cos((o—  o)  —  t^tt  cos(to  +  0). 

Eliminant  6,  on  a  ré(jualion  de  la  surface  réglée  W,  intersec- 
tion, sur  le  complexe  03,  des  deux  congruences  Q  cl  'P.  Celle 
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L'(|ualion  est 

P'>       o'»  r*"» 

P'i  Qi  +  Q'5  p!  _  Kî  ps  Qî  =  o. 

38"  Nommons  gjk  rareté  o^^  ej=  (/,  du  U'traèdre  de  réfé- 
rence, 

a  la  droite  P  =  P'  =  o  i 

l  (lui  rencontrent  toutes  (leu\  «■,!  cl  ^jv- 
b  la  droite  Q  =  Q   =  o  1 

A\  est  une  surface  du  c|ualriî'me  degré  qui  admet  pour  droites 
doubles  a,  b  et  g,2  (ou  F  =  Q  =  o).  Chaque  généralrice  D  ren- 
contre a  el  b.  En  verlu  de  la  relation 

sin9.'i<  _  ^1  Zj     (M)  /'ÎTo'v 

sinaa  "~  r^'i  '  (  i-'. )  ^' 

sinat!/  est  proportionnel  au  quotient  des  niomcnls  de  la  généra- 
lrice D  par  rapport  aux  arêtes  ^,0  et  ^j,  du  tétraèdre  de  réfé- 
rence. Cela  donne  la  signification  géométrique  du  paramètre  <!/ 
sur  W. 

39°  On  a  donc  résolu  le  problème  relatif  à  la  construction 
d'un  couple  Z,  ou  d'un  point  \,  qui  admet  un  modulaire  et  des 
arguments  donnés. 

Connaissant  le  modulaire  'C,  el  les  arguments  w  el  s,  on  con- 
struira la  surface  W,  puis,  à  l'aide  de  l'argument  '},  la  généra- 
lrice D  de  W.  Le  support  D  de  ï  étant  obtenu,  on  est  ramené  à 
un  problème  traité  déjà  (problème  III  du  32"). 

•iO"  Comme  application,  je  vais  représenler  géométriquement 
la  substitution  linéaire  canonique 

S  =  |X,     X.e'O,!. 

Nommons  \'  le  point  liansformé  de  \  |)ar  S.  Si  Xy  =  :-je"^j  el 

I 
on  a 
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X' a  nour  niodiiliilrc  lo  même  point  'Ç  (\nv  \  cl  pour  argumeiils 

(o'=  w-hOi+Oj— 0,— 0^, 
■j,o'  =  'xo  -T-  0|  —  0.,, 

2tl'=  ■'■}^  --:-  03—0,.,. 

On  esl  ramené  au  problème  qui  \  ienl  d'ctrc  résolu. 

.l'espère,  dans  un  Travail  ultérieur,  inlerpr(''ter  géoméirique- 
ment,  dans  le  sens  qui  vient  d'être  indiqué,  la  substitution  linéaire 
quaternaire  complexe  générale 

I  -\      y]  y^/c  (  «yV;  +  ibj/.  ) 
k 

^Tji.,  /'y/,  =  léi'l?;        y,  /.=!,  2.  3,  4- 


SUR  QUELQUES  QUADRATURES  DONT  L'ÉLÉMENT  DIFFÉRENTIEL 
CONTIENT  DES  FONCTIONS  ARBITRAIRES; 

Tar  M.  E.  CAnxA.N. 


Dans  une  Note  récente,  M.  Beudon  (')  a  étudié  certaines  qua- 
dratures dont  l'élément  dillérentiel  contient  des  fonctions  arbi- 
traires d'un  argumenl.  11  s'est  occupé  notamment  fie  la  quadra- 
ture 

(0  •'  -  /  ['Sl{.>;y,y)y"--^(x,y,y)\(U-, 

où  y  désigne  une  fonction  arbitraire  de  .r;  le  problème  dont  il 
s'agit  est,  en  somme,  d'exprimer,  sans  aucun  signe  de  quadra- 
ture, X,  Y  et  .1  en  fonction  d'un  argument,  ces  expressions  dé- 
pendant naturellement  d'une  fonction  arbitraire  et  de  ses  dérivées. 
Ce  problème  rentre  dans  le  suivant  : 


(')  Sur  tes  cliangemenls  de  variables  (Butletin  de  ta  Société  matliéma- 
tique,  t.  XXVIII,  p.  107-116). 

Cette  Noie  était  rédigée  avant  la  mort  si  douloureuse  et  si  imprévue  de  ce 
jeune  mathématicien,  dont  les  lecteurs  de  ce  Jiulleiin  connaissent  les  si  inté- 
ressants travaux  sur  Les  équalicms  aux  dérivées  parlielles.  les  caractéristiques,  etc. 
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ficsoudre,  de  la  manière  la  plus  générale.  Véqnalion 

où  y  et  z  sont  des  fonctions  de  s. 

Dans  Je  cas  particulier  lu'i  la  fonclion  A  esl  nulle,  on  a  réqna- 
lion  (le  Monge. 

Ce  problème  esl  équivalent  au  suivant  : 

Intégrer  le  système  d'é(/t/alions  de  PJaff 

\  dy~ydx  =  o, 
^    '  \  dz  —  A  dy  —  B  dx  =  o, 

c^  est-à-dire  exprimer  de  la  manière  la  plus  générale  .r,  y.  y',  :■ 
en  fonction  d'un  argument,  ces  fondions  satisfaisant  identi- 
(juement  aux  équations  (3). 

Enfin,  ce  dernier  jiroblènie  esl  un  cas  particulier  de  l'inlégia- 
tion  d'un  système  quelconque  de  deux  équations  de  Piall' à  quatre 
vai-iahles  x^,  x.,,  x-j,  x^, 

\    (u  F3  ai  dj'i  -i-  (ti  dxt -h  a^  dx^  -h  «;  dx^  —  o, 
]  xn  ^^  bi  dxj  -r-  62  dx,  -+-  63  dx^  -i-  64  dxi  =  o. 

C'est  aussi  à  ce  prohlèmc  général  que  se  ramène  l'exemple 
traité  [)ar  ^] .  Retidon  et  i|ui  est,  en  somme,  l'inlégralion  du  sys- 
tème 

du 


(5) 


d\  = 
d\  = 


I  -;-  uui 
du. 


Le  problème  général  de  l'intégration  du  système  (4)  a  c'é  résolu 
pour  la  première  fois  par  i\J.  Engel  (')  qui,  par  des  calculs  un 
peu  compliqués,  a  montré  qu'en  général  on  pouvait,  par  un  clian- 
gemenl  de  variables,  ramener  le  système  (4)  à  la  forme 


lO; 


dyx'-y:idy,  =  o, 
dyi-  yidf,  =  o; 


(I)  Engel,   Ziir  /rnaiianleitl/ieorie  der  Système  Pfaffscher    Gleic/iungeii 
i  Leipi.  lier.,  t.  \LI,  p.  i'i~-\-i^]. 
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et,  sous  celte  forme,   la  solution  générale  est  ('videntc.   Elle   est 
fournie  par  les  formules 

il)  \}'3=f^yi)y 

exception  faite  pour  la  solution  suivante,  dépentlaiit   de  trois  pa- 
ramètres arbitraires, 

(8)  .ri=C„       y,=  C„       V3=C3. 

Ces  résultais  ont  été  démontrés  depuis  au  moxen  de  considéra- 
tions géométriques  par  S.  Lie  ('),  et  M.  von  Wcbcr  (-)  les  a  dé- 
duits de  résultats  plus  généraux  dont  le  point  de  départ  se  trouve 
d'ailleurs  dans  le  Mémoire  de  M.  Engel. 

Je  me  propose,  dans  cette  Noie,  d'indiquer  rapidement  et  sans 
faire  appel  à  des  considérations  étrangères  au  sujet,  une  méthode 
qui  permette  de  réduire  le  svstème  (4)  à  sa  forme  canonique  (6), 
sans  préjudice  des  cas  singuliers  qui  peuvent  se  présenter.  Je 
montrerai  ensuite  comment  celle  méthode  s'applique  à  l'équation 
de  iMonge  et  aux  autres  exemples  traités  par  M.  Bcudon. 

I. 

Je  |)ron(lrui  pour  poiul  de  d(''[)arl  la  considération  des  cova- 
rianls  bilinéaircs  des  deux  expressions  de  PfaH'c.)  et  ra;  je  les  dé- 
signerai par  lo'  et  cj'  : 

(9)  ^  (/,/.  =1,2,3,4), 
I   ra'  =  >  b,i,(f/j-i  i.r/,—  dxi;  or,) 

en  posant 

(         _  _  àai        dai; 

\     ''■""         '''~  dxk        Oxi' 

(lO) 

J    ,  ,  Obi        ùbk 


(')  s.  Lie,  Ueber  Berilhrangstransformationenund  Differentialgleicliuni^en 
[Leipz.  Ber..  p.  ii3-i8o;  189S). 

('-■)  E.  VON  Wkbkr,  Zur  Invarianlentheoric  der  Syslcnic  Pfalf'schcv 
Gleichiingen  {Leipz.  Ber.,  p.  207-229;  189S). 
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Les  pro|)rléU's  d'invariance  de  ces  covarianis  élanl  IjitMi  con- 
nues, je  ne  m'arrêlerai  pas  à  les  démontrer.  Un  calcul  facile 
montre,  de  plus,  qu'en  désignant  par  a  et  c  deux  fonctions  arbi- 
traires des  X,  et  en  tenant  compte  des  équations  (4)  et  des 
équations  (4')  qui  s'en  déduisent  par  le  changement  du  sym- 
bole d  dans  le  symbole  o  et  qu'il  est  inutile  d'écrire,  le  cova~ 
riant  bilinéairc  de  uw  +  cTn  n'est  autre  que  «to'-i-  rro'. 

D'après  cela,  il  est  toujours  possible  de  déterminer  le  rapport - 
par  la  condition  C|ue  uio'  -\-  rro'  soit  idenliquemont  nul  en  tenant 
compte  de  (4)  et  (4')'  *^^^''  *'  ''*'"  imagine  par  exemple  les  équa- 
tions (4)  résolues  par  rapport  à  ?/x,.,  et  f/jr,,  les  équations  (4')  par 
rapport  à  o.r^  et  5.ri,  to'  se  réduit,  en  remplarant  </.r,,  dx^,  0X3, 
o./'i  par  leurs  valeurs,  à  une  expression  de  la  lorine 

A  (  f/.r,  o.ro  —  il.r>  oj- ,  ) 
et  m'  à  une  expression  de  la  forme 

Bl  (/j'i  rjXo  -      fixi  OJ'i  ) 

et  il  suflil  alors  de  choisir  u  et  r  d'après  la  relation 

(in  «  A  -H  t'B  =  o, 

|)Our  que  le  covariant  bilinéaire  de  «m  +  ict  soit  nul  en  tenant 
compte  des  équations  (4)  et  (4')- 

Si  nous  désignons  alors  par  12  l'expression  de  l'falT  ainsi  déter- 
minée, on  peut  remplacer  le  svstème  (4)  par  un  système  équiva- 
lent dont  l'une  des  équations  aura  préeisc'nient  1>  pour  i)remier 
membre,  soit 

1  0  ra  A|  clxi  -^  A,  f/.r.2+  A3  ila-^-h  Aj  d.r;  =  o, 
'  ■*  '  I  n  =  B,  rf,ri  ^-  B,  dr,  +  B.,  dxs  -+-  B;  dx;  =  o, 

et  maintenant  W  est  nul,    en  tenant  compte  de  (1:'.)  et  de  (la') 
[équations  déduites  de  (12)  par  le  changement  de  d  en  0]. 

Celte  équation  Q  =  o  jouit  évidemment  d'une  propriété  inva- 
riante par  rapport  à  tout  changement  de  variables;  nous  l'appel- 
lerons ['équation  dérivée  du  système  donné.  On  voit  que  celte 
équation  dérivée  s'obtient  sans  intégration,  par  de  simples  dilTé- 
rentialions  et  la  résolution  d'une  éf|ualiori  du  premier  deijré. 
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Or,  on  siiil  t|ii"////r  ('•(|ii;iiii)ii  de  F'CîilF  à  (|iialre  vailaljlcs  pciil 
toujours,  par  rinli'>;rali(m  dV'(jiialii)iis  dinVrenliclIrs  ordinaires, 
se  ramener  à  l'nne  des  deux  formes  siiivaiiles  : 

(i3)  <i)i~r3fbi=^"' 

(!.',)  dj-i=o. 

Je  me  conlenlerai  d'indifpier  une  des  mélliodes  (|ui  permelleni 
dt)  faire  la  réduction.  On  considère  les  équations  diflérenlielles 

A  ,2  rfx;  -^  A  ,3  do;  -I-  An  d.r,,  _  A  31  r/.r,  -=-  Aj,  dj-j  —-  Xf,  dx; 
("5)       { 


A,  A, 

Ani  d.r,  -H  Ajj  d.r^  -^  A^i  d.r,^        An  f/j|  -^  Aij  r/j-j  -i-  Aj,  dx. 


Al 

A.  f/j^i  -t-  Ai  dxa 


où  les  A,A  désignent  les  coeflicienls  du  covariant  bilinéaire  iî'.  Si 
ces  équations  se  réduisent  à  la  seule  équation  iî  =  o,  celle  équa- 
tion est  complèlement  intégrable  et,  par  suite,  réductible  à  la 
forme  (f4)'  Dans  \e  cas  contraire,  on  déterminera  une  intégrale 
première  j'i  du  système  (i5);  en  faisant  •)•,=:  const.  =r  C,  Féqna- 
lion  Q^o  devient  alors  complètement  intégrable,  par  suite  ré- 
ductible à  la  forme  dvi^^  <>,  d'où,  en  ne  faisant  plus  Ti  conslant. 
on  a  la  forme  (i^^)- 

Dans  le  premier  cas,  la  réduction  s'opère  par  une  opération 
d'ordre  i;  dans  le  second  cas,  par  deux  opérations  successives 
d'ordres  3  et  i . 

Prenons  d'abord  le  cas  de  la  forme  réduite  (i3).  On  peut,  en 
somme,  supposer 

(Il  3  Bi  dj;  -h  Bs  dyi-r-  H3  dvz-i-  B.  dj-,. 

et,  d'après  ce  que  nous  avons  vu  plus  liaiil.  Ù'  est  nul  en  tenant 
compte  de  (16)  et  (iC)').  Or,  on  a 

<>'=—  f/i'i  Zr,  —  (fvs  'b'i- 

cl  celte  expression  ne  peut  évidemment  s'annuler  au  movcn  de  (iG) 
el  (16')  que  si  le  coefficient  B,  est  ideuliquemenl  nul.  On  peul 
toujours,   de  plus,  supposer  qu'il  en  est  de  même  de  B^  en  rem- 


—  123  — 
jihiranl  tlans  rt''(|ii;ilion  fl  ^  n  la  tlinéreiiliellc  dy.,  par  su  va- 
leur yzdyi.  Finalement,  on  voit  que  11  ne  conlient  que  des 
termes  en  dy^  et  dy^.  Les  coefficients  sont  d'ailleurs  tous  les  deux 
diflerents  de  zéro,  sinon  II'  serait  nul,  ce  qui  est  contraire  à  l'hv- 
polhcse.  Donc,  enfin,  le  système  peut  se  mettre  sous  la  forme 

[dy,-y,dy,  =  o, 
I   dy,-y.cly,  =  o. 

et  d'ailleurs  i|,  j)'2,  1:,,  V;  sont  quatre  fonctions  indt-pendanles 
de  .l'i,  j'.j,  .;•;,,  .ri,  sinon  le  syslrmc  serait  complètement  inté- 
gra b  le. 

En  définitive,  la  réduction  du  svsiènu'  (  \)  à  la  forme  (G)  dé- 
pend unif|uement  de  la  réduction  de  réfiuatiiui  déiivée  à  sa  forme 
canoni([uc  (i3). 

Si  l'équation  dérivée  est  complètement  inlégrabie,  on  voit  im- 
médiatement que  le  svslème  donné  est  réductible  à  la  forme 

1  clv\  =  o. 

(  ''r^  ~  y%  <iy.  =  o. 

et  cela  par  trois  opérations  successives  il'ordrcs  i,  3,  i. 

Enfin,  il  \  a  un  cas  que  nous  avons  implicitement  laissé  de 
côté,  c'est  celui  où  l'équation 

(III  ((A    ■-  1- H  —  o 

est  une  identité,  c'est-à-dire  où  o/  et  ro'  sont  nuis  tous  les  deux 
en  tenant  compte  de  (4)  et  (4')-  O"  vérifiera  facilement  que  dans 
ce  cas  le  système  (  i  )  est  complètement  intégiajjle  et,  par  suite, 
réiluclible  à  la  fonnc 

(  'O'i  =  o. 
(  dyi=o, 

par  deux  opérations  d'ordres  a  et  i. 

il. 

Appliquons  la  métliode  précédente  à  l'équation  de  Monge 
,-/  dy    dz\ 
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IjC  prohirine  «'sl,  en  somme,  la  résolu  lion  tin  svsl^îme 

l  to  ^^  f/)'  —  y'  dx  =  o, 
{  I3!  ss  dz  —  z   dz  =  o, 

les  cinq  variables  .r,  r,  ^,y',  z'  élanl,  liées  par  la  relation 

(II)')  Fi  .r,y,  z,y'.  z' }  —  o. 

Clierclions  l'éqnalion  dérivée.  On  a 

w'  E?5  d.r  0;'  —  dy  or, 
m'  sH  djr  oz'  —  dz'  o.r. 

Or,  les  difl'érenllelles  sont  liées  par 

1   /àr         ,dF         ,fiF\    ,         ÙF   ,  ,      dF    ,  , 
\   \0x  liy  dzj  dy'    •'         dz 

àF  ^ 


j  /àF  ,dF  ,dF\  ,  àF  ^  ,       i)F  ,  , 


11  en   résnllc  iniinédialemonl  (|iie   réqualioii  dérivée   n'est  antre 

(|iie 

,      ,       dF  àF  dF   ,         dF   ,         /   , dF         ,àF\    , 

(2.1)      -— ;  tu  -i — —.  ra  H^  — 7  dy  -^  -7—,  dz  —  (  v  ——.  -h  z  — ;  1  dx  —  o. 
^      '       dy'  dz'  dy'    -^        dz'  V    ày'  dz' / 

Tont  revient  alors  à  ramener  celte  équalion  (aa)  à  sa  forme  ca- 
nonique. Si  nous  posons 


(a3) 


, dF         , dF 

ydV'^'d-z- 

àF 

dz' 

dF 


et  que  nous   éliminions   )'   cl  ;'  entre   les  équations  (u/),  (a.'J), 
nous  serons  ramenés  à  résoudre  l'équation 

dz  -  p  d.v  —  q  dy  =  o, 

oc,j^  z,  p,  q  élanl  liés  par  une  certaine  relation 

('i'  '•''•'"■,1',  *j/',  y )  =  ", 


qui  est  précisément  le  résultai  de  rélimiualion.  On  reloniLe, 
comme  il  est  aisé  de  s'en  convaincre,  sur  la  méthode  classique  de 
M.  Darboux.  Mais,  pratiquement,  ce  changement  de  variables 
{x,y,  z,y,  z')  en  {x,y,  :,p,  7)  est  inutile  et  il  suffit  d'appliquer 
la  méthode  générale.  D'après  la  théorie  générale,  les  solutions  de 
l'équation  de  Monge  dépendront  d'une  fonction  arbitraire  d'un 
argument,  ce  sont  les  courbes  intégrales  de  l'équation  (24);  il  v 
a  exception  pour  une  solution  dépendant  de  trois  constantes  arbi- 
traires, ce  sont  les  courbes  caractéristiques  de  (24)- 
Cherchons  maintenant  à  résoudre  l'équation 


/:        .  /  dy\    ,t'-v 


:7-  =M-'r 


"  dx  j    dx- 


•  dx 


cette  équation,  comme  nous  l'avons  déjà  indiqué,  se  ramène  au 
svstème 


(3) 


(I)  =  dy  —  >''  dx  —  o, 


Cherchons    l'équation    dérivée    du  système.    Ou   a,  en   tenant 
compte  de  (^3)  et  (.'Î'V 

i'  10'  EEE  dx  ^ly'  —  dy'  ',x. 
(25)  ■       ,        /       f/\         f/B\  ,   ,     .    ,         ,   .  ^     , 

[^'^K-^Tx-^^dy)'''-'"-''-'''-"-'-^-- 
en  posant 


(  V.6  ) 


dx        dx  Oy  ôz 

dy'       dy'  dz 


Il  en  résulte  que  l'équation  dérivée  est 
I  /dX       dH  , 

Telle  est  l'équation  dont  l'intégration  résout  le  problème. 
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III. 

Appliquons  ce  qui  précède  au  calcul  de  l'intégrale 

où  y  désigne  une  fonction  arbitraire  de  x.  Ici,  on  a 

A  =y'",        B  =  o, 

et  l'on  est  ramené  à  l'intégration  du  système 

\  '^y  —  Y    (^^  —  '"' 
[  d:—y'"df  =0. 

En  appliquant  les  formules  de  la  fin  du  paragraphe  précédent, 
l'équation  dérivée  est 

(  3o )  ii  =  dz—  y'"  dy  +  mj"'-'y'  dy  —  my"'-^ y">-  dx  =  o, 

et  tout  revient  à  réduire  cette  équation  à  sa  forme  canonique.  Le 
covariant  bilinéaire  de  Q  est  ici 

Û'  =  —  ■?.my"'-'(dy  èy' —  dy'  oy)  —  2my"'-'y'{dy'  ox  —  dx  ày') 
-+-  m  (/n  —  1  )y"'~^y'^ ( dx  oy  —  dy  Ôx). 


(3.) 


Par  suite,  le  système  auxiliaire  (i5)  s'écrit 
dx  dy  dy'  o 


•ly        '>yy'        — I  "'  —  ' '.X'        — ('"  —  ''.>'"'.'■' 
On  a  immédiatement  une  intégrale  première 

(32)  ym-iyt=x; 

si  alors  on  regarde  dans  (3o)y  et  y  comme  liées  par  la  rela- 
tion (Sa)  oîi  X  est  une  constante,  l'équation  (3o)  doit  être  com- 
plètement inlégrable.  On  trouve,  en  effet,  par  un  calcul  facile, 
son  intégrale  générale  qui  est 

(33)  j  —  /«,?•>•'"-' r -H y"'y  =  ». 

Finalement,  l'équation  (3o)  peut  se  mettre  sous  la  forme 
,/Y  —  V  d\  =  o, 
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el  l'on  trouve,  par  des  clifTérentialions, 


/  o  /  \  2.  lit       y 

(34)  i,  ~mr  =  \'. 


Cela  élant,  le  système  (29)  peut  se  mettre  sous  la  forme 


(35) 


\  d\  —  Y'  rfX  =  o. 
)  d\'-  Y'dX  =0, 

et  de  nouvelles  difl'érenliations  donnent 

I  m  -7-  I  )y"i—iy  ■> 

L'intégrale  générale  du  système  (29)  est  alors 

l  V  ...       3  TO  —  I 

I   i  =  -  —  mxy'"-^  y--\ Y'"  y  =  ni  fi  y.). 


(3;) 


1    =  —,  —  mx  =  mf  (3.). 


Y"=  - „,   ,    ,,  =  m/'(a). 


OÙ  a  désigne  un  paramètre  variable  et  /"(a)  une  fonction  arbi- 
traire de  ce  paramètre.  Ces  équations  résolues  donnent  pour  j?, 
y  eX.  z  les  expressions  suivantes  : 

(  X         =  —  ia/"(a)—f{x), 
(38)  }  y'n+'=im^i)^a^f"^a), 

(   ;  =  (m  —  i)a2y"(a)  —  ma/'(a)-i- m/(a). 

Si  dans  ces  formules  on  remplace  a,y(a),y'(a)  par  trois  con- 
stantes arbitraires  a,  b,  c  et/"(a)  par  un  paramètre  variable  u, 
on  obtient  une  solution  ne  rentrant  pas  dans  les  formules  géné- 
rales (38).  Celte  solution  peut  encore  être  définie  par  les  équa- 
tions 

(Sot  { 

{  z  —  Zo=^—  ^(ni  ^  i)a{x  —  Xo), 

qui  dépendent  des  trois  constantes  arbitraires  a,  Xo,  -o- 
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IV. 

Pour  terminer,  calculons  les  quadratures 


(4o) 

I  -I-  xy  J    1  H-  xy 

dont  s'occupe  M.  Beudon  avec  d'autres  notations,  et  où  a,- et  ^ 
sont  liées  par  une  relation  arbitraire.  Il  s'agit,  en  somme,  de 
résoudre  le  système 

1  .  dr 

:=  O, 


(4i) 


1  H-  xy 

w  E=  (iv = ^=  o. 

I  ^-  .ry 


Cherchons  l'équation  dérivée.  On  a 


-  (  dx  fjy  —  dy  ix), 


[\-^xy)-- 

ra'=       — -idxfj)  — dvlx), 

li-t-ry)»  •  •         ' 

et,  par  suite,  l'équation  dérivée  est 


(42)  £2  =y(i) -f- .rcj  =  j'ûta -+-,r  rfi' - 


xdy  -t-y  dx 


+  xy 

Cette  équation  peut  s'écrire 

,        y,        xdr+ydx 

di'  -I-  —  du -^ =  o. 

.r  x{i-^-xy) 

Cl  l'on  voit  qu'en  posant 

^  —  const.  =  X 

X 

elle  est  complètement  inlégrable;  son  intégrale  générale  se  cal- 
cule immédiatement  et  est 

V  -i-\u  —  2v/X  arc  tang(^/x)  =  c  -f-  —  tJ  —  2  \/  ~  ^''"^  '^"S  (/^)  =  ^  ■ 

Par  suite,  l'équation  (42)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

d\  —  Td\  =  o, 
en  posant 

Y'  =  M  —  1  /  —  arc  tang  i/.rr. 

\  y       . 
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Finalement,  le  sjslème  (4i)  se  met  sous  la  forme 


(.i3) 


I  d\  —\'d\  =o, 
\  f/V  -  Y"  </\  =  o, 


et  l'on  trouve,  pur  dill'érenlialions. 


i   =  -  (  —  1    arc  lans  \/xy • — 


1  y    \^xy 

L'intégrale  générale  du  système  (4i)  est  alors  donnée  parles 
formules 

I  X  =  •>:  = ., 


(-iji 


Y  =  f  -4-  -   «  —  2  l  /  —  arc  lang  ^.ry  =f(oi), 
Y'  =  Il  —  l/  — arc  tan  g  ^.ry  =y'(a), 


1    =  -     -      arc  lang  i/.ck • 

•2  \y/  ^       ~  ■>.  y    1  + J-/ 


=  f"K-^)- 


En  posant 

<Jxy  =  lang  -. 

on  obtient 

i            3 
X  =  -^lang-, 

(45  ) 


/-        p 

V  =  i/ a  lang  -. 

•2  \/l. 


où  a  et  Ti  sont  deu\  parami'-tres  variables  lies  par  la  relation 


(46) 


P-sin?  =  .iïV"(a). 


Ce  sont,  sous  une  forme  peut-être  plus  symétrique,  les  résul- 
tats obtenus  par  M.  Beudon. 

En    regardant    maintenant,   dans   les    formules    ({3)-    f •  /('-^ 
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el  f'{'^)  comme  trois  constantes  arbitraires,  [iJ  comme  un  para- 
mètre variable,  on  obtient  une  solution  ne  rentrant  pas  dans  le 
cas  général  et  qui  correspond  au  cas  oùy  est  proportionnel  à  x. 


SUR  LES  SYSTEMES  RÉCIPROQUES  DE  POINTS; 
Par  M.   11.    Bricakd. 

1.  Je  considère  dans  ce  qui  suit  îles  systèmes  constitués  par 
«  points  du  plan  ou  de  l'espace,  qui  seront  toujours  désignés  par 
une  lettre  quelconque  affectée  des  indices  i,  2,  ...,ii. 

Deux  systèmes  de  «points  S:=(a)  ,«21  ■•-,««)  elS'=(6,,  ^:;,...,/;„) 
seront  regardés  comme  identiques  s'ils  forment  deux  figures  di- 
rectement ou  inversement  semblables,  deux  points  homologues 
dans  ces  figures  étant  désignés  pardcs  lettres  affectées  dun  même 

indice.  On  écrira  alors 

S'=  S. 

Si  les  deux  systèmes  S  et  S'  forment  des  ligures  semblables,  les 
points  homologues  ne  portant  pas  les  mêmes  indices,  appelons  T 
la  substitution  qui  fait  passer  de  la  permutation  1 ,  2,  . . .,  /i  à  la 
permutation  formée  par  les  indices  des  points  h  qui  sont  respec- 
tivement homologues  des  points  «,,  ..  .,  (/„  ;  on  écrira 


2.  Je  vais  maintenant  définir  ce  que  j'enteiuls  par  systèmes 
réciproques  de  points. 

Considérons  le  système  S  =  («,,  ...,  a„)  et,  prenant  le  point  (i^ 
pour  pôle,  soumettons  à  une  inversion  de  puissance  arbitraire 
le  système  des  points  a^,  •.-,  ««•  Ces  points  sont  ainsi  remplacés 
par  de  nouveaux  points  a'.,,  . . .,  «^,.  Le  système  (a,,  «[,,.. .,  al,) 
sera  dit  réciproque  du  système  S  par  rapport  au  point  a^.  Plus 
généralement,  si  le  système  S'  =^  (b,,  . . .,  b„)  est  identique  au 
système  (a,,  a„,  ...,  a\i)  (en  donnant  au  mot  identique  le  sens 
qui  a  été  fixé  plus  haut),  on  dira  que  les  systèmes  S  et  S'  sont 
réciproques  par  rapport  au  couple  de  points  {a,,  b,).  Il  est  bien 
évident  que  S  se  déduit  de  S'  comme  S'  a  été  déduit  de  S. 
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J'appellerai  R,  l'opéralion  qui  t'ait  passer  du  système  S  à  S',  et 

j'écrirai 

S'=SR,. 

On  définira  de  même  les  opérations  Ro.  ....  R„,  appliquées  à 
un  système  de  n  points. 

On  voit  que  les  opérations  R,,  ...,  R„  ne  sont  définies  que  si 
on  les  applique  à  un  sjstème  donné.  Un  exemple  précisera  le 
sens  de  cette  remarque.  EfTecluons  d'abord  sur  le  système  S  la 
transposition  des  indices  i  et  2  et,  au  nouveau  système,  appli- 
quons l'opération  R,.  L'opération  définitive  appliquée  au  sys- 
tème S  sera  désignée  par 

U2)K, 

et  le  système  obtenu  sera  désigné  par 

S(i2jH,. 

Dans  cette  dernière  expression,  le  symbole  R,  n'a  pas  le  même 
sens  que  dans  l'expression  SR,.  Il  est  clair  en  eflel  que,  géomé- 
triquement, le  système  S(i2)R,  est  identique  au  système  SR^  et 
n'en  dilïère  que  par  la  transposition  des  indices   i  et  2. 

Si  au  systèmes  on  applique  l'opération  R,,  au  système  obtenu 
l'opération  B.j,  au  nouveau  système  l'opération  Ra,  et  ainsi  de 
suite,  ro[)ération  définitive  appliquée  au  système  S  sera  désignée 
par  R,KyR/(  ...,  mais  on  ne  doit  pas  perdre  de  vue  que,  dans 
cette  notation,  le  sens  d'un  symbole  tel  que  R*  dépend  des  opé- 
rations précédentes. 

On  a  évidemment 

r;  =  R3  ...  =  R2  =  i. 

3.  Voici  la  propriété  fondamentale  des  systèmes  réciproques  : 
Si  deux  systèmes  de  points  S  =  («,,...,  «„)  et  S'^=(b,,...,b„) 
sont  réciproques  par  rapport  à  un  couple  de  points  (a,,  b,), 
les  systèmes  dérivés  de  S,  par  l'application  des  diverses  opé- 
rations Ro,  .. .,  R„,  et  les  systèmes  dérivés  de  S',  par  l'appli- 
cation des  mêmes  opérations,  sont  géométriquement  identiques 
{c'est-à-dire  à  l'ordre  près  des  indices). 

Examinons,  en  elTet,  le  résultat  de  l'opération  RiHoR,  appli- 
(|uée  au  syslèmc  S. 


La  puissance  d'inversion  (|tii  ligure  dans  la  première  opéra- 
lion  R,  peut  être  prise  égale  au  carré  de  la  longueur  du  seg- 
ment a^a^;  l'opération  R,  ainsi  particularisée  ne  change  donc 
ni  le  point  o,  ni  le  point  a-y. 

Nous  conserverons  la  même  puissance  d'inversion  pour  chacune 
des  deux  autres  opérations  qui  doivent  être  successivement  appli- 
quées au  système;  de  la  sorte,  l'opération  RiRoRi,  appliquée 
an  système  S,  laisse  à  leurs  positions  initiales  le  point  a,  et  le 
point  a-2- 

Soit  Oi  {Jig-  i)   un  autre  point  du  svslème   S;    l'opéraliou  R, 


«r/  i  '^' 


lui  substitue  le  point  a'^,  l'opération  RjRo  le  point  a'[ ^  et  l'opé- 
ration RiRjR,  le  point  a"^. 

il  résulte  d'une  propriété  bien  connue  de  l'inversion  que  les 
points  ai  et  aj  sont  symétriques  par  rapport  au  plan  mené 
perpendiculairement  au  segment  ctiao,  en  son  milieu.  \'oici 
d'ailleurs  la  démonstration  bien  simple  de  cette  proposition  : 

\\  est  d'abord  évident  que  les  points  «,,  a«,  a,-,  a\,  a],  a'J  sont 
tous  dans  un  même  plan.  En  outre,  des  couples  de  triangles  sem- 
blables, que  l'on  aperçoit  immédiatement,  donnent  lieu  aux  éga- 
lités d'angles 

«irtjft,-  =  ai(i',Oi  =  a^aïa'î , 

(|ui  ^ulti^cnl  évidemment  à  établit'  la  propriété  dont  il  s'agit. 


D'après  cela,  le  système  formé  par  les  points  </,,  a-,,  rt,,,  ...  a„, 
c'est-à-dire  le  système  SR,  RoR,  est  sj'métrique,  par  rapport  à  un 
plan,  du  système  formé  par  les  points  a-,-,  «i,  «3,  •  •  -,  ««)  c'est-à- 
dire  du  système  8(12);  on  peut  donc  dire,  en  vertu  de  la  con- 
vention faite  au  début,  que  les  systèmes  SR,  RoRi  et  S(i2)  sont 
identiques,  et  écrire 

K|  R.,l{|  =  (\->.) 

ou 

H.R,  =  (i2)U,. 

On  a.  en  j;i''néral, 

(I)  R,K,=(7)K„ 

ce  qui  démontre  bien  la  |)roposiliou  l'nonci'e  ;ni  commencement 
de  ce  paragraphe. 

i.  I,;i  proprii'lé  exprimée  par  la  relation  (1)  se  t;énéralise  aisé- 
ment de  la  manière  suivante  :  Soient  T^  =^  1 ,  T, ,  —  T„,_| ,  les  //  ! 
substitutions  du  groupe  symétrique  de  n  éléments.  Nous  ci>iisi- 
dércrons  les  opérations  en  nombre  ( /;  -H  i^I 

l'/,  =  T/,  H,         I  A  =  ().  I H  '  —  1  :  f  =  (),  !....«), 

m  posant 

Uu=   I. 

Si  l'on  applique  au  système  S  l'opération  U*  et  au  système  ob- 
tenu l'opération  Ua',  le  système  auquel  on  parvient  (inalement  peut 
être  dérivé  du  système  S  par  l'application  d'une  seule  opération 
yJk"  convenablement  choisie.   En  d'autres  termes,  on  peut  écrire 

el  dire  que  les  opérations  U  conslituent  un  grou|)e. 

Remarquons  une  fois  encore  que  ce  groupe  diffère  de  ceux  que 
l'on  considère  d'habitude  en  ce  <\u  une  opération  U  n'est  définie 
que  par  la  connaissance  du  système  auquel  elle  s'applu/ue. 

Il  faut  montrer  l'existence  d'une  égalité  telle  que 

{■>.)  T,,  K,T/,  R,  =  T/,'K,- 

On  vdii  d'.djord  que  l'égalité  11),  apiè.--  mulliplicalion  des  deux 


-   13i  — 

membres  à  droite  et  à  gauclie  par  H,,  donne 

(le  cette  même  égalité  (i)on  tire,  par  permutation  des  indices  J  et  /, 

RyR,=uy^R„ 
d'où,  par  comparaison, 

(3)  R,(  ;>■)=(  y)  (Ry). 

Montrons  ensuite  que,  si  les  indicesy"  et  k  sont  dilTérenls  de  i, 
l'opération  R,- est  permutable  à  la  transposition  (jk).  On  a,  en 
effet,  la  relation 

(  y^- ,)  =  ( '7  )(/^- )(/'■'■), 

d'oij  l'on  tire 

R,(yA)  =  R,(y)(/A)(A-0  =  (y)Ry(y/C-)>iO 
=  ({j)U/c)Rkik£)  =  ({/■)(y/0(A0  R„ 
c'est-à-dire 

(4)  R,(y/,  )=(,//>■  )R,. 

Les  égalités  (2)  et  (3),  qu'il  est  d'ailleurs  bien  facile  d"étal)lir 
directement,  pernieltent  d'écrire  l'égulité  plus  générale 

(5)  T/,R,=  R,T/,, 

on  se  donnant  arbitrairement  A  et  «  dans  le  premier  membre  et 
en  choisissant  convenablementy  et  A"  dans  le  second.  En  etlet  Ta 
peut  être  décomposée  en  un  produit  de  transpositions  à  la  gauche 
desquelles  on  fera  successivement  passer  l'opération  R,  en  appli- 
quant à  chaque  fois  l'égalité  (3)  ou  l'égalité  (4),  suivant  le  cas. 
On  parviendra  finalement  à  une  égalité  de  la  forme  (5). 

L'égalité  (2)  se  démontre  alors  immédiatement.  En  effet,  on 
peut  écrire 

T,,R,T„.n,  =  T/,1!,R,  T^.  =  T,,(7  jR,T/,=  T/,i,-,  )T/,-R,.  =  T/,.R,.. 

Montrons  en  terminant  que  le  groupe  des  opérations  U  est 
isomorphe  au  groupe  symélrujac  de  n  -\-  1  cléments. 


—  i:fj  — 

En  effet,  toiile  subsliliilioii  de  ce  dernier  groupe  peiilse  nielire, 
el  cela  d'une  seule  manière,  sous  la  forme 

T/,  a,         (■  A  =  o,  I ,  .  .  . ,  /(  1  —  I  ;         i  =  o,  i,  . .  .  n), 
en  posant 


L'égalité 

entraîne  la  suivante 


C7ii  =  I.         3',=  (  (,  «  -H  l)■ 
T/,R,T/,r{,.=T„.H," 
T/,7,T/,•7,■  =  T/,-T,-. 


I 


On  le  voit  ininiédialement,  en  remarquant  que  les  égalités  (3) 
et  (4)  restent  vraies  si  l'on  v  remplace  les  symboles  R,- par  les 
symboles  t,-.  Celle  conslalalion  suffit  évidemment  à  entraîner 
lisomorphisme  donl  il  s'agit  ;  en  eflet,  l'égalilé  (a)  a  pu  être  écrite 
en  utilisant  seulement  les  égalités  (3)  et  (4'>. 

o.  Quand  les  /i  points  donnés  appartiennent  à  un  même  plan, 
on  peut  considérablement  généraliser  les  résultats  qui  précèdent 
en  considérant  les  transformations  quadratiques  dont  les  triangles 
fondamentaux  ont  pour  sommets  trois  points  quelconques  appar- 
tenant au  système.  C'est  là  un  sujet  d'étude  sur  lequel  je  me  pro- 
pose de  revenir  prochainement. 

6.  Les  systèmes  réciproques  de  points  peuvent  se  présenter 
dans  certaines  questions  géométriques.  Je  vais  donner  un  exemple 
de  ce  fait,  et  il  serait  intéressant  d'en  trouver  d'autres. 

Nous  aurons  affaire,  dans  cette  application,  à  des  systèmes  de 
quatre  points.  Je  dirai,  pour  abi'éger  le  langage,  que  les  deux 
tétraèdres  a,  a-ia^ai  etb,  bib^bs  sont  réciproques  par  rapport 
au  couple  de  sommets  (a,,  b,),  si  les  deux  systèmes  de  points 
(rt,,  rtj;  «3!  «4)1  (bi,  b-2,  b^,  b;)  sont  réciproques  par  rapport  au 
couple  de  points  (rt|,  b,). 

Si  les  deux  tétraèdres  ata-^asa.;  et  bib^b-jb^  sont  réciproques 
par  rapport  au  couple  de  sommets  (a,,  b,),  on  a  les  égalités 
d'angles 


De  plus,  les  égalités 

(j,ai.l/i//.>  =  a\a3.l>ibi  =  ai  «■, .  61  ^4 
peiivenl  s'écrire 

d'où  il  résulte  que  les  triangles  ata.,ai,  a,a:,a;,  a^a.,(i2  sont 
respectivement  semblables  aux  triangles  6|  6362,  i»!  b^b.^,  b,  b^b^. 

Réciproquement,  si  les  deux  tétraèdres  rt,«o«3ai,  bib^bsbi 
présentent  ces  trois  couples  de  faces  semblables,  ils  sont  réci- 
proques par  rapport  au  couple  de  sommets  (a,,  b,). 

Cela  posé,  on  a  le  théorème  suivant  : 

Soie/H  a,  b,  c,  d,e  cinq  points  quelconques  de  l'espace.  Les 
cinq  tétraèdres,  dont  chacun  a  pour  sommets  les  projections  de 
l'un  des  points  donnés  sur  les  faces  du  tétraèdre  ayant  pour 
sommets  les  quatre  autres,  sont  deux  à  deux  réciproques  par 
rapport  à  un  couple  de  sommets  com'enablement  choisi. 

Soient,  |iar  exemple,  ('„,  pj,  Cj.,  c,i  les  projections  du  point  <■ 
sur  les  faces  du  tétraèdre  abcd  (e,,  est  sur  la  face  bcd,  etc.); 
soient  de  même  a^,  ai,,  ac,  aa  les  projections  du  point  a  sur  les 
faces  du  tétraèdre  e^cof.  Les  deux  tétraèdres  CaCbecCdi  UcabUcad 
sont  réciproques  par  rapport  au  couple  de  sommets  (e,,,  a^). 

Pour  établir  celte  proposition,  il  suffit,  d'après  ce  qui  a  été  dit, 
de  montrer  que  les  triangles  e„e/,ec,  CaCced,  eaCi/et  sont  sem- 
blables, respectivement,  aux  triangles 

a^ard/i,     acaiiiic-     acat,a,i- 

Dans  ce  but,  je  calculerai  les  longueurs  des  arêtes  de  chacun 
des  tétraèdres.  Il  suffit,  en  fait,  de  calculer  pour  chaque  tétraèdre 
des  quantités  auxquelles  ses  arêtes  sont  proportionnelles. 

Par  le  point  c,  menons  un  plan  perpendiculaire  à  la  droite  cd 
{Jig-  'J-)-  Ce  plan  contient  les  points  Ca,  Cb  et  rencontre  la  droite 
cd  en  un  point  //(  ;  le  (juadrilalère  plan  ecamch  a  deux  angles 
droits,  en  e„  ol  ei,\  e„ci,  osl  donc,  dans  un  cercle  de  diamètre  em, 
une  corde   soiis-teiulant    un   cingle   insc:rit    e„eet,    égal  au    dièdre 


cd  ou  supplémentaire  de  ce  dièdre.  On  a  par  suite  l'égalitr 

fa  ei,  =  ein  sin  crf  =  ce  sin  ecrf  siii W, 
ce  que  l'on  peut  écrire 

«aSi,  =  {ce.cdstnecdj  1 —  smcd  ) , 

\       cd  j  acd.bcd 

où  rtcrf,  bcd  désignent  les  aires  des  triangles  ncl,  bcd.  Or,  dans 

Fig.   2. 


l'égalité  précédente,  le  premier  facteur  entre  parenthèses  a  pour 
valeur  2  ecd. 

Le  second  facteur,  en  vertu  d'une  formule  connue,  a  pour 
valeur  |  V,  V  désignant  le  volume  du  tétraèdre  abcd. 

On  peut  donc  écrire 


e„eé=  3V 


ecd 


3V 


acd.bcd       acd.bcd.cab  .dab 


ecd.cab.dab. 


C'est  la  formule  à  laquelle  je  voulais  parvenir. 

On  formera  de  même  les  expressions  des  diverses  arêtes  du 
tétraèdre  eaCbSc^d-  Toutes  ces  valeurs  ont  un  facteur  commun; 
en  le  supprimant,  on  obtient  les  relations 

CaCh  '.  ecd.cab.dab 
=  CaCc '.  edb.dac.hac 
=  CaCrf  :  ebc.bad.cad 
=  CcCrf  :  eab. acd.bcd 
=  eaSb'.  eac.adb.cdb 
=  ChCc  '.  ead.ahc.dbc. 


—  i:is  — 

De  même,  le  léliaèdre  OeObarda  donne  lien  ans  relations  sui- 
vanles  : 

acOi,  :  acd.ceb.deb 
=  Oc«<-  '■  (idb .dec .bec 
=  flcOrf  :  abc.bed .ced 
=  aca,(  '.  aeb .  ecd.  bcd 
=  a, ta/,:  aec.edb .cdb 
=  Oho,'.  aed.ebc  .dbc. 

Au  moyen  de  ces  relations,  on  vérifiera  aisément  que  les  deux 
tétraèdres  CaCbeced-,  OeObactta  sont  bien  réciproques  par  rapport 
au  couple  de  sommets  CaCie.  Montrons,  par  exemple,  que  les 
triangles  CaChec,  ci^acab  sont  semblables.  On  doit  avoir 


eaSb    _ 

Ca  ^c 

ChCc 

atOc 

ecd. 

cab. 

dab 

cdb. 

clac  .bac 

ead. 

abc 

.dbc 

adb 

.dec 

.bec 

~  acd 

.ceb.deb 

~  aed. 

ebc. 

dbc 

ce  qui  est  exact. 

Notre  théorème  est  donc  établi.  11  renferme  des  cas  particu- 
liers intéressants. 

Tout  d'abord,  si  l'un  des  tétraèdres  tels  que  ctpabacaj  se  réduit 
à  un  plan,  il  en  est  de  même  des  cinq  autres.  On  arrive  ainsi  à  ce 
théorème,  établi  directement  et  d'une  manière  toute  difTérenle 
par  M.  Duporcq  : 

Si  cinq  points  de  Vespace  sont  tels  qu'en  projetant  l'un 
d'eux  sur  les  faces  du  tétraèdre  ayant  pour  sommets  les 
quatre  autres,  on  obtient  quatre  points  dans  un  même  plan, 
il  en  est  de  même  quand,  dans  cette  construction,  on  permute 
d'une  manière  quelconque  les  rôles  assignés  aux  cinq  points  {*). 

On  obtient  une  autre  proposition  particulière  en  supposant  que 


(')  Koi';- le  Bulletin,  1901,  p.  ng.  C'est  en  généralisant  le  théorème  de  M.  Du- 
porcq que  j'ai  obtenu  le  lliéoréme  du  §  4  du  présent  .Mémoire  et  que  j'ai  été 
conduit,  par  une  nouvelle  extension,  à  la  considération  des  systèmes  réciproques 
de  /!  points. 


l'un  des   télraèdres   tels  ([ue  ai.<ihiir"d  est    régulier.    Il    eu    esi 
alors  de  même  des  quatre  tétraèdres  analogues. 

La  propriété  obtenue  s'énonce  comme  le  théorème  de  I\I.  Du- 
porcq,  en  remplaçant  les  mots  quatre  points  dans  un  même 
plan  par  ceux-ci  :  sommets  d'un  tétraèdre  régulier. 


COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES 


SÉANCE  DU  9  JANVIER  1!)0I. 

PRÉSIDENCE    DU    M.    TOUCHE. 

La  Société,  réunie  en  assemblée  générale,  procède  au  renou- 
vellement de  son  Bureau  et  à  l'élection  de  son  Conseil. 

Elections  : 

M.  Davidoglou,  présenté  par  MM.  Borel  et  Laisant;  M.  van 
Emelen,  présenté  par  MM.  Blutel  et  Laisant;  M.  Stetson,  présenté 
par  ]M]\L  Picard  et  t'errott,  sont  élus,  à  l'unanimité,  membres  de 
la  Société. 

Communications  : 

M.  Salljkow  :  Sur  l'existence  des  fonctions  implicites. 

M.  Hadamard  présente  quelques  observations  à  ce  sujet. 

M.  Kœnigs  :  Sur  la  réalisation  par  des  articulations  de  cer- 
taines transformations  et  sur  le  pantograplte  oblique  de  Syl- 
vester,  avec  généralisation. 

M.  Pellet  adresse  la  Note  suivante  : 

Sur  la  formule  d'approximation  de  Newton. 

1.    Soit  l'équation 

(1)  X  =  «u-i-  ii-,x-  -i~  «ax'-l-  ...  -4-  «„.r"  -+-...  =  a^+fix); 
L'équation,  qu'on  peut  a|)peler  majorante, 

(2)  X  =  a,,—  a,j-2-T-  .  .  .  -^  a,iJ-"-i-  ■  ■■  =  ao-!-ç(.r), 


—    HO  - 

où  a„  est  une  ((iiaïuilé  positive  é^ale  ou  supérieure  au  module 
de  rt„,  a  au  pins  deux  racines  positives,  puisque,  en  ordonnant 
par  rapport  à  x,  elle  offre  deux  variations  de  signe. 

Supposons  qu'elle  ait  une  racine  simple  que  nous  désignerons 
par  ?;  si  elle  en  a  deux,  ?  désignera  la  plus  petite.  Alors  l'équation 
proposée  (i)  a  une  racine  de  module  inférieur  à  i  et  une  seule 
[voir  mon  Mémoire  Sur  la  théorie  infinitésimale  des  équations 
{Bulletin,  iSgS)].  Celle  racine  Xi  s'obtient  rapidement  par  la 
méthode  d'approximation  de  Newton  et  l'on  peut  donner  de  l'er- 
reur commise  après  l'application  répétée  de  cette  méthode  une 
limite  bien  plus  avantageuse  que  celle  admise  ordinairement. 
Cette  méthode  consiste  à  prendre,  pour  première  valeur  appro- 
chée de  .r,,  rto;  puis,  posant  a;  ^  rto-|-j>',  mettre  l'équation  en  ^ 
sous   la   forme   (i)   et  prendre  pour   valeur   approchée   de  y   le 

terme  indépendant —     .,° .  et  ainsi  de  suite.  Désignons  par  «„_, 

la  quantité  qu'on  obtient  à  la  /?'"""' opération  et  par  .?„_,  la  somme 


il  vient 

_       /(oo) 


"0=   «0, 


_   ^o-fA-^«-i)--S,-,   _  ,  .,        |/"(^„-.)+^/"(..„-.)  «„-,+  ... 

en  remarquant  que 

«o-t-.A^«-2)  — -"«-^  =  ltn-\\\  — ./''(S„-2)]. 

Les  quantités  <io)  "u  •  •  •  >  "n-i,  •  •  •  ont  des  modules  inférieurs 
ou  au  plus  égaux  à  celles  qu'on  obtient  en  procédant  sur  l'équa- 
tion majorante  (2)  comme  on  vient  de  procéder  sur  l'équation 
donnée  (i).  On  en  déduit 

I  â'/"(^«-2)  +  ê.rV^«-2)g<«-i-H  . .  ■  I  ^    i?"(;)    _  ,, 

Ainsi,  en  prenant,  pour  valeur  approchée  de  .r,,  s„_,,  on  commet 
une  erreur  de  module  plus  petit  que 

I  —  M-\  ll,i-i  '•- 


-  m  — 

2.  Comme  exein|)le,  considérons  rct|iialion  x^  —  y.r  —  T)  =  o, 
traitée  par  Serret  clans  son  Algèbre  supérieure,  ou,  m  rempla- 
çant .r  par  a  +  .r. 

j"'-T-  Cj-'^-ioj-  —  1  =0. 
I<^lle  peut  s'écrire 

.;■  =  o ,  1  —  0,63:*  —  o ,  I  .r  ' . 

F^a  plus  petite  racine  positive  de  l'équation  majorante 

3"  =  o,  1  -7-  o,6a:'-l-  n,  i  ,r' 

est  inférieure  à  0,2.  Il  en  résulte 

o.fi6 
M  <  —  <  r . 

I  —  0,'2D2 

Ainsi,  p.n  prenant,  pour  valeiir  approchée  de  x. 

0,061 
01 ' 

Terreur  commise  a  un  module  plus  petit  (pie 

,0,061  1-    ,       I 
\  1 1 ,9.3/      "  3o  000 

Serret  donne  pour  limite  supérieure  0.006.  qui  est  180  fois 
plus  grande.  On  a  de  même 

0,061'    ^ 

<  o ,  o.ioo  J . 

I  1 , 9,3 

Posons  j- 1= —  ./•- ;  il  vient 

/'-r-  j6  k'-1-  1  \:>.y  -i-  I  :^  o. 

I-a  plus  [jetite  r.icine  de  l'équalion  ni.ijoianle 

I  16 

est  plus  petite  que  0,01  ;  il  en  résulte  ^I  <  o,  -j.. 
Ainsi,  en  prenant,  pour  valeur  approchée  de  ■>', 

I         I 

1  1     _  '       112 

1 1  -i  -«  ï     I  3    ' 

ni       , .  -,- ■- 

7    •  '2         .  .„ 


-  Mt  — 
l'erreur  commise  est  inférieure  en  valeur  absolue  à 

I 

I  ni  I 


112  (  i —    I 

V         8-49/ 
On  a 

'  o       o  -        -    o  O,o67,j 

=  0,008  qîo  j-i  4'8  7  . . .  =  — ; 

112  "  7 

un  calcul  logarilhmique  donne  pour  la  seconde  partie 

0,000  01 1  4m  o; 
d'où,  pour  .r^, 

x^  =  o, 008  gSg  982  4 

et,  pour  X, 

X  =  0.094  55î  48. 


SÉANCE  DU  23  JANVIER  1901. 

PrtKSinENCK    DE    M.    d'oCAGNE. 

Communications  : 

M.  Bricard  :  Sur  les  systèmes  de  points  réciprotjues. 
M.   Seuvais't  fait  la  Communication  suivante  : 
Sur  les  formules  de  Gauss. 

Les  formules  fondamentales  de  Gauss  sont,  dans  certains  cas, 
plus  simples  que  les  formules  de  Codazzi  ;  nous  allons  en  donner 
quelques  exemples. 

Si  l'on  suppose  la  surface  rapportée  à  ses  lignes  de  longueur 

nulle 

ds^  =2/  du  rfr, 

les  formules  de  Gauss  deviennent 

di'  _  c)A  ,  di]  _  dA^  ^  _  A'2       i  à-\o%'k  _ 

•^'^  ITi^àv'  ''Ov~'ôû'  IX  ~       "^  X  /.  du  dv  '~  "' 


où  l'on  a  posé 

X'  X 


A  ^  A"         D"  ,,         D'. 

A=-T-;  l^    =  -T-  y  a=r— ; 


IJ.  D',   D"  tl.iiit    les   déleimiiKiiils    1 
Iij;nr';  rlo  cnml)iirp  ost 


■i.    IVqiiiilioii    (les 


et  les  ravons  de  romijnre  sont  cloniu^s  par  les  formules 


R        R 


=  5  l'A', 


AA" 


4  VR 


H.)' 


Ces  relations  1res  simples  permellent  de  résoudre  bien  des  pro- 
blèmes presque  sans  calcul;  nous  signalerons,  en  particulier,  les 
suivants  :  reclierche  des  surfaces  mininia  et  des  surfaces  à  cour- 
bure moyenne  constante  applicables  sur  les  surfaces  de  révolu- 
tion ;  les  deux  problèmes  résolus  par  Ossian  Bonnet  :  recherclie 
des  surfaces  qui  admettent  une  déformation  conservant  les  lignes 
de  courbure  ou  les  ravons  de  courbure  principaux.  Nous  allons, 
comme  application,  indiquer  la  solution  de  ce  dernier  problème. 

Pour  avoir  une  solution  du  problème,  il  faut  que,  A  et  A' restant 
les  mêmes,  on  ait  pour  A  et  A"  deux  ou  plusieurs  systèmes  de  so- 
lutions satisfaisant  aux  équations  (i).  On  voit  de  suite  que  si  A^ 
et  Aj  sont  relatifs  à  la  surface  S,  les  élémeiils  corrrspondanls  rela- 
tifs à  la  surface  S'  devront  être  de  la  forme 


A,  =  io^-u.      a;-a;-»-v. 


el  I  on  rle\  ra  avoir 


I  A„-t-  U)(A;;-i-  \')  =  A»  a;, 


—  ^  -I-  1  =o. 


S'il  existe  une  seconde  surface  S"  lépnndanl  à  la  question,  ou 
aura  de  même 

Al         A'o 

d'où  l'on  dédiiil  immédiateniçnt  f|iii'  Aq  ft  A^,   scroiil   tels  qiir  l'on 

ail 

A^ \  -\\ 

a; -^     u-r,' 

ce  qui  moniio  que  les  surfaces  S, S.  S'  sont  isollieiinif|ii(s  ;  ou 
peut  alors,  en  choisissant  convenaldrinrnl  les  \aiial)ies  ;/  el  k\ 
posci' 
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siihsliliiaiil  d;iiis  le-;  ('■(|iial,ioti's  i  i  ),  il\i(Mit 

•  '!^  ^       ^'        _  .  oy 

d'où 

I     (*A'  I     dA'  _ 

V  '  "^  "~  U'"  ^   "^  "  ' 
si  l'on  pose 

V\',  =  l;'U',  =  1. 

l'intégrale  de  celle  équalion  est 

A=/,  U.^V,): 
on  en  déduit 

L'Y' 


(U^V)V(Im-V,) 


La  dernière  des  équations  (i)  donne  de  suite  la  valeui- de  /"  et  l'on 
trouve  finalement 


A'  = 


L",  +  V,'  '  2   (Lh-V)'- 


La  surface  est  alors  complèleinent  délerniiiiée  inlrinsèquc- 
mcnt. 

Les  formules  de  Gauss  subsistent  presque  idonliquenienl  dans 
l'espace  non  euclidien;  il  siiflU  de  remplacer  la  ti-oisiùme  des 
équations  (l'i  par  la  suivante  : 

AA"  „        I   ()2log). 

A-*  A     au  d\> 

Comme  à  toute  surface  isotherniique  de  l'espace  non  euclidien 
correspond  par  projection  stéréographiqut;  une  surface  isother- 
niique de  l'espace  ordinaire,  il  y  a  quelque  intérêt  à  résoudre, 
dans  ce  cas,  le  problème  d'Ossian  Bonnet.  Le  calcul  est  le  même 
que  précédemment  et  l'on  trouve 

^  =  rriT'     ^=/'i=.+v,,,     >=-(„^v)y(u.-.-vr)' 

où  l'on  a  posé 

IL',  =\  \\  =  I, 

(ormules  (lui  déterminent  inlrinsèqneri)enl  la  surface  dans  resjiace 
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non  cuclulien.  Pour  avoir  les  coordonnées  x,,  x-x,  X3,  x^  cl,  par 
suite,  la  surface  de  l'espace  ordinaire  eorrespondanle,  il  faut  encore 
intégrer  un  système  complet  d'équations  aux  dérivées  partielles 
que  l'on  forme  facilement,  mais  dont  l'intégration  ne  semble  pas 
très  aisée.  Nous  avons  négligé,  dans  le  calcul  des  cas  particuliers, 
celui  des  surfaces  à  courbure  moyenne  constante  et  une  autre  fa- 
mille de  surfaces  dépendant  d'un  ])aramctre  qui  sont  applicables 
sur  des  surfaces  de  révolution. 


SEANClî    DU  7   Ff:VKIi:U    l'.MIl. 
iMuisiiiKNci:  i>i:  M     ii'()i;\(;ni;. 

Coniniinncitl ions  : 

iM.  d'.\dlu';ni;ir  :  S(ir  rcildinrx  ri/iiiin'<i/ts  itii.r  //ihivrrs  />/ir- 
licllrs. 

.M.  C.-.V.   LvisAKT  lait  la  (lommiiiiicaliou  suivante  : 

Sar  certaines  suites  récurrentes. 

1.  Dans  un  Mémoire  sur  les  suites  récurrentes  {Journal  de 
l'Ecole  Polytechnique,  LXIV"^ Cahier,  j).  i  a  i  ;  1 894),  M.  d'Ocagiic 
a  étudié  les  suites  définies  par  la  relation 

(jue  nous  écrivons  immédiatement  sous  forme  symbolique.  F(A) 
est  un  polynôme  de  degré  /•. 

Si,  en  particulier,  /•  =  o,  c'est-à-dire  si  le  premier  membre  dr 
la  relation  ci-dessus  est  une  constante,  la  suite  considérée  est  lé- 
currente,  et  son  échelle  de  récin-rence 

Ul,\{U  —  !)/(«)]  =  o 

est  d'un  degré  plus  élevé  d'une  unité  que  celui  de /(u).  Comme 
cas  1res  particulier,  une  progression  par  did'ércncc  de  raison  /«•, 
diMinic  par 


—   U6  — 
psI,  l'éciirrenle  du  second  ordre,  et  a  ^tour  éi-licllc  de  récurrence 

('/.[(  U  —  I  )■-]   =  (). 

(ycUe  remarque  a  élé  faite  par  .M.  d'Ocagne,  à  côté  d'autres  ré- 
sultats beaucoup  plus  généraux. 

Dans  cette  Note,  je  me  propose  d'étudier  spécialement  les 
suites  où  F(/i")  =  /',  et  de  chercher  à  déterminer  une  loi  de  for- 
mation simple  du  terme  général. 

A  cet  edel,  écrivons  la  relation  de  définition  sous  la  forme 

(i  I  ti„  t-/c  —  Cl,  «„+/,_  1  — . . .  —  (i„in  =  h, 

ou,   svuiljolli|uemeiU, 

'U|/(")J  = /'. 

Lorscpie  l'écpiatiun  /(^x)  =:  o  n'a  pas  de  racine  égale  à  l'unité, 
il  est  possible  d'exprimer  d'une  façon  très  simple  les  termes  de  la 
suite  («).  Posons,  en  efTet,  pour  un  Indice  quelconcpie, 

la  suite  (i)  étant  récurrente  et  avant  pour  éclielley'(./')  =  o. 
La  relation  (i)  devient 

l'/i+A  +  T,  —  «  1  (  i'„+./,_i  -f-  T,  )—...—  rt„  (  i'^.  -I-  r,  )  —  A  =  o, 

et,  en  écrivant 


nous  pouvons  dire  que  fa  suite  {u)  s'oblienl  en  ajoulant  une 
quantité  constante  à  tous  les  termes  d'une  suite  récurrente  du 
même  ordre  et  de  même  échelle. 

La  suite  {v)  s'interpole  par  une  fonction  de  la  forme 

f;  =  A,a^  -H.  .  .-f-  A„af,. 

pour  uue  valeui-  quelconque  de  l'indice,  a,,  .  .  . ,  a„  étant  les  ra- 
cines de  l'équation  J\x  \  =  o.  Donc,  la  série  («  )  s'interpolera  par 
la  fonction 

»;  =   \|aî  -r  .  .  .--  V,,!;,  "  T,, 

Y,  il  vaut  la  \uiciir  ci-dessus. 
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2.  Si  réqualiony(x)  ^  o  a,  au  conlraire,  des  racines  égales  à 
l'unilé,  il  est  quand  mêiue  possible  d'exprimer  chaque  terme  de 
la  suite  (a)  au  moyen  de  celui  d'une  suite  récurrente  (c)  auquel 
on  ajoute,  non  plus  une  constante,  mais  un  polynôme  en  z. 

Soit  f{x)  =  {x  —  i)/''j(.r),  et  appelons  Ci  le  terme  général 
d'une  suite  récurrente  ayant  pour  échelle  a(A')  =  o.  Il  s'ensuit 
(]u'on  a 

^        '  ' 

en  appelant  a,,  aj,  ...  les  racines  de  l'érpialion  '■î(x)  =  o,  dont, 
par  hypothèse,  aucune  n'est  égale  à  liinilé. 
Posons 

Q(s)  représentant  un  polynôme  en  s,  de  degré/?. 

Lorsque  nous  voudrons  former  la  fonction /(w)  ou  'f(u){u — i)P, 
nous  pourrons  la  décomposer  en  /(<') +/(Q)-  Mais /((-')  sera 
nul,  puisque  la  suite  (v)  a  pour  échelle  de  récurrence  'f  (x)  :=  o. 
La  fonction /(«)  se  réduit  donc  à/[Q(  =  )].  Si  le  polynôme  Q(-) 
est  développé  sous  la  forme 


on  pourra  encore  écrire  symholiquenieiit 

/(Po)  +/(?!-)  --■•■+/(.i,.-'')- 

Dans  chaque  terme,  le  coefficient  ,8,  entre  en  l'acteur;  de  plus, 
la  fonction /(;r)  étant '^(.r)(x  —  i)P,  se  traduit  symboliquement 
par  o{u){u  —  i)P  ou  »(?/)A/'m.  Or,  les  différences />'■"""  des 
divers  termes  sont  nulles,  à  l'exception  de  la  dernière,  qui  est 
constante  et  égale  à  pi. 

Soit  maintenant  <s{x)  =  Co+  c^x  +  c-^x^ ->r  .  .  . . 

Nous  devrons  former 

(  Co  «•/- -i-  Cl  H'A+t  -h  Cj  lfiH-2  -^  .  .  ■  )  ^pP  ■  ; 

et.  dès  l'instant  où  la  différence  n''"",  ^P=  '^pp'.  est  constante, 
l'expression  symbolique  Wi\P  ou  A/'w,  est  constante  aussi,  puisque 
l'indice  est  indifférent.  Par  suite,  nous  aurons 

(c,,-;-  c,^  cj  — . .  -j^rP'- 
ou  encore  ■i(i)'^pp'.. 
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Il  en  résulte  qu'on  aura  finalement 

On  runiarquera  la  coïncidence  que  présente  ce  résultat  avec 
celui  du  numéro  précédent,  lorsque  y9  =  o,  c'est-à-dire  quand 
l'équation  y(jc)  =  o  n"a  pas  de  racines  égales  à  l'unité. 

Lorsque,  pour  définir  la  suite  (u),  on  se  sera  donné  les  premiers 
termes  Uo,  u,,  ...,  u„,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  n  termes  seu- 
lement et,  en  outre,  la  valeur  de  h,  on  écrira  les  n  ■+-  i  équations 

«;=  A,p^  +  Aîp^M-.  ..-^  A,„p;„-T-  ^0+  Pi- +•  .•-4-Pp-'', 

]iour  les  valeurs  o,  i ,  ...,  n  de  3.  Dans  ces  équations,  p , ,  oj,  . .., 
p„,  sont  les  racines  de  cs(x)  =  o,  et  l'on  a  rt  =  /?/ -t-/'.  Les  n  in- 
connties  sont 

A,,     \2.     ...,     A„„     p„.     p, p,„ 

c'est-à-dire  également  au  nombre  /z  -t-  i  ^  ni  -'- p  4-  i . 

11  est  bon  d'éclaircir  ce  qui  précède  par  un  exemple. 

l^renons  une  suite  pseudo-récurrenle  dont  l'écliellc  soit 
(«  —  ')'("  —  '^)  =  ^h  ''^'-'c  /i  ^  —  C,  et  les  (|uatre  premiers 
termes  étant  3,  3,  4)  i  ^  !  on  en  déduit  immédiatement  que  le  cin- 
<|uicnie  est  38,  en  développant  /(«),  ce  qui  donne 

Ui  —  5  «3+  g  ii-i —  7  ;<!  -v-  i  Ua  =  —  6. 

Nous  aurons,  d'après  ce   qui   précède,  o(,r)  =  j; —  2,  /n  =  i , 

/}  =  3,  el 

3=      A,+  p„, 

3=    ■iA,-t-p<,-+-     !5,-f-      <^,~-      S,, 
4=    4A,+  8„-r-9.p,--    .iti2-^    8p„ 

.3=    8A,+  p„-4-3PiM-    93sH-'/7{J:„ 

38  =  if,  A,  +  8„  -^-  4  p,  ^'r-  k; 3o  -^  6  i  %. 
On  lire  de  ces  ('quai ions 

A|=l.  ?«=•>.,  ?1=1.  ?2  =  —  3,  ?:)=!, 

et  l'cxiire^sion  "('•in'riilc  du  lerine  //i  est 


rouimi"  il  f->l  (iiciic  de  le  vi'rilier. 
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On  |)eiit  se  servir  ulileiiiont,  pour  obtenir  la  suite  («),  du  Ta- 
bleau des  différences.  En  edel,  les  différences  4"^""  [en  général 
(yt>  +  i)'"^"""^]  provenant  du  polynôme  en  z  seront  nulles,  et  il  ne 
restera  plus  que  celles  provenant  des  puissances  de  s  (et,  en  gé- 
néral, des  termes  t»),  lesquelles  forment  elles-mêmes  une  suite  ré- 
currente de  même  échelle,  c'est-à-dire  ici  une  progression  par 
quotient  de  raison  2.  Nous  donnons  ci-dessous  ce  Tableau  : 


38 

89 

180 

333 

5i 

9' 

iJ3 

25 

•26 

14 

'\0 

22 

C-2 

38 

100 

Vérifions  enfin  que  /i  =  —  6,  •j(x)  =  x  —  2,  ^3=1,  31^6, 
ce  qui  donne  bien /t  = -^(i)^/,/;  !,  puisque  cp(i)  = — i. 

3.  La  valeur  /*  =  ■:>{i)Pppl,  que  nous  avons  trouvée  ci-dessus, 
peut  s'exprimer  encore  d'une  autre  manière  assez  remarquable. 
On  a,  en  effet, 

et,  en  prenant  successivement  les  dérivées  jusqu'à  la  /j"""-",  puis 

faisant  .r  :^  i ,  on  a 

/(/')(>)  =  ;,!  0(1). 

On  peut  donc  écrire 

A    =    3;,/</"(l) 

et  aussi 

Q'/'l(;)  étant   une    constante,    puisque   Q  est    un    polvnome    de 
degré/?.  

SÉANCE  DU  21   FÉVRIER    1901. 

PKKSIDENCE    DE   M.    U'OCAGNE. 

Communications  : 

;M.  Eslanave  :  Sur  le  calcul  de  ~. 

M.   Lecornu  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  la  vis  sans  fin. 
L'en£;rena£;e  à  vis  sans  (in,  destiné  à  relier  deux  mouvements 


de  rotation  eflectués  autour  d'axes  perpendiculaires  non  concou- 
rants, est  généralement  constitué  par  une  vis  à  filet  carré  assujettie 
à  demeurer  en  contact  avec  un  hélicoïde  dés'eloppable.  Le  point 
de  contact  décrit  sur  la  surface  de  vis  une  hélice  déterminée,  qui 
tend  à  devenir  une  ligne  d'usure,  sans  que  le  reste  de  la  surface 
soit  utilisé  pour  le  fonctionnement  de  l'appareil. 

Si  l'on  pouvait  faire  en  sorte  que  la  trajectoire  du  point  de 
contact  n'eût  pas  tous  ses  points  à  la  même  distance  de  l'axe  de  la 
vis,  on  remédierait  aisément  à  l'inconvénient  de  l'usure  :  car  il 
suffirait  de  donner,  de  temps  en  temps,  à  la  vis  un  léger  déplace- 
ment dans  le  sens  de  son  axe  pour  faire  travailler,  à  tour  de  rôle, 
des  parties  différentes  de  la  surface. 

Le  mojen  le  plus  simple  de  parvenir  à  ce  résultat  consiste  à 
remplacer  la  surface  de  vis  à  filet  carré  par  une  surface  de  vis  à 

Fig.  .. 


filet  triangulaire  qu'on  peut  d'ailleurs  prendre  très  peu  difierentc 
de  la  première.  Mais  alors  la  surface  conjuguée  n'est  plus  un  héli- 
coïde développable  ;  je  me  propose  de  déterminer  ici  sa  nature. 

Soit  AB  l'axe  de  la  vis  triangulaire  et  soit  O  la  trace  du  second 
axe  de  rotation,  perpendiculaire  au  plan  de  la  figure,  que  nous 
supposerons  horizontal  {fig-  i).  A  chaque  instant,  la  surface  de 
vis  coupe  le  plan  de  la  figure  suivant  une  droite  DH  inclinée  d'un 

angle  constant  -"-  —  a  sur  la  droite  AB.  La  vis  tournant  avec  une 
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vitesse  uniforine,  la  dixîile  DH  se  me»il  avec  une  vitesse  conslanto 
et  se  comporte  ainsi  comme  une  crémaillère  à  flanc  oblique, 
propre  à  assurer  le  roulement  relatif  d'une  droîle  A'B',  parallèle 
à  AB,  située  à  la  distance  constante  R'  de  AB  et  d'une  circonfé- 
rence de  centre  O  et  de  rayon  OC  =  R.  Les  longueurs  R  el  R' 
sont  arbitraires.  Si  nous  abaissons  la  perpendiculaire  CH  sur  DU, 
son  pied  II  est  le  point  de  contact  de  DH  avec  le  profil  conjugué  ; 
et,  comme  (^H  est  tangent  à  une  circonférence  de  centre  O  et  de 
rayon  01*  =  Rcosx,  le  profil  est  une  développante  IIS  de  cette 
circonférence.  La  distance  du  point  H  à  l'axe  AB  croit  projjor- 
tionncliement  à  l'angle  de  rotation;  il  en  résulte  que,  perpendi- 
culairement à  cet  axe,  le  lieu  des  points  H  considérés  connue 
appartenant  à  la  surface  de  la  vis  a  pour  projection  une  spirale 
d'Archimède.  Ce  lieu  est  d'ailleurs  l'intersection  de  la  vis  avec  le 
cône  engendré  par  la  rotation  de  CH  autour  de  l'axe  AB. 

11  faut  maintenant  trouver  la  surface  enveloppée  par  des  plans 
tangents  à  la  développante  et  tels  que  chacun  d'eux  vienne  suc- 
cessivement en  coïncidence  avec  un  plan  tangent  à  la  vis.  En  ap- 
pelant h  le  pas  de  la  vis  et  p  le  rayon  de  courbure  PH  de  la  déve- 
loppante, on  trouve  aisément  qu'au  point  H  le  plan  tangent  à  la 
vis  forme  avec  le  plan  de  la  figure  un  angle  i  donné  parla  for- 
mule 


ce  qu'on  peut  écrire 


^  [R'h-  (R  sina  -^  p)  sijioc]  cosa, 


b=  J^  -t-Rsiiia  =  PQ. 
SI  a  a 


Nous  avons  donc  à  construire  nue  surface  développable  ^,  con- 
tenant la  développante,  sachant  que  le  plan  tangent  au  point  pour 
lequel  la  développante  a  un  rayon  de  courbure  p  coupe  le  plan  de 
celte  courbe  sous  un  angle  i  répondant  à  la  formule  (|ui  précède. 

A  cet  ell'et,  considérons  une  développante  H'S'  parallèle  à  la 
première,  et  située  à  la  distance  normale  b  de  celle-ci.  Menons 
par  les  tangentes  à  la  courbe  H'S'  des  plans  parallèles  aux  plans 
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larigenls   de  la  surface   \^.  Le  plan  passant  en  H'  esl  incliné  de 

l'angle  /  sur  le  j)]an  de  la  figure.  11  conjie  à  la  liïiuleur 

(p  -h  b  )  colang;', 

c'est-à-dire  «,  le  plan  vertical  passant  par  OP  et,  par  conséquent, 
il  rencontre  en  un  point  fixe  l'ordonnée  du  point  O.  On  voit  ainsi 

que  la  nouvelle  surface  est  un  cône  ^  .  Les  sections  horizontales 
de  ce  cône  sont  des  développantes  liomotliétiques  à  H'S'.  l^our  la 
section  faite  à  la  hauteur  ::,  le  rapport  d'homothétie  est  i  —  -  et, 
par  suite,  le  rayon  de  la  circonférence  correspondante  est 

R  cosa  I  I  —  —  ). 
\         «/ 

Cela    étant,   on   ohliendra   la    surface   cherchée    N    en  porlant 

horizontalcnienl   à  jiarlir  de  chaque  jioint  du   cône   ^  ,  dans  la 

direction  normale    à    la   développante  qui   passe  en  ce   point,  la 

longueur  conslanle  l>.  Les  sections  horizonlales  de  ^  sont  des 

développantes  égales  à  celles  qui  appartiennent  au  cône.  Dans  le 
plan  horizontal  ayant  pour  cote  s,  la  rotation  qui  fait  passer  de  la 

section  du  cône  à  celle  de  la  surface  ^  est •  Cet 

Rcos«(-f) 

angle  augmente  indéfiniment  à  mesure  qu'on  se  rapproche  du 
sommet  du  cône.  Dans  le  plan  horizontal  passant  par  le  sommet, 
la  rotation  devient  infinie  :  il  est  aisé  de  voir  que  la  section  de  la 
surface  est  alors  une  circonférence  de  ravon  b.  Par  conséquent, 

/(/  si/r/acc    y    peut   l'/re   regardce  comme    l'emcloppe    d'un 

plan  (jui  s'appuie  à  la  fois  sur  une  circonférence  et  sur  la  dé- 
veloppante d' une  autre  circonférence  située  dans  un  plan  pa- 
rallèle, les  deux  circonférences  ayant  leurs  centres  sur  une 
même  perpendiculaire  à  la  direction  de  leurs  plans. 

Voyons  maintenant  quelle  est  la  nature  de  l'arête  de  rebrous- 
sement.  Soit  HF  la  projection  de  la  génératrice  passant  en  H. 
Nous  savons  que  si  F  est  le  point  situé  dans  le  plan  horizontal 


mené  par  le  soiiiinel  du  cône,  la  ciroileOF  csl  parullc-le  el  égale  à 
HH',  dont  la  longueur  est  b.  Pour  une  rotation  dh  du  ravon  a, 
l'extrémité  H  se  déplace  le  long  de  la  développante  d'une  lon- 
gueur p  rf9;  l'extrémité  F  éprouve  un  déplacement  parallèle,  mais 
de  sens   contraire,  et  égal  à  /;f/Q.  Le  point  de  contact  E  de  HF 

avec  son  enveloppe  partage  donc  HF  dans  le  rapport  ^.  c'est-à- 
dire  que  E  se  trouve  sur  le  ravon  OP.  Par  suite,  OE  =  OP  x  -, 

et,  comme  l'angle  6,  mesuré  à  partir  du  rayon  aboutissant  au 
point  de  rebroussement  S'  de  la  courbe  H' S',  a  pour  valeur  .  ?» 
on  a  la  relation  OE  >^H  =  b.  Donc  : 

L'arête  de  rebroussement  de  la  dé^ccloppable  y  se  projette 
horizontalement  stchant  une  spirale  hyperbolique. 

Celte  spirale,  figurée  en  ESE',  ])asse  par  le  point  de  rel)rousse- 
ment  S  de  la  développable  HS.  car,  en  ce  point,  le  ravon  vecteur 

est  égal  à  OP  et  l'angle  polaire  à  - -5  •  Dans  l'espace,  Tarète  de 
rebroussement  est  le  lieu  des  |)oinls  de  rebroussement  des  déve- 
loppantes formant  les  sections  horizontales  de    7  .  Celle  arête  de 

rebroussement  se  trouve  sur  le  cône  droit  dont  la  base  est  la  cir- 
conférence PSS'  et  dont  le  sommet  est  à  la  hauteur  a  au-dessus 

de  O  en  coïncidence  avec  le  sommet  du  cône  ^  .  SI  l'on  déve- 
loppe le  cône  droit  sur  un  plan,  l'arête  de  rebroussement  se'  déve- 
loppe suivant  une  spirale  hyperbolique  égale  à  la  première  :  on  le 
reconnaît  immédiatement  en  remarr|uant  fpin  les  deux  spirales  ont 
la  même  sous-langenle  polaire  égale  à  b. 

En  résumé  :  ta  surface  conjuf^uée  de  la  vis  à  Jilel  triangu- 
laire est  la  déi-eloppable,  lieu  des  tangentes  à  une  spirale  hy- 
perbolique enroulée  sur  un  cône  de  révolution  dont  le  sommet 
est  au  pôle  de  la  spirale  :  les  sections  faites  dans  cette  surface 
perpendiculairement  à  l'axe  du  cône  sont  des  développantes 
des  sections  du  cône;  la  section  dont  le  plan  passe  par  le 
somtnet  du  cône  est  circulaire. 


-  lU  - 
SÉANCE   DU   7   MARS    l'JOl. 

l'RKSIDEN'CE  DE  M.   D'oCAGNE. 

Coinmunicdlions  : 

M.  Eslanavc  :  Sur  le  calcul  de  t:. 

M.   EviiLi:   BoiiKL  lail  la  Coriiiminicalion  suivante  : 

Sur  les  ordres  d'infinitude. 

On  sait  quelle  est  l'importance  de  la  tliéorie  élémentaire  des 
infiniment  petits:  un  infiniment  petit  principal  x  ayant  été 
choisi,  les  autres  infiniment  petits  sont  comparés  aux.  puissances 
positives  de  l'infiniment  petit  principal;  si  l'infioiment  petity  est 
tel  que  son  rapport  à  x"  tende  vers  une  limite  finie  lorsque  j:  tend 
vers  zéro,  on  dit  que  l'ordre  infinilésimaldey  est  déterminé, 
et  cet  ordre  est  égal  au  nombre  positif"  a . 

La  définition  que  nous  venons  de  donner  est  celle  qui  est 
actuellement  adoptée  dans  l'enseignement;  Cauchj  a  indiqué  une 
définition  différente,  souvent  plus  utile  (')  :  l'infiniment  petit  y 
est  dit  d'ordre  a  si,  quelque  fietit  que  soit  le  nombre  positif  e,  le 
quotient 

y 

tend  vers  zéro,  tandis  que  le  quotient 

y 

j-U  +  t 

augmente  indéfinimenl,    lorsque  x  et  y   tendent   simnllanément 
vers  zéro. 

Pour  éviter  toute  confusion,  nous  dirons  que  l'ordre  infinitési- 
mal dey  est  a  lorsque  les  conditions  de  la  définition  usuelle  sont 
vérifiées,  cl  qu'il  est  («)  lorsque  y  vérifie  seulement  les  conditions 
de  Caucliv  (-)  ;  l'ordre  de  la  fonction  x-  \o^x  est  (a  ). 


(')  Voir,  pai'  exemple,  les  Préliminaires  des  Leçons  sur  le  Calcul  différen- 
tiel. Paris,  182g.  —  Œuvres  de  Cauchy,  Série  II,  t.  IV,  p.  281. 
(-)  La  notation  (a)  peut  s'énoncer  brièvemenl  :  a  parenthèse. 


—   155  — 

11  e»l  clair  (|ue  les  définitions  précédenlcs  sf  lraiis|jorlent  sans 
difficullé  au  cas  où  )'  et  x  sont  supposés  infiniment  grands  el 
positifs  au  lieu  d'être  supposés  intiiiinienl  petits  ;  nous  ferons 
celte  hypothèse,  qui  simplifiera  les  écritures  ultérieures;  ainsi 
nous  désignons  désormais  par  x  une  variahle  positive  infiniment 
grande. 

iVotre  but  est  d'étendre  la  théorie  des  ordres  d'infinitude  à  des 
cas  où  la  valeur  que  l'on  serait  conduit  à  leur  attribuer  serait  zéro 
ou  rinfini  (  '  ). 

Dans  ce  but,  nous  conviendrons  de  dire  que  x  étant  Tinfiniment 
petit  principal,  l'ordre  d'infinitude  de  e-^  est  w.  Cette  définition 
étant  posée,  nous  conviendrons  que,  si  l'ordre  de  z  considéré 
comme  fonction  de  y  est  a,  tandis  que  l'ordre  de  y  considéré 
comme  fonction  de  x  est  b,  l'ordre  de  z  considéré  comme 
fonction  de  x  sera  désigne  par  ab.  De  plus,  si  les  ordres  Ac  y  et 
de  :;  sont  respectivement  a  et  b,  l'ordre  de  i .:  sera  dit  égal 
à  a  -\-  b. 

Enfin,    si    l'ordre  de  y  considéré  comme   fonction  de  x  est  a, 

l'ordre  de  .c  considéré  comme  fonction  de  v  est  -  • 

a 

Ces  définitions  permettent  d'écrire   immédiatement  les  ordres 

des  fonctions  que  l'on  obtient  en   comblnaVit  les  fonctions  e'",:r'", 

loga-  ;  voi(-i  quelques  exemples  : 

e ' '  .r' lo",^',  (0  7-1-3-: —  > 

Qinx  lon\r '",  m  (OH —  ")  1 

e'"''   ,  11)  [ I  -;  (1) 2 ]. 

On  remar([uera  cpie  la  multiplication  n'est  généralement  pas 
commulati\e  ;    l'on  n"a  pas  (02  =  aco.  De  plus,  si  l'on  a  toujours 

\b  -^  c\a  ^^  ba  ^  cet, 
1  on  a  généralcntent 

Il  [h  -1-  c]  r-  ab-hac. 


(,')  Cf.  lis  travaux  de  du  Bois-Reymoiul  et  de  M.  Pinclicilc  sur  les  fonctions 
croissantes.  Je  ne  puis  donner  ici  une  biblio^rrapliie  complète. 

Voir  aussi  mon  Mémoire  sur  les  séries  dii'erpentes.  picniiére  Partie  (Aii- 
ntiles  de  l'École  .\ormale.   1^99). 


—    lot)  — 

Les  définllioii»  préct-denles  correspondent  à  la  définition  que 
nous  avons  rappelée  au  début  de  celle  Communication  ;  il  est 
souvent  avantageux  d'y  substituer  une  définition  plus  large, 
analogue  à  la  définition  de  (^auchv. 

Considérons  un  polynôme  tel  que  le  suivant  : 

i  =  au  -r-  cde  -i-fy, 
les  lettres  a,  b,  c,  ...,  ff  désignant,  soit  des  nombres  positifs,  soit 
l'un  des  svmboles  fo  ou  — .  A  ce   polvnome  t  on  peut  faire  corres- 

10  '       "  ' 

pondre,  d'après  ce  qui  précède,  une  fonction  croissante  de  x  bien 
déterminée  ayant  pour  ordre  d'infinitude  i.  Nous  la  désignerons 
par  F(.r,  b).  en  mettant  en  évidence  lune  des  lettres  b  qui  figurent 
dans  l'expression  de  i;  nous  supposons  cpie  la  lettre  ainsi  mise  en 
évidence  désigne  un  nombre  positif  et  non  un  symbole  lel  que  lo. 
Supposons  qu'une  fonction  a  (.r^i  soit  telle  que  l'on  ait,  quel  que 
soit  le  nombre  positif  î. 


F(.r,  6  — e;         "'       j=  .  F(r,  è -H  ô  ) 


=  o. 


Nous  cotn'iendrons  de  dire  que  l'ordre  d'injinilitde  j  de  '^  \,x) 

est  défini  par  la  formule 

j  =  a  [b]  -\-  cde  -^  fg- 

Il  arrivera  d'ailleurs  souvent  que  la  présence  du  symbole  (6) 
permet,  sans  cbanger  la  signification  dey,  d'en  simplifier  l'expres- 
sion en  supprimant  certains  termes;  mais  nous  ne  pouvons  entrer 
dans  ces  détails. 

Celte  nolalion  me  paraît  devoir  èlre  fort  commode  dans  bien 
des  recherclies  ;  j'en  ai  donné  quelques  applications  dans  le  Cours 
que  j'ai  fait  cet  hiver  au  Collège  de  France  (');  pour  le  moment, 
je  me  contente  de  la  signaler,  afin  que  les  mathématiciens  à  qui 
elle  pourrait  rendre  des  services  l'éprouvent  à  l'usage  (^). 

(')  Ce  Cours  sera  publié,  sous  le  lilva  de  Leçons  sur  lex  séries  à  termes  positifs, 
par  les  soins  de  M.  liobert  d'Adliémar,  qui  travaille  on  ce  moment  à  sa  rédaction. 

(')  Il  est  clair  qu'il  existe  des  fonctions  s  (a;)  dont  l'ordre  d'infiniuide  ne 
peut  pas  être  exprimé  par  une  telle  notation,  de  même  qu'il  existe  des  infinimenl 
pelils  dont  l'ordre  infinilésimal  n'est  pas  déterminé  ;  la  théorie  des  ordres  inli- 
nilésiniaiix  esl   ■•ependant  fort  utile. 


SÉANC.K   DU    21    MAUS    l'.IOl. 
l'incsiDKNCi:  DK  M.   rDixiii;. 
Conimiuiicalions  : 

M.  l''.n\.ST  LiM)ELi')F  adresse  la  \ole  suivanle  : 
Sur  le  prolongement  analytique. 
Dans  le  dernier  ïoine  de  ce  Recueil.  M.  Borel  a  donné  i  '  j  un 
exemple  très  simple  d'une  série  de  polynômes  représenlant  une 
fonction  analytique  dans  un  domaine  plus  grand  que  le  cercle  de 
convergence  de  son  développement  de  Taylor.  J"ai  été  conduit  à 
un  exemple  analogue,  mais  plus  général,  que  M.  Borel  a  bien  voulu 
m'inviler  à  présenter  ici. 

Soiiy(.r)  une  fonction  analvliquc  définie  par  son  développe- 
ment de  Taylor 

11)  y"(  ^  I  =  rtg  H-  «1^:  +  «o.r-  -~  . .  .-;-  o„a-"  -^.  .  ., 

dont  nous  supposons  le  rayon  de  con\ergencc  fini,  et  soil  A 
Vc'loi/e  principale  correspondante,  suivant  la  lerniinoiogie  de 
M.  Millag-Lelfler.  En  menant  par  chaque  sommet  de  A  une  droite 
peipendiculaire  au  rayon  vecteur  en  ce  point,  nous  formerons  un 
polygone  P  limité  par  certaines  de  ces  droites  et  comprenant  tout 
entier  le  cercle  de  convergence  du  développement  (i).  C'est  à  ce 
polygone  P  que  M.  Borel  a  donné  le  nom  Ae  polygone  de  soni- 
mabilité  (-). 

Nous  nous  proposons  de  former  une  série  de  poh  liâmes  re- 
présentant la  fonction /(x)  dans  le  polynôme  P. 

Rappelons  d'abord  le  théorème  général  qui  ramène  la  question 

à  la  recherche  d'un  développement  de  la  fonction >  théorème 

qui  repose  sur  une  des  plus  belles  applications  de  l'intégrale  de 
Cauchy  (^  ). 

Supposons  qu'on  ait  obtenu,  par  un  procédé  quelconque,  un 


(')  Bulletin  de  la  Société  mathématique,  p.  200;  1900.  Voir  auisx  Leçons 
sur  tes  séries  divergentes,  p.  17». 

(-)   loir  BoRKi.,  Leçons  sur  les  séries  divergentes,  p.  ii~. 

(')  Cf.  BoitEL,  Mémoire  sur  les  séries  divergentes  (Annales  de  l'École 
Xormale.  p.  O.'i-eS;  1899). 


développemenl  de en  série  de  polviimnes, 

\     I  1   -.r        Adn 

qui  converge  uniforiiu'nient  dans  loule  aire  comprise  dans  linté- 
rieur  d'un  certain  domaine  X,  renfermant  l'origine  et  dont  le  con- 
tour n'est  coupé  en  plus  d'un  point  par  aucun  rayon  vecteur  issu 
de  l'origine.  Si  l'on  forme  alors,  à  l'aide  des  coefficients  du  déve- 
loppement (i),  la  série 


(3) 


2^   ^^«ci«o 


-H  r,,,  0\X  ~  c„^a2-r-- 


C„v„"v„-î"''" 


elle  sera  uniformément  convergente  et  représentera  la  fonction 
/(a;)  dans  toute  aire  intérieure  au  domaine  X,  qu'on  obtient  par 
la  construction  géométrique  suivante  : 

a  désignant  l'affixc  d'un  sommet  quelconque  de  l'étoile  A,  ap- 
pliquons au  domaine  X  la  transformation  homothétique  .t'=  olx. 
En  opérant  ainsi  pour  chaque  sommet  de  A,  nous  aurons  un 
nombre,  fini  ou  infini,  de  domaines  homotliéliques  à  X;  X  sera 
la  partie  du  plan  commune  à  tous  ces  doniaines. 

Toutefois,  X  n'est  pas  nécessairement  le  vrai  domaine  de  con- 
vergence de  la  série  (3),  qui  pourrait,  en  effet,  être  convergente 
en  des  points  extérieurs  à  X. 

En  vertu  du  théorème  ci-dessus,  la  question  (|ue  nous  nous 
sommes  proposée  revient  à  celle-ci  :  Troinei-  un  chh-eloppcment 

de  la  fonction  en  série  de  polynômes  qui  converge  dans 

te  demi-plan  P,  situé  à  gauche  de  ta  paralli'lr  à  l'axe  imagi- 
naire menée  par  le  point  x  -=  \ . 

A  cet  effet,  développons suivant  les  puissances  de  x  4-  /;, 

en  désignant  par  n  un  entier  positif;  nous  aurons 

I  I       r         X  -T-  n 

I  ~  .r        /(  -+- 1  L         n  -H  I 

le  reste  R,„  ayant  la  valeur 


I X  +  n\- 
\  "  ■+  <  / 


>K. 


«  -+-  I  /      I  —  .r 
Pour  les  valeurs  ;f  comprises  clans  le  ceicle  |:f -l-«|^i 


î  désignanl  un  nombre  positif  fixe,  la  valeur  absolue  de  R,„   ne 
dépassera  pas  la  limite 


valeur  de  R,„  au  point  .r  =  i — ^s  et,  lorsque  î  leiid  vers  zéro, 
cette  limite  tendra  également  vers  zéro,  si  l'on  fait  en  même 
temps  croître  m  de  telle  manière  que  l'inégalité 

m  -  — ; 

-    s'^P 

ait  conslamment  lieu,  p  désignant  un  nombre  positif  (|uelconque. 
En  effet,  il  s'ensuit 


^r^;[(-;r^)'r<K-^ 


et  cette  dernière  expression  tend  évidemment  vers  zéro  en  même 
temps  que  î. 

Faisons,  en  particulier, 

p  =  I ,  ni  —  in  -^  \)- -\- i , 


ce  qui  est  conforme  aux  hypothèses  précédentes  ;  nous  pourrons 
énoncer  les  résultats  suivants  : 

Le  polynôme 
—  *i       r         x  —  n        /x-hn\-  /  X -i- n\' "^''1 

leprésente  la  fonction  — -—  dans  le  cercle 

I  ar-l-  n  I  ^/i  -h  I 

avec  une  erreur  inférieure  à 

<J II  -+- 1  e-'"^-'. 
Lorsque  n  tend  vers  linfini,  le  cercle  tendra  à  embrasser  tout 
le  demi-plan  P  et  l'erreur  tendra  vers  zéro;  par  suite  : 
La  série  de  polynômes 

est  uniformément  convergente  et  représente  la  fonction  1——^ 
dans  toute  aire  comprise  dans  l'intérieur  du  demi-plan  P. 


—    1(10   — 

D'après  le  llitîorènie  général  énoncé  au  début,  il  ne  nous  lesle 
plus  qu'à  développer  les  ])olvno?nes  P  suivant  les  puissances  dex, 
puis  remplacera-'  par  rt,x'.  En  désignant,  comme  d'habitude,  par 
es  le  coefficient  binomial 


1 .  1.  . . .  p 

nous  arrivons  ainsi  au  lliéorème  suivant  fpii  donne  la  solution  du 
problème  que  nous  nous  étions  proposé  : 

Etant  donné  un  développement  de  Taylov  quelconque  (_i) 
dont  le  rayon  de  convergence  n'est  ni  nul  ni  infini;  si  l'on 
pose 

I  n  +  1  i' 

\>„{r)  =   y ' [«.,'•■'-'-  ^"■v  «rtv-i-^^-'  —  .  .  .—  iZn-'aA. 

^    (  n    T-  I,)''-  '  ^ 

0 

la  série  de  polynômes 

P,(3-|-+-[Pî(.ri-  P,iJMl-[P5(ar)  — P,ix)]-... 

sera  uniformément  convergente  et  représentera  la  fonction 
f{x),  définie  par  le  développement  (i),  dans  toute  aire  qui  est 
entièrement  intérieure  nu  polygone  P. 

La  série  précédente,  d'après  ce  que  nous  avons  déjà  fait  remar- 
quer, pourrait  èlre  convergente  en  des  points  extérieurs  au  poly- 
gone P.  Si  l'on  cherchait,  pour  la  fonction  f{x).  un  mode  de 
représentation  dans  P  qui  diverge  sûrement  en  dehors  de  ce  poly- 
gone, on  serait  amené,  suivant  M.  Millag-Leffler  (  '  ),  à  former 
des  expressions  limites  doubles.  Or,  on  voit  de  suite  que  l'ex- 
pression 


l(/i -+-!)■' 


répond  à  la  condition  requise.  Mais  ce  mode  de  représentation  ne 
nous  fournit  pas  une  expression  analytique  valable  dans  P,  dans 
le  sens  propre  de  ce  mol. 


(')  Sur  la  représentation  analytique  d'une  branche  uni/orme  d'une  /onc- 
tion monogène,  seconde  et  troisième  Notes  (Acta  Mathemalica.  t.  XXIV). 


MÉMOIRES. 


SUR  LES  RAPPORTS  ENTRE  LE  CALCUL  MÉCANIQUE 
ET  LE  CALCUL  GRAPHIQUE; 

l'ai-  M.   L.  TouuÈs. 

Il  s'agit  ici,  liicii  entendu,  non  des  calculs  nunicii(|ucs  exéculés 
par  des  aritliniomctres  et  autres  appareils  analogues,  mais  de  la 
construction  mécanique  des  formules  qu'on  veut  calculer.  La  pos- 
sibilité de  celte  construction  a  él(''  élaldie  par  moi  dans  un 
mémoire  intitulé  Macliinc.t  à  cdlciilcr,  tpie  l'Académie  des 
Sciences  a  ordonné  d'insérer  dans  le  Recueil  des  Stn-n/its  étran- 
gers, et  dont  les  premiers  mots,  que  je  copie  ici,  oui  |)nur  but 
d'expliquer  ce  que  veut  dire  la  locution  amslruirr  une  furnuile 
m  écan  iquemen  t  : 

«On  exprime  souvent  en  Mécanique  les  liaisons  qui  existent 
entre  les  différents  points  d'un  système,  en  écrivant  les  équations 
de  condition  que  ces  liaisons  établissent  entre  les  valeurs  simul- 
tanées des  coordonnées  de  ces  points.  Les  liaisons  se  trouvent 
ainsi  parfaitement  définies  ;  elles  perineltenl  tout  mouvement 
compatible  avec  les  équations  et  empèclicnt  tout  mouvement  qui 
soit  incompatible  avec  celles-ci.  Imaginons,  pour  (ixer  les  idées, 
qu'on  ait  construit  un  système  dans  lequel  le  nombre  de  points 
liés  soit  n,  et  le  nombre  d'équations  établies  par  les  liaisons  entre 
les  valeurs  simultanées  de  leurs  3  n  coordonnées  soit  A".  Nous  pour- 
rons faire  varier  arbitrairement  3  «  —  /.■  de  ces  coordonnées,  car, 
à  chaque  instant,  aux  i  />  —  /.  valeurs  de  ces  variables,  que  nous 
avons  prises  comme  indépendantes,  correspondront,  pour  les 
/.■  coordonnées  restantes,  /.'  valeurs  tirées  des  équations  de  condi- 
tion, et  précisément,  le  système  doit,  par  définition,  coordonner 
les  mouvements  de  tous  ses  points  de  telle  sorte  que  les  é([uations 
soient  constamment  vérifiées. 

»  On  pourra  donc  dire  qu'en  construisant  un  pareil  système 
on  construit  les  équations  (pii  en  (h'Iinisscnt  les  liaisons,  ....   » 

On  peut   se  donner  des  érpialions  de  ciindllion  (picIcoïKpics  et 

XXIX.  '  ' 
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construire  un  système  où  elles  soient  réalisées.  La  conslriiclion  du 
système  est  toujours  possible  en  théorie;  cela  est  démontré 
dans  mon  Mémoire;  je  ne  puis  pas  répéter  ici  ma  démonstration  ; 
je  me  contenterai  de  renvoyer  le  lecteur,  soit  au  Mémoire  qui  doit 
paraître  bientôt,  soit  au  Rapport  de  M.  Appell,  qui  se  résume  en 
ces  termes  ('  )  : 

«  En  résumé,  M.  Torrès  a  donné  une  solution  théorique, 
g^énérale  et  complète  du  problème  de  la  construction  des  relations 
algébriques  et  transcendantes  par  des  machines.  » 

Je  voudrais  faire  voir  dans  cette  Note  l'étroite  parenté  théo- 
rique qui  existe  entre  la  méthode  de  calcul  par  le  trait,  devenue 
classique  depuis  longtemps,  la  méthode  des  abaques,  constituée 
tout  récemment  en  corps  de  doctrine  par  M.  d'Ocagne  (-),  et  la 
méthode  mécanique  dont  je  viens  de  parler.  On  peut  dire,  en 
vérité,  qu'elles  conduisent  toutes  trois  à  la  détermination  d'une 
figure  dans  laquelle  les  valeurs  à  calculer  se  trouvent  représentées 
par  certaines  grandeurs  géométriques.  Seulement,  les  procédés  à 
suijre  pour  obtenir  cette  figure  varient  totalement  d'un  cas  à 
l'autre. 

Dans  le  calcul  par  le  trait,  chaque  variable  d'une  formule  est 
représentée  par  la  grandeur  d'un  certain  élément  d'une  figure 
tracée  suivant  une  loi  donnée.  11  faut,  pour  chaque  cas  particulier, 
construire  une  figure  spéciale;  on  suit  toujours  la  même  loi, 
mais,  dans  chaque  cas,  on  opère  surdes  grandeurs  diflerenles  des 
éléments  connus. 

Un  abaque  est  l'ensemble  de  toutes  les  figures  construites  sui- 
vant la  même  loi  ;  les  valeurs  particulières  des  quantités  connues 
permettent  de  déterminer  dans  chaque  cas  la  figure  qu'il  faut 
considérer. 

Une  machine  est  une  figure  construite  suivant  une  certaine  loi, 
avec  des  éléments  de  grandeur  variable  ;  on  peut  dire  que  dans 
la  machine  sont  virtuellement  construites  toutes  les  figures  se 
conformant  à  la  loi  donnée.  Les  valeurs  particulières  des  quantités 

(  ')  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  CXXX,  séance 
ilii  2  avrit  1900. 

(')  Traité  (/e  NoniOi.'raji/iie.  par  Malhick  n'Or.AOXiî.  Paris,  Gaulliier-Villars  ; 
1899. 
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connues  pcrmelloni,  dans  chaque  cas,  d'amener  la  machine  à 
prendre  la  position  qu'il  faut  considérer. 

Un  exemple  éclaircira  ce  que  je  viens  dédire. 

Supposons  qu'on  veuille  calculer  le  produit  de  deux  facteurs 
{z  =  x.y). 

La    //"-.    I    indifpie   une   construction    d'après    la   niélhode  de 

Fis-  I. 


calcul  par  le  trait.  Sur  deux  lignes  AB,  CD,  perpendiculaires 
entre  elles,  on  prend  les  segments  OC  =  i ,  Cm  =  x,  On  =jKi  on 
trace  la  ligne  Om  et  la  ligne  n  E,  parallèle  à  CD,  et  l'on  a  évidem- 
ment np  :=  z. 

Cette    figure    et,     en    principe,    toutes   les    autres    analogues, 
sont  contenues  dans  l'abaque  (Jig-  2)  qui  n'exige  aucune  explica- 


tion. La  /l'n-.    I  V  a  été  mise  en  ('vidence   au  moyen  de  traits  plus 
forts. 
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La  machine  {fig-  3)  se  compose  : 

D'une  plaque  AB^IN,  qui  porle  une  rainure  CD; 
D'une    règle   R   qui   tourne  autour  du  point  O  et  porte  une  rai- 
nure FG  ; 
D'une  règle  en  ï,    R'  portant  une   rainure  HI,   guidée  par  les 

Fis-  3. 


goupilles   a   qui  lui  permettent  seulement    un  mouvement  de 
translation  dans  la  direction  AM  ; 
Et,  finalement,  deux  goupilles,  m,  yo,  engagées,  la  première  dans 
les  rainures  CD,  FG,  et  la  seconde  dans  les  rainures  FG,  HI. 

Cette  machine  affecte,  dans  sa  position  actuelle,  la  même  forme 
que  nous  venons  de  considérer  (^fig-  i),  mais  cette  position  peut 
changer  et,  en  principe,  on  peut  faire  prendre  à  la  machine 
toutes  les  figures  obéissant  à  la  loi  qui  a  présidé  à  sa  construction. 

L'analogie  (')  devient  encore   plus  intime   quand  on  compare 


(')  Elle  n'apparait  pas  toujours  avec  la  même  évidence,  car  chaque  méthode 
emploie  les  solutions  particulières  qui  lui  conviennent  le  mieux. 

Dans  les  calculs  par  le  trait,  on  n'admet  en  général  que  des  droites  et  des  cer- 
cles, pour  éviter  des  dessins  longs  et  pénibles  dans  chaque  cas  particulier.  Dans 
les  abaques,  on  lient  plutôt  à  ce  que  la  figure  qui  correspond  à  chaque  cas  parti- 
culier se  compose  de  peu  de  lignes,  pour  que  la  réunion  de  toutes  ces  figures, 
c'est-à-dire  l'abaque,  soit  aussi  claire  que  possible;  on  peut  par  conti'e,  puisque 
les  figures  sont  dessinées  une  fois  pour  toutes,  y  employer  toutes  sortes  de 
ourbes.  Dans  les  machines,  on  est  très  limité  quant  au  choi.v  des   mécanismes 


les  machines  aux  abaques  à  plusieurs  plans (').  hajig.  2  de  mon 
]Mt';moire  présente,  si  l'on  veut,  l'abaque  de  la  multiplicalion  à 
points  alignés(-)  et  une  figure  schématique,  tracée  pour  expliquer 
en  principe  une  de  mes  macliines,  que  j'ai  communiquée  à 
M.  d'Ocagne,  a  été  étudiée  par  lui  comme  un  abaque  (^). 

La  diflTérence  essentielle  consiste  en  ce  que,  dans  les  machines, 
les  dilTérents  organes  sont  liés  mécaniquement,  tandis  que,  dans 
les  abaques,  les  liaisons  sont  simplement  formulées;  elles  sont 
indiquées  dans  les   instructions  qu'on  donne  sur  la  manière  de 


par  des  exigences  pratiques  bien  connues;  elles  conduisent  ordinairement  à  des 
solutions  qui  cachent  l'analogie  dont  je  viens  de  parler.  L'engrenage  de  deux 
roues  dentées,  par  exemple,  ne  met  pas  clairement  en  relief  l'existence  de  cette 
figure  variable.  Elle  y  est  pourtant  ;  on  pourrait,  en  admettant  dans  le  calcul 
par  le  trait  l'emploi  de  courbes  quelconques,  calculer  un  angle  a',  /(  fois  plus 
grand  qu'un  angle  donné  a,  au  moyen  de  la  construction  suivante  :  On  trace 
{ /ig.  ^)  anc  circonférence  0,  de  rayon  n,  et  une  autre  0',  tangente  à  la  première, 


Fie 


de  rayon  1;  on  prend  sur  le  cercle  O  un  angle  aOin  =  a  et  l'on  tiacc  l'épicvcloïde 
passant  par  le  point  m,  que  tracerait  un  point  du  cercle  O'  quand  celui-ci  rou- 
lerait sur  le  cercle  O  ;  l'angle  cherelié  est  «()'«.  .Matérialisons  l'épicydoïde  au 
moyen  d'une  rainure  tracée  sur  un  plan  qui  tourne  autour  du  point  O  et  rem- 
plaçons le  point  n  par  une  goupille,  engagée  dans  cette  rainure,  et  fixée  dans 
un  plan  qui  tourne  autour  du  point  ()'.  Le  tracé  graphique  est  devenu  machine  ; 
il  n'y  a  plus,  chacun  le  sait,  qu'à  employer  plusieurs  épicycloïcles  et  plusienr^ 
goupilles  pour  obtenir  une  paire  de  roues  dentées. 

(  I  )  Étudiés  par  M.  d'Oc.vqxe,  dans  son  Traite  de  iXomograpliie,  p.  .ij:!  et  397. 

(-)  D'Oc.\GNE,  Le  Calcul  simplifié  par  les  procèdes  mécaniques  et  gra- 
phiques, p.  109,  et  Traité  de  Momographie.  p.  \'y'.. 

{')  Traité  de  Nomographic,  p.  Siili. 
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placer  les  dilTércnls  plans  les  uns  sur  les  autres  au  niomcnl  de 
consuller  l'abaque.  Supposons  que,  dans  la  machine  {J'g-  3),  les 
règles  R,  R'  deviennent  des  feuilles  transparentes,  que  les  gou- 
pilles deviennent  des  poinfs  et  que  les  rainures  deviennent  des 
lignes  :  nous  aurons  transformé  la  machine  en  un  abaque  à 
trois  plans  :  les  règles  à  suivre  pour  superposer  convenablement 
ces  plans  dans  chaque  cas  particulier  seront  facilement  imaginées 
par  le  lecteur.  Ce  serait  partout  la  même  chose,  seulement,  les 
connexions  indiquées  entre  les  plans  sont,  en  général,  trop  com- 
pliquées pour  être  réalisées  mécaniquement. 

Dans  la  construction  des  fonctions  explicites,  l'analogie  est  tou- 
jours complète  ;  c'est  dans  la  résolution  d'équations  qu'il  y  a  lieu 
d'établir  des  différences  fondamentales. 

Une  formule,  a=F(.r,  j',  z,  u,  .  .  .)  étant  donnée,  on  peut 
toujours,    en    suivant    l'une  quelconque   des  trois  méthodes   qui 

nous  occupent,    déterminer    a  en  fonction   de  x,  y,  z,    u,    

Peut-on,  également,  déterminer  une  de  ces  dernières  variables 
en  fonction  de  a  et  de  toutes  les  autres? 

Le  calcul  par  le  trait,  tel  qu'on  l'applique  ordinairement,  ne 
donne  en  général  aucune  solution  pour  ce  problème;  il  faut  une 
construction  spéciale  pour  calculer  chacune  des  variables.  Il  y  a 
pourtant  des  cas  où  les  constructions  faites  pour  calculer  une 
fonction  explicite  donnent  des  solutions  très  élégantes  pour  cal- 
cnler  quelques-unes  des  autres  variables. 

La  méthode  des  abaques,  quand  elle  est  appliquée  dans  toute  sa 
pureté,  quand  chaque  variable  est  représentée  par  une  seule 
graduation  et  qu'on  a  exécuté  d'avance  toutes  les  constructions 
pour  tous  les  cas  particuliers  qu'on  aura  à  considérer,  permet  de 
calculer  n'importe  laquelle  des  variables  en  fonction  de  toutes 
les  autres.  En  particularisant  celles-ci,  on  détermine  la  figure 
qui  correspond  au  cas  considéré  et  l'on  n'a  plus  qu'à  lire  sur 
celte  figure  la  valeur  de  l'inconnue  ou  des  Inconnues  ('). 

Dans  les  machines  on  peut  toujours,  je  l'ai  déjà  dit,  construire 


(')  Ce  procédé  de  conslruclion  est  applicable  sciilcnicnt  aux  formules  qui 
satisfont  à  certaines  conditions  étudiées  par  IM.  d'Ocagne,  dans  une  savante 
analyse,  à  la  fin  de  son  Traité  de  /homographie. 
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n'imporlc  quelle  loncLion  explicite  ou  iin|)lieiU',  puisqu'on  con- 
struit réellement  toutes  les  liaisons  qui  existent  entre  les 
variables. 


SUR  L'UTILITÉ  DES  EXEMPLES  CINÉMATIQUES  DANS  L'EXPOSITION 
DES  THÉORIES  MATHÉMATIQUES; 

Par  ^I.  L.  Toniii;s. 


I.  Les  niathémalieiens  emploient  volontiers  ties  exemples  géo- 
métriques pour  illustrer  leurs  explications  ;  ils  trouveraient  sou- 
vent, je  pense,  plus  d'avantage  à  employer  des  exemples  cinéma- 
tiques  qui  seraient  généralement  plus  exacts  et  |)lus  suggestifs. 
Dans  une  figure  géométrique,  tout  est  constant;  ce  n'est  que  par 
des  artifices  plus  ou  moins  ingénieux  qu'on  peut  y  considérer  des 
quantités  variables  dépendantes  les  unes  des  autres  ;  la  figure  ne 
sera  jamais  qu'une  image  .symbolique  des  relations  qu'elle  repré- 
sente. Dans  une  machine,  ces  relations  seront  construites,  elles 
existeront  réellement,  nous  les  verrons  agir  et  nous  aurons  ainsi 
une  représentation  matérielle  des  faits  ou  des  lois  cpie  nous  vou- 
drons mettre  en  évidence. 

11  n'y  aurait  là,  à  vrai  dire,  aucune  nouveauté,  puisqu'on  prend 
souvent  comme  exemple  des  figures  dont  la  forme  peut  varier 
d'après  certaines  lois,  c'esl-à-dirc  des  systèmes  mécaniques 
idéaux,  mais  je  pense  qu'on  devrait  recourir  d'une  manière  plus 
systématique  à  des  exemples  de  ce  genre  et  même,  quand  il 
serait  possible,  construire  des  appareils  de  démonstration.  On  y 
arriverait  parfois  très  facilement  ;  ainsi  l'appareil  que  j'ai  l'hon- 
neur de  vous  présenter  n'est  qu'un  système  articulé  très  simple 
qui  sert  à  construire  une  fonction  à  deux  délerniinatioiis  avec 
deux  points  critiques  ('). 

II.  Sur  la  plaque  qui  porte  le  système  articulé  sont  dessinés  les 
trois  tableaux  carrés  A,,  Ao,  B  (  Ji;:;.  i). 


(')  Cet  appareil  a  déjà  ctc  présente  par  moi  à  l'.Vllicnéc  de  Madrid.  Aleneo 
de  Madrid,  cm-io  de  njoo  à  içjoi.  —  Sesion  inaugnral  de  la  Seccioii  de  Cicneias 
exaclas,  lisicas  y  naluralcs,  celcbrada  el  19  de  Ni)vicmbrc  de  njoo;  .Madrid,  lyou. 
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Les  six  poinls  X,,  Y,,  \-,,  Y-,,  Z,  IJ  ie|H-L-s('nlcnl  aulanl  de 
variables  que  nous  désignerons  respeclivemenl  par  les  lellres 
x,,yi,  Xi,  y-2,  :■■,  n-  Chacun  de  ces  |)oints  resle  toujours  sur  le 
même  tableau  et,  pour  qu'on  puisse  lire  les  valeurs  des  variables 
ainsi  représentées,  on  a  tracé  l'échelle  des  imaginaires  pures,  I, 


et  les  trois  échelles  des  quanlilés  réelles,  ]{  \  ainsi  dans  la  posi- 
tion représentée  par  la  ligure  nous  aurons: 

Xi  =  ■>.  -j-  4  y/—  I  ;  U  =  —  1,4  —  3,6  \/—  I  .... 

Le  point  O,  est  fixe  au  centre  du  tableau  A,,  donc  à  chaque 
position  du  point  X,  correspond  une  autre  position  du  point  Y,, 
parfaitement  déterminée  par  l'action  des  tiges  X(  a,  X,  b,  Yi  «, 
Y',  b,  0|  rt,  O,  b;  nous  pourrons  donc  écrire  j>',  =  ¥{x\  ).  Il  s'agit 
ici  d'une  fonction  qui  n'est  pas  monogène,  mais  ça  ne  fait  rien 
pour  notre  but.  On  répète  dans  le  Tableau  A^  les  constructions 
que  je  viens  d'indiquer  |)our  le  Tableau  A,  ;  les  points  X^  et  Y» 
sont  liés  par  les  mêmes  connexions  mécaniques  que  les  points 
X|  ,\  I  ;  nous  pourrons  donc  écrire  j'2  ■=  F  (a"..).  En  oiilre,  par  l'ciret 
des  deux  systèmes  de  losanges  articulés  qu'on  voit  sur  la  ligure, 
le  point  Z  sera  toujours  au  centre  de  la  droite  X,  Xo,  et  le  point  U, 
au  centre  de  la  ligne  Y,  Yo. 

La  position  de  ce  système  dépend  de  la  position  de  deux  de  ses 
points  que  nous  pouvons  choisir  et  faire  marcher  arbitrairement; 
les  valeurs  simultanées  de  toutes  les  variables  considérées  se  déter- 
minent mécaniquement  en  fonction  de  deux  quelconques  d'entre 
elles.  JNous  pourrons    donc  écrire  z=^  •■o{^x^,X2) ,  «='i(X|,T2), 
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on  bien,  si  nous  voulons  prendre  ;  el  a  comme  variables  indé- 
pendantes, X\=  f^{z,  II);  X2=^ /■2{z,  II).  Il  n'y  a  pas  moyen  de 
formuler  concrètement  ces  fonctions,  parce  qu'elles  ne  sont  pas 
nionogènes  et  ne  peuvent  pas  être  représentées  par  les  symboles 
usuels  ('),  mais  on  peut  déduire  directement,  de  la  considération 
des  liaisons  mécaniques,  quelques-unes  de  leurs  propriéiés  que 
nous  avons  intérêt  à  considérer. 

Si  l'on  permute  les  valeurs  x,,  .r2,  en  lrans|)orlant  le  point  X|  à 
X;  (0,X',  =0,X,),  et  le  point  X.,  à  X',  (O.X;  =0,  X,),  le 
point  Z  devra  se  trouver  après  le  mouvement  dans  le  centre  de  la 
ligne  X,  X!,;  mais  les  deux  droites  X,  Xo,  X',  X!,  sont  les  diago- 
nales du  parallélogramme  X(  X',  XoXj  et  se  coupent  réciproque- 
ment en  deux  parties  égales;  donc  le  point  Z  ne  change  pas  de 
place,  c  est  donc  une  fonction  symétrique  de  x^  et  x.,  et  nous  en 
dirons  autant  de  ii  ;  car  quand  on  permute  les  deux  poinlsXt,X>, 
on  permute  aussi  les  points  Y,,  Y.,  el  cette  permutation  n'altère 
pas  la  valeur  ii. 

En  donnant  des  valeurs  particulières  aux  variables  c-,  h,  c'est-à- 
dire  en  amenant  chacun  des  points  Z,  Uà  la  position  voulue  pour 
qu'il  représente  la  valeur  particulière  de  la  variable  correspon- 
dante, nous  déterminerons  une  certaine  position  du  système;  mais 
on  aurait  pu  en  avoir  déterminé  une  autre,  celle  qu'on  obtien- 
drait en  permutant  les  valeurs  x,,  Xi.  Chacune  des  variables 
x,,x-,  peut  donc  prendre  à  un  moment  donné  l'une  quelconque 
des  deux  valeurs  représentées  siinullanément  parles  points  X,,X2 
et  cela  quelles  que  soient  les  valeurs  particulières  de  ^  et  «  ;  donc 
en  réalité  les  deux  fonctions  /,{z,  u), /-.{z,  u)  sont  une  même 
fonction,  et  nous  pouvons  dire  que  nous  avons  construit  dans 
notre  appareil  les  deux  déterminations  d'une  fonction  de  deux 
variables  à  deux  déterminations,  x  =  f{z,  ii).  En  rendant  fixe  le 
point  U,  de  manière  à  rendre  la  valeur  u  constante  (et  cela  a  été 
fait  dans  mou  appareil)  nous  aurons  une  l'onction  d'une  seule 
variable  à  deux  déterminations  x  ^  -  (z). 


(')  Il  faut  cxccplcr  la  valeur  -  exprimcc  par  l'c  (uallon 
.:  =  -  (X, -f-Xjt- 
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Considérons  mainlenanl  une  position  de  la  niacliinc  ainsi 
constituée  telle  qu'on  ait  Xt  =  x^  et  faisons  passer  le  point  X)  à 
une  position  infiniment  rapprochée;  le  point  Xo  se  déplacera  en 
même  temps  d'une  quantité  infiniment  petite,  et  il  est  très  facile 
de  faire  voir  que,  u  étant  une  fonction  symétrique  de  Xi,  x^, 
et  ces  deux  variables  étant  égales  dans  la  position  considérée, 
le  déplacement  de  Xo  est  égal  en  grandeur  et  opposé  en  direction 
au  déplacement  de  X,,  c'est-à-dire  qu'on  aura  dxn  =  —  dx^. 
Réciproquement,:;  étant  encore  une  fonction  symétrique  deaT),  x^, 
on  déduit  des  deux  conditions  j^i  ^  ^o,  rfa^o  =  — dx,,  que  cette 
fonction  reste  constante.  Le  point  Z  reste  absolument  immobile; 
il  y  a  donc,  dans  celte  position  de  l'appareil,  un  rapport  infini 
de  vitesses,  c'est-à-dire  im  point  mort;  si  nous  faisons  marcher 
l'appareil  en  agissant  sur  le  point  Z  et  que  nous  voulions  faire 
passer  celui-ci  par  la  position  correspondante  au  point  mort,  le 
mouvement  deviendra  impossible,  et  cette  impossibilité  nous  aver- 
tira de  l'exislencc  il'un  point  critique  dans  la  fonction  construite. 

Dans  l'appareil  ici  présent  il  y  a  deux  points  critiques,  et  l'on 
peut  observer  la  permutation  des  deux  déterminations  chaque  fois 
que  le  point  Z  parcourt  un  contour  fermé  qui  contient  un  seul  de 
ces  deux  points. 

III.  Les  fonctions  périodiques  sont  très  faciles  à  représenter 
cinémaliquement.  Ellesapparaissent,  pour  ainsi  dire,  d'elles-mêmes 
dès  qu'on  transforme  un  mouvement  circulaire  en  mouvement 
continu.  On  peut  en  profiter  pour  construire  des  fonctions  pré- 
sentant des  points  critiques  logarithmiques  ou  des  fonctions  dou- 
blement périodiques. 

Liajig.  2  représente  un  appareil  com|)osé  : 

D'une  roue  dentée  qui  tourne  autour  du  point  fixe  o  et  cnlriiînc 

une  tige  on  ; 
D'une  lige  AB,  portant  une  crémaillère  qui  engrène  avec  la  roue 

dentée,  guidée  par  des  glissières  de  façon  à  ne  lui  permettre 

qu'un  mouvement  de  translation  dans  le  sens  de  sa  longueur; 
Et,  finalement,  d'un  double  losange  qui  relie  le  point  Z,  assujetti  à 

glisser  snr  la  tige  on,  au  point  ni,  qui  csl  invarliiblemcnl  fixé  sur 

la  tise  AB. 
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Si  nous  faisons  marchor  le  point  Z,  nous  entraînerons  la  roue 
dentée,  la  crémaillère,  le  point  m  et  le  point  W.  Nous  pou- 
vons donc  écrire  w  ^/[z). 

Supposons  que  nous  faisions  marcher  le  point  Z  et  qu'après  lui 
avoir  fait  décrire  un  contour  fermé  nous  le  ramenions  à  la  même 
position  ;  si  le  contour  ne  contient  pas  le  point  o,  la  roue  dentée 
est  revenue  à  sa  position  sans  faire  aucun  toiirel,  par  suite,  les 
points  m  et  W  reviennent  à  leur  position  primitive,  tandis  que, 


si  le  point  Z  a  fait  un  tour  autour  du  point  o,  la  roue  dentée  aura 
tourné  pendant  tout  le  mouvement  d'une  circonférence  entière, 
et  le  point  W  se  trouvera  déplacé  dans  le  sens  AB  d'une  distance 
égale  à  ■::;•  (/'étant  le  rajon  de  la  roue  dentée). 

o  est  donc  un  point  logarithmique  de  la  fonction  (v. 

Quand  on  fera  parcourir  au  point  Z  un  chemin  déterminé,  à 
partir  d'une  position  connue  de  l'appareil,  la  position  linalc  sera 
parfaitement  déterminée,  à  moins  pourtant  que  le  chemin  ne 
|)asse  j)as  par  le  point  o;  parce  que,  si  ce  cas  venait  à  se  présenter, 
au  moment  où  le  point  Z  est  en  coïncidence  avec  le  point  o,  la 
position  de  l'appareil  devient  indéterminée,  l;i   roue  peut   tourner 
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atiLaiil  qu'on  voudra  el  il  est  impossible  de  savoir  ([uclle  sera  la 
position  finale  de  l'appareil. 

Il  est  du  reste  facile  de  voir  que  le  mouvement  serait,  dans  ce 
cas,  impossible,  car,  quand  le  point  Z  coïncide  avec  le  point  o,  la 
machine  passe  par  un  point  mort  qui  représente,  comme  toujours, 
un  point  critique  de  la  fonction  construite. 

Je  pourrais  multiplier  les  exemples,  mais  je  ne  le  crois  pas 
nécessaire;  j'ai  assez  dit  pour  qu'on  puisse  juger  si  les  exemples 
cinémaliques  pourraient  réellement  être,  comme  je  pense,  de 
quelque  utilité  dans  l'enseignement. 


APPAREIL  STÉRÉOSCOPIQUE  POUR  METTRE  EN  RELIEF  LES  FIGURES 
GÉOMÉTRIQUES  SE  RAPPORTANT  AUX  FONCTIONS  ELLIPTIQUES; 

Par  M.  A. -G.  Gheenhill. 


Cet  appareil  a  figuré  au  Palais  de  l'Optique  à  l'Exposition 
Universelle;  je  voudrais  le  présenter  aux  Membres  de  la  Société 
mathématique  de  France,  parce  que  j'ai  réduit  de  moitié  le  degré 
des  équations  que  j'ai  données  autrefois,  et  qui  se  rapportent 
aux  figures. 

Ainsi,  en  employant  la  projection  stéréographique,  l'équation 
de  la  chaînette  sphérique  algébrique  1,  qui  dépend  d'un  paramètre 
elliptique  (|ui  est  le  cinquième  d'une  période,  peut  s'écrire 

0  =  l  arc  sin  (/^-t)^- -(3 /IT- ■9)^-(3v/37+ .0)^-^/57  +  7  ^^^ 
-1  19-2  v/3 


=  -  arc  sin 


(v/i'— 7)'^-+-(3/:>i  — 19)'-  — (s/ïï-hio)^  — v/3i 


192/3 


-"v/tT, 


Ti  =       -  [(v/î  -  /3)  r^+  2(2  v^5  -4-  v/.;)  /  -4-  (/5  +  /s)] 
X      [(v/5  +  /3)  /î-H  2(2  /5  _  /T^)  t  +  (/5  -  y/s)], 

T^  =  -.î[(v/5-v/3)/^-2(2/3  +  v/^)/  +  (v/J+v/3)] 
X      [(/5  +  /3)  (î-  2(2  /!  —  /r^)  /  +  (/5  —  /3)], 
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réunissant  6  la  longitude  et  /  la  langenlc  de  la  nioilii'  de  la  dis- 
tance polaire  inférieure. 

La  même  avec  la  chaînette  II,  qui  dépend  d'un  paramètre  qui 
est  le  septième  d'une  période;  et  pour  les  autres  figures,  lignes 
géodésiques,  courbes  de  la  toupie,  chaînettes,  etc.,  dont  on  trouve 
les  équations  écrites  au  dos  des  figures. 

Ces  équations  ont  été  construites  avec  des  intégrales  pseudo- 
elliptiques,  inventées  par  Abel  et  développées  par  Moutard, 
Halphen,  Tchebichef,  Giinlher,  Goursat,  Ralfj,  Dolbnia  et  autres. 

Mais  le  degré  des  résultats  donnés  par  la  méthode  d'Abel  est 
quatre  fois,  et  même  huit  fois  plus  grand  qu'il  est  nécessaire. 

C'est  ainsi  que  j'ai  trouvé  que,  pour  le  vingt-deuxième  ordre, 
l'intégrale  pseudo-elliptique  peut  s'écrire  sous  la  forme 

I     {'X- — n- R   ,           I           .    a^*-l- A,a:3-i- A2a^*+ Ajar -t- Al    i-rr- 
I  =  -    /  cl.r  =  —  arc  sin  ^^ :  / Xi 

I  .r* — A|a^'+A2.r- — X3X ->- \.i   ,77- 

=  —  arc  cos ;= vXj, 

Il  Au  ' 

OÙ 

X,  =  (      x -i- i)  {x-^  +  P T -i- Q), 
X.2=  (—x-i-i)(x^—Px  +  Q). 
En  posant 

P  =  -.         Q  =  •"  (P-^— ii(i-i-  «), 
t  4 

on  trouve  que  la  relation  qui  subsiste  entre  t  et  n  est  donnée  par 
l'équation  (4o8)  dans  les  Pioceedings  London  Math.  Society, 
t.  XXVII,  p.  4(34- 

C'est  l'équation  d'une  courbe  Cg,  dans  les  coordonnées  (/,  n); 
mais  en  posant 


■  ./■  -H  1  y-^i 


on  obtient  une   C;,   avec   point   triple  à  l'origine;  et  encore,  en 

posant 

r 
y  =  --' 

c3;P»_c(2c'  — 4c=— 3c  — I)ar3-H(cs  — gc'—  Sc'-l-  jc^-l- 4  c -t- i)a;2 

-!-2c(2C''—  4c3—  8  c-— 4  c—  l):r-l-4cHc-M)  =  o 

une  bicarrée  en  x. 
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(]cHc  bicarrée  peut  se  résoudre  en 

[2c-x^ —  (2c' —  Je* —  3  c  —  i)a-  —  2f  (  .«C^-t-  2C  -H  Ij]2 
=  (4c'-)-8c2-(-4c-l-i)[(c  —  i).r-t-2c]-, 

ou ,  avec  a;  =  P  —  i , 

[acSP»— (CH-|)(2C2— 2C—  l)P  —  ((?  J-l)(2c2+4c-f-l)]2 

=  (4c'-4- 8  cî-i- 4c -i-  l)  [(c  —  l)  P  -+-  C  H-  l]2. 

Aussi  l*  el  Q  peuvent-ils  être  exprimés  en  fonction  algébrique 
d'un  paramèlre  c;  el  c  peut  èlre  considéré  comme  fonction  de 
l'argument  elliptique 

_   r de 

J   /(4c'-h8c2-i-4cm-i)' 

l'intégrale  dont  l'irrationalité  icosaédrique  de  Klein 

T,   =  1. 

Ensuite,  on  trouve  Ai,  Ao,  A.,,  A(  el  R  en  fonctions  algébriques 
de  c 

Ai  =  -|(i-t-P),        A2  =  .... 

En  désignant  par  a,  p  les  racines  de  Xo^  o,  on  trouve 


/,2  = 


P^^«--i)  ,„_  a^(i-p^) 


\/{^-'-?')' 


et  la  division  des  fonctions  elliptiques  de  deuxième  étage  par  i  i 
est  effectuée. 

On  peut  considérer  la  transformation  du  onzième  ordre  comme 
ellecluée  en  même  temps,  puisque  les  coefficients  sont  des  fonc- 
tions symétriques  des  sous-multiples;  mais  la  théorie  de  la  trans- 
formation des  fonctions  elliptiques  n"a  pas  d'utilité  dans  les 
applications,  excepté  peut-être  la  transformation  du  deuxième 
ordre  de  Landen,  comme  l'on  trouve  quand  le  paramèlre  ellip- 
tique est  la  moitié  d'une  période;  aussi  c'est  la  théorie  de  la 
division  des  fonctions  elliptiques  qu'il  faut  plutôt  développer. 

Vous  avez  émis  le  vœu,  Monsieur  lo  Présideni,  que  les  figures. 


dans  les  Traités  de  Géométrie  dans  l'espace,  soient  constriiilcs  de 
manière  à  montrer  l'effet  stéréoscopique  par  les  deux  projections. 

Voici  des  représentations  des  solides  platoniques  qui  peuvent 
servir  comme  type  de  ces  figures  élémentaires. 

La  diagonale  d'une  face  pentagonale  d'un  dodécaèdre  est  le 
côté  d'un  euhe  inscrit  dans  la  même  sphère;  aussi  en  supprimant 
les  côtés  et  en  ne  traçant  que  les  diagonales  des  faces  d'im  dodé- 
caèdre, on  obtient  cinq  cubes,  qu'on  a  distingués  par  des  couleurs 
différentes;  ainsi  se  trouve  réalisée  la  connexion  entre  (tétraèdre, 
cube,  octaèdre)  et  (dodécaèdre,  icosaèdre). 

Je  voudrais  poser  comme  problème,  à  M.  l'abbé  Declievrens, 
de  construire  avec  l'ingénieux  appareil,  que  nous  avons  admiré 
chez  le  Prince  Roland  Bonaparte,  une  série  stéréoscopique  de 
ligures  de  ce  genre,  composées  de  ligues  droites. 

Je  dois  remercier  la  Maison  Amslrong  et  C''',  de  Newcastle, 
pour  ces  reproductions  des  dessins  originaux  de  feu  M.  Dewar; 
pour  avoir  les  figures  ordinaires,  il  l'aut  les  photographier  à  une 
réduction  d'un  tiers. 

Avec  un  peu  d'exercice  on  peut  arriver  à  se  passer  d'appareil, 
dans  le  cas  où  l'on  emploie  les  cartes  de  dimension  ordinaire. 
■     Si  l'on  pouvait  faire  diverger  l'axe  des  yeux,  on  obtiendrait  le 
même  résultat  avec  les  figures  agrandies,  mais,  dans  ce  cas,  l'on 
aurait  l'impression  d'objets  placés  derrière  soi. 

Pour  obtenir  l'effet  stéréoscopique  dans  le  cas  des  grandes 
figures,  sans  le  secours  de  cet  appareil,  il  faut  croiser  l'axe  des 
jeux;  de  cette  manière  on  aperçoit  une  figure  en  relief,  amoindrie, 
renversée  à  mi-distance. 

Les  figures  stéréoscopiques  de  petit  format,  dont  il  est([ucstion 
dans  cette  Note,  ont  été  remises  à  la  Société  matiiéniatique. 

J'ai  inscrit,  au  dos  de  chacune  de  ces  figures,  les  équations  cor- 
res])ondantes. 
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SUR  LA  DYNAMIQUE  DES  CORPS  DÉFORMABLES; 
Par  M.   L.   Lecorni  . 

La  lliéorie  générale  de  la  rolalion  d'un  corps  de  forme  variable 
est  exposée  dans  le  ïonic  II  du  Traité  de  Mécanique  céleste  de 
Tisserand.  La  présente  Note  a  pour  objet  de  formuler  quelques 
remarques  qui  se  rattachent  à  celte  lliéorie  et  qui  concernent  prin- 
cipalement les  pi'opriétés  de  la  force  vive. 

1.  Je  suppose  que  le  corps  possède  un  poinl  fixe  O,  el  je  prends 
cepoinlcomme  origine  des  coordonnées.  (S'il  s'agissait  d'un  corps 
entièrement  libre,  on  placerait  l'origine  au  centre  de  gravité,  et  il 
n'y  aurait  à  introduire  dans  ce  qui  va  suivre  que  des  modifications 
légères,  faciles  à  apercevoir.)  Je  prends  comme  axes  mobiles  de 
coordonnées  les  trois  axes  d'inertie  principaux  relatifs  au  point  O. 
Désignons  par  A,  B,  G  les  moments  d'inertie  principaux;  par 
/),  y,  /■  les  composantes  de  la  rotation  instantanée  éprouvée  par 
le  trièdredes  trois  axes;  par/,  g,  h  les  sommes  des  moments  des 
quantités  de  mouvement  relatives  aux  axes,  sommes  qu'on  peut 
appeler,  avec  Tisserand,  les  moments  de  rotation.  Soient  enfin 
L,  M,  N  les  sommes  des  moments  des  forces  appliquées  au  corps. 
En  écrivant,  par  application  du  ibéorème  de  Resal,  que  la  vitesse 
absolue  du  moment  résultant  des  quantités  de  mouvement  est 
identique  au  moment  résultant  des  forces,  on  obtient  immédiate- 
ment les  trois  équations 

''   (kp+f)  +  {C-W)qr^qli-rg  =  h, 


(,)  I    'J^  ,  B,y  -+-  -)  -H  (A  -C)rp  -t-  rf-ph    =  M, 

4  (  C/'  -)-  /(  )  -f-  (  R  -  A  )/)y  -^pi;  -  qf  =  N. 


2.  Si  .r',  j',  ;;'  sont  les  dérivées  de  ar,  j',  z-  par  rapport  an  temps, 
la  vitesse  dun  point  quelconque  du  corps  a  pour  composantes, 
suivant  trois  axes  fixes  coïncidant,   à   l'instant   /,   avec    les  axes 
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mobiles, 

x'^qz  —  ry, 
y.^rx—pz, 
^'-^py  —  q-r. 

En  tenant  compte  des  relations 

f  =  Zin(yz' —  y z),  A  =  Sm(  j2-r--'), 
g  =  ^in(zx'  —  :'x),  B  =  Zm(z^-^  x^), 
h  =  ^m(xy' — x'y),         C  =  lni{x--<- y^), 

on  trouve  pour  expression  de  la  force  vive  totale 

2T=  S/«(j-'=-t-j'2-i-  z'^)^i(/p-i-  ^'q  -4-  /,/•)  +  A/)2-4-  B</--^C/-». 

'Zm(x'--i- y'--h  ^'-)  représente  la  force  vive  relative.  iNous 
l'écrirons,  pour  abréger,  linx'-. 

A.p'--\-  By--t-  C/'-  est  la  force  vive  à'enlrainement. 

Le  troisième  groupe  de  termes,  ^{fp  +  gq  +  /(/•),  est  ce  qu'on 
peut  appeler  \^  force  vive  composée. 

3.  A  un  autre  point  de  vue,  nous  ferons  deux  parts  de  la  force 
vive  totale,  et  nous  distinguerons  : 

La  force  vive  utilisable,  qui  subsisterait  seule  si,  par  l'intro- 
duction de  nouvelles  liaisons  intérieures,  on  solidifiait  subitement 
le  système,  de  manière  à  rendre  ^,  )',  z  indépendants  du  temps; 

La  force  vive  inutilisable,  qui  disparaîtrait  au  même  instant. 

D'après  le  théorème  de  Carnot,  la  force  vive  inutilisable,  ainsi 
définie,  n'est  autre  chose  que  la  force  vive  correspondant  aux 
vitesses  perdues  par  l'effet  des  liaisons.  Pour  l'évaluer,  appelons 
/?,,  </(,  /'i  les  variations  éprouvées  par  p,  q,  r  au  moment  de  la 
solidification.  La  variation  de  vitesse  du  point  {.v,j,  z)  a  pour 
composantes 

(  9i-—  'O— •■'•'. 
(2)  I  rix—piZ—y\ 

On  en  déduit,  pour  la  perle  de  force  vive, 

Zmx'-—  i.(jp\  -H  fi-qi-r-  /iZi)  +  A/*J  +  Byj  -i-  Ci;. 

D'autre  part,  les  équations  (i),  intégrées  pour  le  temps  infiui- 
XXIX.  '■* 


—    I7.S  — 
nicnl  pclil  {•oi'rcs|)Oiiil;iMl  à  l'inlrodiiclloii  des  liaisons,  doiiDcnl 

1  ■'^P'  —  /  =  "' 
13)  ,   n.y,-..-  =  o. 


doù 

A         15  "^  Vf 


A/yf  -H  hq]  +  C/-f  =  /y;,  -4-  ,,"-r/,  +  /(/■,  =-^  —  ■ 

La  perte  de  force  vive  est  donc 

Telle  est  la  force  vive  inulilisable  ;  on  voit  qu'elle  est  toujours 
inférieure  à  la  force  vive  relative.  La  force  vive  utilisable  a  consé- 
quemment  pour  valeur 

f-       g'^        h- 
(  5  )  Sp^  -i-  V>rf-  —  (.;/■-'  ■+■  J.ijp  -f.  ^(y  -f-  /(/•  1  —  •—-+-—  +  -  - 

ou,   plus  sim[dcment, 

(6)  A(^-^y,,j!^-B(5r  +  g',)'-^<-('--^-'-i)-- 

On  arriverait  immédiatement  au  même  résultat  en  remarquant 
que,  les  composantes  de  la  rotation  devenant  /'  4- />),  7 -I- <7t, 
/•  -\-  /■, ,  l'équation  (6)  donne  la  force  vive  du  corps  solidifié. 

On  peut  poser 

A  "^  B  "^  G  1» 

en  désignant  par  D  une  quantité  comprise  entre  le  plus  grand  et 
le  plus  petit  moment  d'inertie.  L'expression  (5)  montre  alors  que 
la  force  vive  utilisable  est  la  somme  de  la  force  vive  d'entraîne- 
ment, de  la  force  vive  composée  et  d'une  partie  seulement  de  la 

lorce  vive  relative,  partie  égale  a .r 

4.  Les  équations  (a)  font  voir  que  la  vitesse  perdue  ou  gagnée 
en  chaque  point  est  la  différence  géométrique  entre  la  vitesse  rela- 
tive antérieure  à  la  solidification  et  la  vitesse  due  à  une  rotation 
yDi,  ^1,  r,.  Celle-ci  n'entraînant  aucune  déformation,  on  peut  dire 
(|ue  toute  la  force  vive  de  déformation  est  inutilisable. 

Pour  que  la  force  vive  soit  entièrement  utilisable,  il  faut  qu'on 


I 


ait  partout 

y  =  ij,z  —  ;■,)•, 

Mais  on  a  constamment 

1«(  xy  =  ^»iy:  =  -m  z.r  =  o. 
d'où 

1.111  ix-'j'  -hj'jr)  =  Siiii  X-  ~  y-}ri  =  (  B  —  A)r,  =  o 

et  de  même 

(  C;  —  B)/)i  =  o,         (  A  —  C  i(/i  =  o. 

Il  résulte  de  là  :  i"que  le  mouvement  relatif,  s'il  existe,  doit 
se  réduire  à  une  rotation;  2°  que  l'axe  de  rotation  doit  coïncider 
avec  un  axe  principal,  qui  doit  être  en  même  temps  un  axe  de  révo- 
lution de  l'ellipsoïde  d'inertie.  Il  y  a  exception  si  A  =  B^C. 
Dans  ce  cas,  la  rotation  peut  s'efTcctuer  autour  d'un  axe  quel- 
conque. 

o.  Eludions  maintenant  le  travail  des  forces  agissant  sur  le  corps 
déformable.  Si  l'on  appelle  X,  Y,  Z  les  composantes  de  la  force 
extérieure  appliquée  au  point  .«",  j',  z,  le  travail  des  forces  exté- 
rieures, pendant  le  temps  dt.  est 

c/E  =  (  l.p  -^  M<j  -^  N/-)  dt  -(-  i:  (  X  (i.r  -+-  Y  dj  -f-  Z  dz). 

S(X(/vC  +  ^ dy  -+-  ïdz)  est  le  travail  des  forces  extérieures  dans 
le  mouvement  relatif.  Pour  abréger,  nous  l'appellerons  travail 
relatif  el  nous  le  désignerons  par  dF. 

Soit,  d'autre  part,  dl  le  travail  élémentaire  des  forces  inté- 
rieures. 

On  a 

dli  -^  d\  =  f/T, 
d'où 

d\  =  d'X  —  f/K  =  r/r  :,  m  x'--i-  d(fp  -*-  ffq  -(-  /(/■  ) 

—  id{.\p-  -t-  By^-^  Cr'-)~[  l.p  ■'-  M7  --  \r\dt  —  dV. 

^lais  les  écpiations  (1)  donnent 

/>  d  {  \p  H-  /  )  -*-  rjd  [  Hrj  -^  g- }  -^-  rd  (  Cr  -t-  /i)  ~  {].p  +  Mr/  H-  \/-)  dt. 


p 

(7) 


d\  -H  (/F  =  f/-  \  m  x'-  -+-  fjp  -+■  .? dq  -H  liar 


On  voil  qu'une  partie  seulement  du  travail  intérieur  et  du  travail 
relatif  est  employée  à  faire  varier  la  force  vive  relative.  Le  surplus 
contribue  à  modifier  la  rotation  d'entraînement  et  les  moments 
d'inertie. 

L'équalion  (^)  peut  d'ailleurs  être  interprétée  exclusivement  au 
point  de  vue  du  mouvement  relatif.  Il  faut  alors  tenir  compte  des 
forces  apparentes,  dont  le  travail  se  réduit  à  celui  des  forces 
d'inertie  d'entraînement.  L'ensemble  de  termes 

(8)  —  (jdp-\-  f;dq  +  lidr)^\  (p"^ dk  +  q'^d'^  ^  r'^dC) 

représente  donc  nécessairement  le  travail  deces  forces.  C'est  ce  qu'il 
est  aisé  de  vérifier.  En  effet,  l'accélération  d'entraînement  a  pour 
composantes 

f.c=  q'::  —  '•>  —  17-+  r'^)x-r-pqy  +  prz, 
jy  =  /•'.?■  —  p'  z  —  (  /•■-  -H  /)2  )y  -r-  qp  X  -^  rq  y, 
j-  =p'y  ~q'x  —  (p^^  q^ïz+pqx-h  rqy. 

Le  travail  des  forces  d'inertie  d'entraînement  est 

—  -'"  (Jx  dx  -+-  Jy  dy  -H  j-  dz ) 
uu  bien 

—  fdp  —  f:dq  —  h  dr  -^ p-  'L  m  (ydy  +  zdz)  -^  .  .  . 
—pq  ^m{xdy-hydx)  —  ..., 
mais 

'^  III  [ y  dy  ^-  z  dz  )  =  l  d A,       .  . . ,  . .  . , 

Z  nu  X  dy  -^  y  dx  )  =  o,  .  .  ., 

et  l'on  retrouve  ainsi  l'expression  (8). 

6.  Concevons  qu'à  l'intérieur  du  corps  certains  points  exécutent 
des  mouvements  relatifs  assignés  à  l'avance  :  c'est  ce  que  pourrait 
faire,  par  exemple,  un  être  animé  entraîné  dans  le  système,  et 
prenant  des  points  d'appui  convenables  sur  des  parties  rigides. 
De  pareils  mouvements  ont  nécessairement  leur  répercussion 
sur  le  travail  total.  J'ai  déjà  étudié  une  question  semblable  dans 
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le  cas  particulier  de  Tescarpolette,  qui  esl  un  système  pesant, 
déforniable.  possédant  un  axe  fixe  {Bull,  de  l'A.  F.  A.  S.^  1894)- 
La  formule  (-)  montre  quel  est  l'efTet  de  ces  mouvements  dans  le 
cas  général  d'un  système  possédant  un  seul  point  fixe  et  soumis  à 
des  forces  quelconques.  Le  moteur  entraîné  dispose  arbitrairement 
des  termes  2/«j;'-,  y,^,/i,  A,B,C.  Si  l'on  connaît  en  même  temps 
p,  y,  ;•,  on  peut  calculer  le  travail  fourni.  On  voit,  par  exemple, 
qu'une  valeur  donnée  de  d\.  a  d'autant  j)lus  d'influence  que  son 
coefficient/)-  est  plus  grand  à  l'instant  considéré;  de  même,  l'in- 
fluence de  f  est  mesurée  par  son  coefficient  dp^  etc.  iSIais  on  doit 
se  demander  dans  quelles  limites  on  est  maître  de  développer 
par  ce  procédé  de  la  force  vive  utilisable;  ou,  en  d'autres  termes, 
quelle  quantité  de  force  vive  demeure  acquise  après  la  cessation 
des  mouvements  relatifs  qui  lui  ont  donné  naissance.  Voici,  dans 
cet  ordre  d'idées,  un  résultat  qui  me  paraît  assez  remarquable. 

7.  Soit  un  système  dont  aucune  partie  ne  puisse  s'écarter  indé- 
finiment du  point  fixe  et  dont  la  masse  ne' puisse,  à  aucun  mo- 
ment, se  concentrer  tout  entière  au  point  fixe.  Par  suite,  les 
moments  d'inertie  A,  B,  G  demeurent  constamment  compris  entre 
deux  limites  extrêmes,  finies  et  non  nulles,  que  j'appellerai  D, 
et  Do.  Supposons,  en  outre,  que  les  forces  extérieures,  s'il  y  en 
a,  dérivent  d'un  potentiel  uniforme  :  il  est  clair  alors  que,  au 
bout  d'un  temps  quelconque,  ces  forces  ne  peuvent  développer 
qu'un  travail  limité.  Ceci  étant,  je  dis  que  : 

i"  Dans  le  cas  où  il  n'y  a  pas  de  forces  e.vtr/icures,  la  force 
vii'e  utilisable  est  limitée; 

}.°  Dans  le  cas  où  il  y  a  des  forces  extérieures,  si  petites 
qu'on  les  suppose,  la  force  vive  utilisable  peut  croître  au  delà 
de  toute  limite. 

Pour  établir  la  première  proposition,  ajoutons  les  équations  (1) 
multipliées  au  préalable  par  A/j +/,  Uf/ +  g,  Cr  +  h.  L'inté- 
gration est  immédiate  et  il  vient 

(9)  (  A/>  -//--+-(  n.y  -  gf-^r  (Cr^hy-  =  K% 

K-  désignant  une  constante.  On  aurait  pu  écriie  celle  équation 
a  priori,  car  elle  cx|)riiuc  simplcuieiil  <pir  le  monicnt  résultant 
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des  qiianlités  fie   mouvement  esl  conslanl.  iJ'atilre  part,  la  force 
vive  iitilisahle  est,  d'après  ce  que  l'on  a  vu. 


ou  bien 


(\p-i-/f-        (Bq  -^  .^f-        (  ( : /■  ^  /,  )'- 


A  B 


le  est  comprise  entre  .—  et  y— • 

Pour  établir  la  seconde  proposition,  imaginons  que  le  corps 
soit  divisé  en  deux  parties  Ui  et  Ua  assujetties  aux  conditions  sui- 
vantes. La  partie  U)  forme  une  sphère  rigide  homogène,  ou  com- 
posée de  couches  homogènes  sphériques  et  concentriques;  cette 
sphère  a  son  centre  à  l'origine.  La  partie  Ua  est  immobile  dans 
l'espace  :  à  cet  effet,  chacun  de  ses  points  est  sollicité  par  une 
force  intérieure  F,  égale  et  opposée  à  la  force  extérieure.  En 
vertu  du  principe  d'égalité  de  l'action  et  de  la  réaction,  la  partie  U| 
est  sollicitée  par  des  forces  égales  et  opposées  aux  forces  F-,  sous 
l'action  de  ces  forces,  elle  tourne  autour  de  son  centre.  Ce  mouve- 
ment n'empêche  pas  la  configuration  de  l'ensemble  U|,  Ua  de 
demeurer  invariable.  Les  axes  d'inertie  principaux  de  cet  ensemble 
sont  immobiles;  p,  q,  r  sont  donc  nuls  et  A,  B,  C  sont  constants, 
ainsi  que  les  moments  L,  M,  N  des  forces  extérieures.  Les  équa- 
tions (i)  se  réduisent  à 

lit       ''         (ii       '  '         lit 

D'après  cela,  f,  jj',  /;  croissent  proportionnellement  au  temps, 
et  la   force  vive  utilisable,  qui  est  égale  ici  à 

A         B   ^    C  ' 

croît  comme  le  carré  du  temps.  C'est  ce  que  nous  voulions  faire 
voir. 

Observons,  d'ailleurs,  que,  dans  ces  conditions  particulières, 
les  forces  extérieures  ne  fournissent  aucun  travail.  Cela  esl  évi- 
dent pour  la  partie  Uj,  qui  demeure,  par  hypothèse,  immobile, 
et,  quant  à  la  partie  U|,  cela  résulte  du  fait  que  des  forces  admet- 
tant un  potentiel  et  appliquées  à  une  sphère  homogène  ou  com- 
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posée  de  couches  homogènes,  concenlriqiies,  ont  une  résullanle 
«nique  appliquée  au  centre.  Malgré  cette  absence  de  travail,  les 
forces  extérieures  sont  indispensables  pour  permettre  aux  forces 
intérieures  de  développer  le  travail  équivalent  à  l'accroissement 
de  la  force  vive  utilisable. 

Un  exemple  bien  simple  est  fourni  par  l'écureuil  qui  se  meut 
dans  sa  cage  cylindrique.  S'il  grimpe  aux  barreaux  de  façon  à 
maintenir  constamment  son  centre  de  gravité  dans  une  position  fixe 
et  si  l'on  néglige  les  résistances  passives,  la  cage  prend  un  mou- 
vement de  rotation  uniformément  accéléré.  A  l'instant  où  l'animal 
cesse  d'agir,  l'ensemble  conserve  une  vitesse  d'autant  plus  grande 
que  le  travail  a  duré  plus  longtemps.  Au  contraire,  si  la  pesan- 
teur était  supprimée,  le  système,  parti  du  repos,  devrait,  d'après 
le  théorème  des  aires,  revenir  immédiatement  au  repos  dès  que 
l'écureuil  se  tiendrait  immobile.  L'escarpolette  donne  lieu  à  une 
application  du  même  genre. 

8.  On  peut,  d'une  infinité  de  manières,  modifier  le  corps  sans 
altérer  les  moments  d'inertie  principaux  A,B,C  ;  c'est  ce  qui  arrive, 
par  exemple,  quand  une  suite  continue  de  points  matériels,  for- 
mant une  courbe  fermée  et  homogène,  circule  le  long  de  celte 
courbe  en  respectant  sa  forme  et  ses  dimensions.  Dans  ces  con- 
ditions, il  n'y  a  pas,  à  vrai  dire,  de  déformation.  Mais  voici  un 
cas  où  les  choses  se  passent  autrement.  Supposons  que  le  système 
comporte  seulement  deux  points  mobiles,  de  même  masse, 
ayant  pour  coordonnées  respectives  .r,,  ),,  ;,  el  x-,,  y-,,  52-  Si 
l'on  veut  que  leurs  déplacements  simultanés  soient  sans  influence 
sur  les  moments  d'inertie,  on  doit,  en  appelant  «,  b,  c,  a! ,  b' ,  c' 
six  constantes  arbitraires,  s'imposer  les  coiidilions 

.r\ -\- xl  —  a°- ,  y\^yl^f>'^  s\-\- z\=  c-, 

y\^\-^yi^i=  (t\  Zt.f,-h  z^Xi=  1)',         .r,  )•,-+- X5_>-2=  c'. 

La  solution  générale  est  donnée  par  les  [luinules 

a-,  =  n  cos(h -i- 2  ),  jTi  — a  !,\n(u -i- a), 
j,  =  i  cos(m -t- [J),  _;K2=  6  siii(« -H  p), 
Zi  =  c  cos(  Il  -i-  y),         -j  =  c  «iiii  II  -i-  y), 

dans  lcsf|nellcs  //   csl   une    variai)l('  auxiliaire  et  a,   'i,  ■'  soni  de 
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nouvelles  conslanles  telles  fjiic  Ton  ait 

iccos(fi  —  •i)  =  a',         ca  f  os  (y  —  a)  =  6',         abcos(oi. —  p)  =  c'. 

Lorsque  u  varie,  les  deux  points  décrivent  une  même  ellipse 
dont  le  centre  est  à  l'origine,   et  ils  se  trouvent  à  chaque  instant 

aux  extrémités  de  deux  diamètres  conjugués.  Si  l'on  pose  -3-  =  oj, 
les  moments  de  rotation  de  ce  couple  de  points  sont 

(o/)Csin(^ — y),         (ocrtsin(Y  —  a),         tual>sin(ri.  —  P). 

Ils  sont  donc  proportionnels  à  to,  qui  est  une  fonction  arbi- 
traire du  temps.  11  est  clair  que,  avec  trois  couples  semblables, 
décrivant  par  exemple  trois  ellipses  situées  dans  les  trois  plans 
de  coordonnées,  on  peut  s'arranger  pour  que  les  moments  de  ro- 
tation y,  g,  h  soient  trois  fonctions  du  temps  arbitrairement 
choisies. 

Ceci  posé,  je  dis  que,  s'il  n'j  a  pas  de  forces  extérieures,  on 
peut  trouver  un  système  de  mouvements  relatifs  capables  de  com- 
muniquer aux  axes  mobiles  un  mouvement  d'entraînement  assi- 
gné à  l'avance.  Appelons,  en  effet,  a,  iL,  Q  les  angles  d'EuIer.  Ce 
sont  ici  des  fonctions  données  du  temps. 

Les  formules  connues 

^  =  i|/'  sina  sin  0  +  0'  coso, 
q  =  i!/'cos(p  sinO  —  0'  sin  o, 
/■  =  6'  cos  0  -H  o' 

fournissent  immédiatement  p,  q,  r.  Si  le  mouvement  relatif  se 
réduit  à  celui  de  trois  couples  de  points  mobiles  dans  les  condi- 
tions qui  viennent  d'être  indiquées.  A,  B,  C  sont  constants. 
D'autre  part,  le  moment  résultant  des  quantités  de  mouvement 
est  un  vecteur  absolument  fixe.  Soient  C,,  Co,  C3  ses  projections 
sur  trois  axes  fixes  quelconques,  projections  qui  sont  constantes. 
Les  cosinus  directeurs  des  axes  mobiles  sont  des  fonctions  con- 
nues des  angles  d  Euler.  On  peut  donc  exprimer,  en  fonction  de 
C| ,  Cj,  C,  et  du  temps,  les  projections  du  moment  résultant  sur  les 
axes  mobiles.  Mais  ces  projections  sont  égales  À  Ap -\- f,  Bq-\-ff, 
et  Cr  +  /i.  Comme  A,  B,  C  sont  constants  et  comme  />,  q,  r  sont 
connus,  on  obtient,  sans  aucune  intégration,  les  momentsy,  g,  h. 
Enlln,   on   en    déduit,    par   quadrature,    les  trois  quantités  co  qui 
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règlent   les  mouvemenis   des  trois   couples   de  points  sur   leurs 
orbites  elliptiques,  et  le  problème  se  trouve  complètement  résolu. 

9.  Inversement,  considérons  un  corps  déformable  qui  n'est 
soumis  qu'à  des  forces  intérieures  et,  continuant  à  supposer  que 
A,  B,  C  sont  invariables,  donnons-nous,  en  fonction  du  temps, 
les  trois  moments  y,  g,  h.  Pour  trouver  le  mouvement,  il  faut 
intégrer  les  équations  (i),  privées  de  second  membre,  en  considé- 
rant comme  inconnues  les  quantités  ^,  q,  r.  On  peut  écrire  immé- 
diatement l'intégrale  des  aires 

(  A/, -H/)= -F  (  B  5- +  ^"- )î -h  (  C  r  + /O' =  K', 
ou 

(10)  X'-ip  -^pi)^+  B2(^  +  y,)!H_  Cî(r-H  r,)'  =  K«. 

Si  les  moments  y,  g,  h  sont  variables,  on  n'aperçoit  pas  d'autre 
intégrale.  Mais,  s'ils  sont  constants,  ce  qui  a  lieu  quand  les  quan- 
tités w  du  n°  8  sont  elles-mêmes  constantes,  on  a 

dp  dq  dr 

^  dt  '  dt  dt 

d'où 

(11)  A/)«-^Byî-HCr2=  H'. 

Ceci  nous  montre  en  passant  que  : 

Si  les  moments  d'inertie  sont  constants,  ainsi  que  les  mo- 
ments de  rotation,  et  s'il  ny  «  pas  de  forces  extérieures,  la 
force  vive  d'entraînement  est  constante,  comme  pour  un  corps 
solide.  En  pareil  cas,  le  travail  des  forces  intérieures  est 
entièrement  employé  à  développer  la  force  vive  relative  et 
la  force  vive  composée. 

Ce  résultat  concorde  avec  l'expression  trouvée  précédem- 
ment {~j)  pour  le  travail  des  forces  intérieures. 

Les  deux  intégrales  précédentes,  jointes  à  la  première  équa- 
tion (i),  qui  devient  ici 

\^  +{C  —  'R)qr-\-qU-rg  =  o, 

permettent  de  ramener  la  recherche  de  p,  q,  r  à  des  quadratures. 
On  obtient  ensuite  les  angles  d'Eulcr  parle  procédé  ordinaire,  en 
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inotlant  simplemi^nl  A(/> -|- /j,  ),  ]i(q  -{-  f/,).  Ci /• 
de  A/j,  Bc/,  Cr. 


>;) 


|)lacc 


10.  Il  est  naturel  de  cherclier  une  représentation  géométrique 
du  mouvement  basée,  comme  dans  la  théorie  de  Poinsot,  sur  la 
considération  de  l'ellipsoïde  principal  d'inertie.  Je  continue  à 
supposer  que  les  quantités  A,  B,  C,/?(,  q,,  r,  sont  constantes,  et 
qu'il  n'y  a  pas  de  forces  extérieures.  L'axe  instantané  de  rotation 
perce  l'ellipsoïde  d'inertie  en  un  point  dont  les  coordonnées  véri- 
fient les  équations 


Le  plan  II  langent  en  ce  point  a  pour  équation  (X,  Y,  Z  dési- 
gnant les  coordonnées  courantes) 

AXx-T-B\>-+-CZ::  =  i. 

Les  coordonnées  X,  Y,  Z  du  pied  P  (Jîg-  i)  de  la  perpendicu- 


laire abaissée  dn  roriginr  O  sur  le  plan  fl  sont  iloniiécs  par 


A.r        hy       C; 


\ r  —  Y^'  ^Zz  =  \'~\'-h7.'-. 


P    q      r 


Si  l'on  remplace  T,  j)',  ;  par  .. ,    j  >  y.,  on  a 


('2 


X!-i-  Y2^Zi 


Il  ' 
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Ces  fornuiles  prouvent  que  le  point  P  dérive  par  inversion  du 
point  Q,  dont  les  coordonnées  sont  A/),  Hq,  Cr.  Le  produit 
OP  X  OQ  est  égal  à  H.  OQ  n'est  autre  chose  que  le  vecteur  ré- 
sultant des  moments  des  quantités  de  mouvement  dues  à  l'entraî- 
nement (/),  f/,  /•).  Soit,  de  même,  OQi  le  vecteur  constant  résul- 
tant des  moments  de  rotation  (A/>,,  Biy,,  Cri).  Si  l'on  compose 
entre  eux  les  deux  vecteurs  OQ,  OQi,  on  doit  obtenir  un 
vecteur  OR  absolument  fixe.  Q  est  donc  sur  une  sphère  fixe  de 
centre  R,  et,  par  suite,  P  se  trouve  sur  une  autre  sphère  fixe  S 
ayant  son  centre  C  sur  OR.  D'autre  pari,  OQi  est  lié  aux  axes 
mobiles. 

Si  l'on  mène  la  droite  QR|  paralh'ie  à  OR,  elle  rencontre  la 
droite  OQ,  en  un  point  R,  tel  que  OR,  =  RQ,  et  l'on  voit  que  Q 
se  trouve  sur  une  sphère  de  centre  R,,  liée  aux  axes  mobiles.  Le 
point  P  se  trouve  donc,  par  rapport  à  ces  axes,  sur  une  sphère  S| 
ayant  son  centre  Ci  sur  0Q|.  D'après  les  propriétés  connues  de 
l'inversion,  les  angles  CPQ,  RQP  sont  égaux  et  il  en  est  de  même 
des  angles  C,  PO,  R,  QO.  Dès  lors,  on  reconnaît  sans  peine  que 
les  triangles  PCO,  PC,  O  sont  égaux  et  que  la  figure  (]PC,  O  est 
un  contreparallélogramme. 

Ceci  posé,  le  mouvement  a  lieu  dans  les  conditions  suivantes. 
Soit  un  contreparallélogramme  CPC,  O  dont  les  sommets  C  et  O 
sont  fixes  et  dont  les  côtés  OC,,  C,  P,  CP  sont  trois  barres  de 
longueur  invariable.  La  barre  C,  P  est  guidée  de  manière  à  rester 
toujours  en  contact  avec  la  tige  fixe  OC.  Un  plan  TI,  attaché  au 
sommet  P,  porte  une  tige  perpendiculaire  qui  part  de  P  et  glisse 
dans  un  collier  placé  en  O.  L'ellipsoïde  d'inertie,  qui  est  fixé  à 
la  barre  OC,,  reste  constamment  tangent  au  plan  11  et  tourne  à 
chaque  instant  autour  du  diamètre  aboutissant  au  point  de  con- 
tact. La  rotation  élémentaire  déplace  la  tige  OC,,  ce  qui 
entraîne  un  mouvement  correspondant  du  plan  n,  et  l'axe  instan- 
tané se  déplace  progressivement,  de  manière  à  aboutir  toujours 
au  point  de  contact  de  l'ellipsoïde  et  du  plan. 

Le  lieu  du  point  P  dans  l'espace  est  une  courbe  sphérique 
transcendante.  Par  rapport  aux  axes  mobiles,  le  lieu  du  même 
point  s'obtient  en  éliminant  p,  q,  r  entre  les  équiitions  (lo),  (i  i) 
et  (12),  ce  qui,  en  remplaçant  \p,,   Kq,.  C./-,  par/,  ^.  /;,  donne 
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les  deux  équations 


112+  2H(/X  -H  ,^Y  +  ^Z)  -4-  (/2-H  ^2+  /,2—  K2)  (X2-f-  Y2+  Z2)=  O, 
X2 

X 


Y  2  Z2 

+   -Î7    +7r=(X2+Y2+Z2)2 


B 

Ces  équations  représentent  évidemment  la  transformée  par 
inversion  d'une  section  sphérique  d'un  ellipsoïde. 

La  polhodie  (lieu  du  point  M  où  l'axe  instantané  perce  la  sur- 
face de  l'ellipsoïde  d'inertie)  est  l'intersection  des  deux  ellipsoïdes 

A2-2-f-B^2-t-  C;2=i, 

A2(H.rH-/),)"-+B2(Hj'  +  y,)2-)-  C2(H;  +  /-i)2=  K2. 

Remarquons  encore  que,  si  l'on  mène  par  le  point  de  ren- 
contre S  des  droites  OC  et  PC)  un  plan  H'  parallèle  à  II,  ce  plan, 
perpendiculaire  à  OP,  est  tangent  à  l'ellipsoïde  de  révolution  qui 
a  pour  foyers  C,  et  O.  Par  suite,  le  plan  II  est  tangent  à  un  ellip- 
soïde homothétique,  de  diamètre  double,  lié  aux  axes  mobiles. 
La  polhodie  peut  donc  être  regardée  comme  étant  la  courbe  de 
contact  de  l'ellipsoïde  d'inertie  avec  la  développable  circonscrite 
à  cet  ellipsoïde  et  à  un  ellipsoïde  de  révolution  ayant  son  centre 
en  (],  et  un  foyer  en  O.  De  là  une  nouvelle  manière  de  se  figurer 
le  mouvement.  A  un  instant  quelconque,  l'axe  instantané  de  rota- 
tion est  une  droite  OM  aboutissant  à  un  point  M  de  la  polhodie, 


et  la  vitesse  de  rotation  est  proportionnelle  à  OM.  La  généra- 
trice MN  de  la  développable  touche  l'ellipsoïde  de  révolution  en 
un  point  N  qui  se  trouve  sur  l'axe  fixe  des  moments,  et  la  droite  ON 
coïncide  avec  cet  axe.  Le  mouvement  s'efl'ectue  donc  de  telle 
manière  que  chaque  droite  OM  devienne,  à  tour  de  rôle,  axe  de 
rotation,  et  que  la  droite  correspondante  ON  vienne  en  même 
temps  coïncider  avec  l'axe  des  moments. (/?^.  2). 
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On  s'assure  sans  peine  que,  par  rapport  aux  axes  mobiles,  la 
droite  ON,  de  même  que  la  droite  OM,  décrit  un  cône  du  qua- 
trième degré.  Au  bout  d'un  temps  fini,  la  droite  ON  qui,  primiti- 
vement, se  trouvait  appliquée  sur  l'axe  fixe,  revient  en  coïncidence 
avec  lui.  A  partir  de  cet  instant,  il  est  clair  que  toutes  les  circon- 
stances du  mouvement  doivent  se  reproduire  dans  le  même  ordre  : 
le  plan  MON  a  seulement  tourné  d'un  certain  angle  autour  de 
l'axe  fixe.  Le  mouvement  qui  nous  occupe  présente  donc  une 
périodicité  analogue  à  celle  du  mouvement  de  Poinsol. 

H.  Quand  l'ellipsoïde  d'inertie  est  de  révolution,  les  calculs 
se  simplifient.  Si  l'on  a,  par  exemple,  B  =  C,  on  peut  orienter 
les  axes  Oy,  Oz  de  façon  à  avoir,  en  outre,  (/,  =/"|.  Les  équa- 
tions (lo)  et  (il)  fournissent  alors  pour  q'^-'r  '""  el  q  +  r  des  poly- 
nômes du  second  degré  en  p.  On  en  déduit  que  q  —  /•  est  la  racine 
carrée  d'un  polynôme  du  quatrième  degré,  et  la  première  équa- 
tion (i),  qui  se  réduit  à 

''^^ -^^1^(1-  '•>  =  <>' 

montre  que  l'on  n'a  plus  à  envisager  qu'une  intégrale  elliptique. 
Si,  de  plus,  l'axe  des  moments  de  rotation  a  même  direction 
que  l'axe  de  révolution  de  l'ellipsoïde,  on  a  q,  =  /•,  =  o.  Il  vient, 
par  suite, 

at         '  dt         '  '  lit         J  '-i        ' 

d'où,  en  appelant  C,  C,  C"  trois  constantes  arbitraires  : 

P  =  C, 

q  =  C  cos(~pit-¥-  C"), 

/•  =  C  i\n  (^ /n  t -^  G'j  . 

Comme  la  direction  :  A(p  +  P\  ),  B;/,  Br  est  fixe  dans  l'espace, 
le  mouvement  se  réduit  manifestement  au  roulement  unilorme 
d'un  cône  droit  sur  un  cône  droit  de  même  sommet.  On  arrive- 
rait à  la  même  conséquence  en  remarquant  que,  d'après  l'hypo- 
thèse faite  actuellement,  l'ellipsoïde  d'inertie  et  l'ellipsoïde  auxi- 


liaire  eniuloyé  dans  l'article  précédenl  sonl  deux  surfaces  de 
révolution  ajanl  même  axe,  et,  par  suite,  le  triangle  OMN  est  de 
grandeur  invariable. 

Ce  cas  se  réalise,  en  particulier,  quelle  que  soit  la  direction  de 
l'axe  des  moments  de  rotation,  quand  les  trois  moments  d'inertie 
sont  égaux  entre  eux. 

SUR  UNE  INTÉGRATION  PAR  APPROXIMATIONS  SUCCESSIVES; 
Par   M.   Robert  d'Adhémar. 

Je  me  propose  de  trouver  l'intégrale  de  l'équation 

ô-  a        ô-  Il        0-  u        ,  , 

(i)  A(  H    =-—--(-  -— —  =hy.r,y,  z\ii  ^/{.r;y,z), 

Oj:'         Oj''  Oz- 

intégrale  prenant,  ainsi  que  l'une  de  ses  dérivées,  des  valeurs 
données  sur  une  surface  donnée. 

La  méthode  suivie  permettra  d'ailleurs  d'intégrer  des  équations 
analogues,  uu  peu  plus  difficiles  à  étudier. 

1.  .le  dois,  tout  d'abord,  rappeler  brièvement  ce  que  j'ai  dit  dans 
une  Note  des  Comptes  rendus  de  l' Académie  des  Sciences  (') 
sur  l'équation 

(2)  AiU)  =  F(x,y,s). 

Soit  S  une  surface  à  un  seul  bord.  J'appelle  conormale  en  un 
point  la  droite  S}'métrique  de  la  normale  par  rapport  au  plan  hori- 
zontal passant  par  ce  point.  Une  dérivée  prise  suivant  cette  direc- 
tion sera  dite  dérii^ée  conormale,  et  représentée  par  le  symbole 

jL 

dN' 

Cela  étant,  l'on    donne  sur    S    les    valeurs  de    (/    et  -r^-  L'on 

obtient  alors  la  valeur  de  l'intégrale  en  un  point  (jTo,  j>'o,  ^o))  si 
par  ce  point  l'on  peut  mener  un  cône  à  axe  vertical  et  dont  les 
génératrices  soient  inclinées  à  45°  sur  le  plan  horizontal,  cône 
qui  découpe  dans  S  une  aire  à  un  seul  bord  et  cela  sans  ambi- 
guïté (=). 

(')  Le  11  février  1901. 

(-)  Sur  les  données  et  la  surface  (|ui  les  porte,  voir  la  fin  île  cette  Noie. 
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Ij'expressioii  ilt-  ii{.i\,  )„,  :-n)  est 


(S)     «(j-|,._^)-o.  Jo  ' 


(S)  étant  Taire  découpée  dans  S  par  le  cône  A"  de  sommet 
(^ojJKo-  -o)i  (W)  étant  le  volume  intérieur  à  ce  cône  et  limité 
par  (S)  ;  enfin  V  étant  la  fonction  auxiliaire  suivante  : 

[Ton  a  posé;'=;  — ^0'  r-  —  {x  —  ■î'o)^ +  (  K  — J'o  )"]• 

Mais,  sous  cette  forme  (3),  l'on  ne  penli^é rifter  que  l'intégrale 
et  sa  dérivée  conormale  prennent  bien  les  valeurs  données  lorsque 
le  point  (Xo,  j)'o,  ^o)  vient  sur  S.  Or  ceci  est  extrêmement  impor- 
tant et  j'aurai  à  j  revenir. 

De  même,  avec  la  forme  (i)  on  ne  peut  songer  à  des  approxi- 
mations successii-es. 

Pour  cette  double  raison,  je  vais  rechercher  une  forme  expli- 
cite pour  l'intégrale  (3)  de  l'équation  (2). 

2.  Prenons  donc  l'équation  (3)  avec  la  condition  que,  sur  S, 
H  et -Tj^  sont  nit/s.  (Nous  verrons  pourquoi  l'on  peut  faire  cette 

hypothèse.)  11  vient  alors 

àh 

(4)  2-»ir(,,7o.  ^0»  =   ,— > 

si  l'on  convient  d'écrire 


i^=  f  f  f    ri.r,j,z)\x<J-. 

•'   -'   «'l.\/.ri 


J'affecte  la  lettre  V  de  l'indice  A  pour  bien  montrer  que  la 
fonction  auxiliaire  V  varie  avec  le  point  A,  (xo,  j»'o,  ^0)  (Jio-  ')• 

Nous  devons  évaluer  la  dérivée  - —  • 

Donnons  pour  cela  à  Sq  "h  accroissement  infiniment  petit  dzo- 
A  vient  en  A'  et  l'on  a 


i.^fff      l-(T.j;z)\\ih. 
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La  dérivée  cherchée  esl 

Evaluons 
On  a  évidemment 


Ja-Ja 
Ja-Ja  =  -H. 


}j,=  f  f  f       F\:,d-.-^fff  FV.vrfT. 

Considérons  d'abord  la  deuxième  intégrale  V^  ayant  un  signe 

Fig.  I. 


^(a-o.yc,x^) 


constant,  l'on  peut  faire  sortir  F  de  l'élément  différentiel  (théo- 
rème de  la  moyenne);  nous  avons  donc  à  calculer 


//y^'"-' 


le  volume  d'intégration  étant  le  volume  compris  entre  les  deux 

cônes. 

Comme,  d'ailleurs,  on  a 

Va>o, 

nous  augmenterons  l'intégrale  en  augmentant  le  volume,  c'est-à- 
dire  en  remplaçant  S  par  le  plan  horizontal  le  plus  élevé  qui 
ait  un  point  commun  avec  S  (il  peut  être  tangent  à  S,  il  peut  ne 
l'être  pas). 

Application  systématique  du  théorème  de  la  moyenne,  emploi 
de  ce  plan  horizontal  majorant,  voilà  d'ailleurs  la  marche  con- 
stamment suivie  dans  ces  recherches. 

Calculons  donc 


"J  'J   •-'lAA 


^'A  d-. 
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l.e  volume  se  décompose  iialurellcmeiu  en  deux  pailles  :  A.PQ 
et  BB'PA'QCC,  mais  la  fonclion  V^  jouit  d'une  lu-opriéli' icmar- 
<|uable.  Pour  toul  volume  conique  rànulier  l'on  a 

Donc  noire  intt'giale  relative  au  \olume  APQ  est  égale  à  -  AA'  et. 

comme  AA  ;=  dz,,,  elle  esl  du  troisième  ordre. 
Évaluons  l'intégrale  relative  à  BB'PA'QCC.  Soit 

(Z  est  la  cote  du  plan   majorant). 
Or 


[     /•  dr 


Ici,  en  prenant  pour  /■  les  limites  voulues  :  r  —  Tq  et  ;:  —  r„  —  dz^. 
Ion  a 


'^-ATé0^.-i/(jé=ê^y-] 


'-^<J-i[z-  z^}dz„—dzl. 


L'intégrale  relative  à  l'angle  polaire  a  donne  27t  (constante 
sans  importance).  Il  reste  à  intégrer  celle  dernière  expression  par 
rapport  à  z. 

Intégrons,  par  parties,  le  premier  terme.  L'on  obtient 


I        I 


i:^"^.  n/l^^j:^)'-]L, 


(;-;„— r/.-„i 


XXIX. 


''  (  ;  —  ;„ -  dz^ )\/'i{z  —  Za)  d3„—  dz- 


dz, 


i3 
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il  Inul  njoiilcr  l'iiiU'urulo  du  deuxième  Icriiie 


-*-  ""  \/a{z—Zo)c/z„—(/:IcIz. 

Laissons  le  terme  tout  intégré  et  réunissons  les  deux  intégrales 
précédentes;  cela  donne,  pour  élément  différentiel, 

'  3(  ;  — ;„  )  [2(;  — ;»  I  d:„~fhl]  —  (  ;  —  z„— dz„  >•  d:„  \ 


6  v/ï(-  — ^ol  dz^  —  dz 

Les  termes  en  dz'^  et  dz\  dans   le  crochet  donnent  naissance  à 

des  termes  en  dz\  et  dz'^^  qui  ne  joiicnl  aucun  rùlc,  et  il  reste  à 
considérer 


/ 


(z  —  ZaY-dzf,  3       ,— -       /^         iz  —  zaf-dz 


■  dz  =    -:-"-  ./,/ 


;.+  ,(;„  "^   /ils  — -Solrf-o—rf-ii  v/'-i*)  /  ^/-_-_^±l 

^.-„+,/:„  »  ''• 

Ici  encore  nous  n'avons  à  conserver  que 

Je  reste  étant  d'ordre  -  au  moins  en  dza. 
a 

Nous  obtenons  en  somme 

\        r  5     3 

-H  *^(z  — =„)■V'/;o+>''^4^-•■•• 
Les  deux  premiers   termes  tendent  vers  zcro   lorsque  f/;,,  Icnd 
vers  zéro.  Ecrivons-les 

IM  v/^— N. 

La  règle  de  l'Hosjiilal  montre  (pie 


d'où 


,,    (us[dr,\    ^  /     dz„        ,  dz„ 

hm        — ï^= ■  1  =  1/  I =1 ■ 

lin.  (M  ^/d7„-  N  )  ^  lin.  N  (-  ^  _  ^^ .  .  .  V 
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lim  (N)=_-    (Z—  zoY\o'',=o. 


nous  VOYOUS  (|iie  M  yW;,,  —  N  est,  en  (lz„,  (rordie  siipérimir  à  un. 
Donc 

.\\=fff  F\\r/-.-i-iJ.dzl^''-^.... 

Le  premier  terme  est  seul  à  conser\er  et  l'on  a 
(5)  ll^fff        F(.r.v.z)[\\,(x,y,z)-\\.(x,y,z)\d-.. 

Remarquons  maintenant  ((uc  l'on  a 

\'x(j;j\  z)  --  \'A("f,J',  -  +  rf-o)- 


d'où 


Va(3-,_)', -)—  \\.{x,y,z.)=  VA'(r,_i-,  c  +  rf.ro)  —  \^\x,y,  :) 
=  rf;„  à\y(x,y.z)        ,  ^ 


Lorsque  c/;,,  s'approche  de  zéro,  V  vient   en  A,   \  ^   devient  V^ 
et  l'on  a 

résultat  assez  surprenant  par  sa  simplicilé. 


(')  Pour  duc   rigoureux   on  ne  peut  appliquer  celte  foraiule   que  dans  une  ré- 

,    ,.          dW-  .    . 

filon  ou  Va'  et  strient  finis. 

Or  la  première  fonction  est  infinie  sur  la  verticale  passant  par  A'  et  la  deuxième 
est  infinie  sur  le  cône  A'B'C'.  On  isolera  donc  la  verticale  par  un  petit  cylindre 
vertical  et  le  cône  A'B'C  par  un  cnne  ou  un  hyperboloide  intérieur  à  ce  conc. 
Dans  les  petits  volumes  ainsi  isolés  on  remplacera  (Va—  Va)  par  >.\\'  et  l'on 
verra  que  Vinfiuence  de  ces  volumes  indninient  petits  est  nulle. 


D'ailleurs  —^  ajanl  un  si^iie  constant,  on  pcul  écrire 

■.îr»(r„,7o,^„)=-F(?,y.,Ç)    fff       "^  eh. 
••'   >-'    ^  lA/.ii     "" 

OU  enfin 

(7)  »(:ro,ro,^o)  =  -I'(;,-',.^)0(A)i(Z  -^„)^. 

H  dépend  de  la  position  de  A,  de  la  forme  de   S,  mais  on  sait  que 

l'on  a 

o  <  0< 1 . 

Avec  celle  expression  (-),  prise  au  lieu  de  l'expression  (/j),  on 
peul  inlégrer  l'équalion  (i)  et  voici  comment  : 

3.    Soit  d'abord  imc  intégrale  il ^  de  l'ér|uatioii 

A(«„)=/(.r,7,  ;), 

satisfaisant  aux  condilioiis  aux  liniiles,  calculée  par  (3).  (/„  est 
connu,   soit  Mo    une   limite  supérieure   de   son    module    dans    le 
champ  d'intégration. 
Intégrons  alors 

A  (  ;(,  )  =  /(  ii„ 

(avec  zéro  pour  conditions  aux  limites). 
D'après  (■j)  on  a 

|",(.r,j,  ;)i  <M/^'~'"'k 

(K  étant  une  limite  supériouie   du  module  de  li(x.y,z)  dans  le 
domaine  considéré). 
Intégrons  maintenant 

\{tu_)  =  /ui, 

(toujours  avec  ccro  aii\  limites). 


Nous  aurons 


<  M„K2- 


(7, -;„•)' 


et,   pour  un  point  {x,y,  z)  <|uclcoii(|iie, 

I  Z 


\H,(.r,y,z)\     :M„K 


Liiiléyrale  cliercliée  est 

(H)  H=   ll„^   "S    II,, 

Il  =  1 
convergente,  car  on  a 

(Z 


|««(.?-o.J'o.-..)|    .  Mo'<  —7 


i.  On  \ait,  par  la  formule  (j),  que  rintégrale  ti  de  I  ((luatiou 
A-{i/)  =  F  (prise  avec  zéro  pour  conditions  aux  limites)  tend  bien 
vers  zrro  lorsque  {j'otJ'oi  ~-o)  vient  sur  S. 

Par  des  considérations  analogues,  j'iii  obtenu  des  expressions 
explicites  de 


Oh     Oh     Ou 

0  z     Or    Oy 


qui  donnent  1  intégrale  de 

\{u)  =  a{x,y,z)'-^  ^h 


'iy 


On 
ôz 


lui  -^J'i-r.y,  z), 


et  qui   permellcnt  de  vériller  (|ue  la  dérivée  conormaie  tenil  bien 
vers  la  valeur  donnée  lorsque  le  point  (.r„,  jj'oi  -0)  vieni  sur  S. 

Je  réserve  cette  exposition,  assez  compliquée,  pour  une  époqiii' 
ultérieure. 

5.  (Quelques  remarques  essentielles  sont  ù  faire  sur  les  don- 
nées et  sur  la  surface  S  qui  les  porte. 

Pour  (]ue  le  cône  A"  coupe  S  d'une  manière  bien  déllnie, 
unique,  il  faut  que  les  plans  tangents  à  S  fassent  a\ec  le  plan  ho- 
rizontal un  angle       f ■')". 
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Si  la  convexité  île  S  n'est  pas  constamment  dirigée  clans  le  sens 
de  O;  ou  de  Oz',  il  y  aura  une  ligne  de  points  d'inflexion. 

Cela  est  acceptable,  toujours  à  la  condition  que  le  plan  langent 
soit  incliné  à  /p"  a"  plus. 

Enfin  soit  un  plan  H  incliné  à  4^"  sur  le  |)lan  horizontal,  la  co- 
normale  au  plan  rient  sur  le  plan.  Donc  toute  surface  eru'C- 
loppe  de  plans  17  i-st  une  surface  privilégiée,  pour  laquelle  le 
fait  de  donner  u  est  seul  nécessaire  et  suffisant  pour  déter- 
miner V intégrale.  Tout  polyèdre  formé  de  plans  II  est  dans  les 
mêmes  conditions.  Si  les  plans  17  passent  par  un  point  fixe,  leur 
enveloppe  est  un  cône  A,  |5ai'iillèle  à 

■'■--t-J»'-  — --  =  0. 

G.  On  voit  le  rôle  considérable  que  jouent  les  cônes  A  dans 
l'intégration  des  équations  A(«)  =  F,  avec  des  données  qui  ne 
sont  aucunement  supposées  analytiques.  Ces  cônes  font  partie  des 
caractéristiques  définies  par  M.  Beudon  (')  au  point  de  vue  de 
Cauclij,  c'est-à-dire  au  point  de  vue  des  fonctions  analytiques. 

Ce  rapprochement  nous  paraît  intéressant. 

Si  nous  vouions  maintenant  comparer  les  équations 

d-  u        0-  Il        0-  Il        _ 
ax'         ôy-         Oz' 

el 

à-  Il        0-  Il        t)-  a        _, 

A(  u  )  =  -— -  -+-  ---^  --1-  -— ■  =  F, 
'*■'■-       '^y-        <J:- 

nous  voyons  la  raison  de  la  grande  distance  ((ui  les  sépare  dans  ce 
luit  : 

L'analogue  du  cône  A  relatif  à  A(«)  c'est  la  sphère  réduite  à 
un  point  x--\-y--hz-=^o,  pour  A((?). 

f.'nnnlopiie  de  rintép;rale  -—  de    Att^O,    c'est,     pour 

A(«)  =  o,  l'intégrale    ,  (e  étant  zh  i  de  manière  que 

/E(ar^-+-7^--=2) 

l'intéaralt'  soit  rc'clie). 


(I)    Voir  dans  ro  lUilletin.  t.  \\V;   iSp;. 
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La  première  intégrale  est  isotrope  et  n'a  qn'»/;  point  singulier. 
Pour  la  deuxième,  les  axes  de  coordonnées  doivent  conserver  tou- 
jours la  même  direction,  et  il  y  a  une  surface  indéfinie  de  singu- 
larités, le  cône  A 

J-'-f- J'- —  z-  =  o. 

En  plus,  cette  deuxième  intégrale  se  compose  en  réalité  de 
deux  intégrales  distinctes,  suivant  que  Ion  est  //  r  intérieur  ou 
à  Vcxtêrieiir  du  cône  A. 

Cette  remarque  toute  simple  m'avait  fait  pressentir  le  rôle  im- 
portant des  cônes  A  avant  que  je  connusse  un  Mémoire  fonda- 
mental de  M.  Volterra  ('). 

J'aurai  à  revenir  sur  cette  séparation  de  l'esjjace  en  deux  ré- 
gions et  sur  la  forme  de  S  au  point  de  vue  de  V Analysis  silus. 

Je  ne  saurais  oublier  de  dire,  en  terminant,  que  la  lecture, 
malheureusement  un  peu  difficile,  des  premières  pages  du  Mé- 
moire de  M.  Volterra,  el  l'étude  des  beaux  travaux  de  IM.  Picard 
sur  les  approximations  successives  (-),  ont  été  pour  moi  le  pre- 
mier fondement  solide  de  ces  recheiclies. 


SUR  UNE  CLASSE  DE  POLYGONES  DE  PONCELET; 
Par  M.    ^Iathieu  \\f. ill. 

Considérons  deux  cercles,  O,  O',  se  coupant  aux  points  cy- 
cliques I,  J,  et  en  deux  autres  points  A,  B. 

S'il  existe  des  polygones  de  ■îni  côtés  inscrits  au  cercle  O  et 
circonscrits  au  cercle  O',  il  existe  une  ligne  polygonale  formée 
de  m  tangentes  au  cercle  O',  A  étant  le  point  de  contact  de  la 
première  tangente,  B,  I  ou  J  étant  le  point  de  contact  de  la  der- 
nière, eldonl  les  (/»  +  i)  sommets  sont  sur  le  cercle  O;  récipro- 
fjuement,  s'il  existe  une  pareille  ligne,  on  peut  inscrire  au  cercle  O 
un  polygone  de  im  côtés  qui  soit  circonscrit  au  cercle  O'. 

Deux  cas  peuvent  se  présenter  :  ou  bien  la  ligne  commençant 
en  A  se  termine  en  B,  el  dans  ce  cas  il  y  a  aussi  une  ligne  com- 

(')  Acta  mathetnatica,  l.  XVIll;   iSg'i. 

C)  Journal  de  .Wtil/icmtili'/iies.  1890.  roi/inis>i  lii  .Vo^c  iiisén-o  ilan~  le  t.  IV 
<li"S  Leçons  sur  les  siirf((ifs  rie  \l.  Darboiix. 
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inenranl  en  1  el  se  lerniintinl  en  J  ;  ou  hien  la  lij^nc  conmienciiiil 
en  A  se  termine  en  I  on  J;  ces  deux  cas  corres|)onclenl  à  deux 
classes  absolument  distinctes  de  |)olyi;ones. 

PREMIÈRE  PARXrE. 

Nous  nous  occuperons  d'abord  des  polygones  de  la  première 
classe,  et  nous  choisirons  la  ligne  polygonale  commençant  en  I 
el  se  terminant  en  J. 

Les  deux  cercles  auront  pour  écpiallons 


(X  —  0  1-+)-  —  p-  =  o, 

x^-k~  y^  —  K-  =  o. 


i"   Quadrilatère.  —  La  ligne  est  ici  IMJ,  .M  étani   >ur  la  ligne 

des  centres,  donc 

0  =  R  ; 

résultat  l)ien  connu,  la  seconde  circonlércncc  |)asse  par  le  centre 
de  la  première. 

2"  Hexagone.  —  La  ligne   polvgonalc  est  ici  ICDJ  {fig.  i), 
CD   étant   periiendiciilaire  à    la  lii;no  des   cenlrcs  et   coiijiéc   par 


cette  ligne  en  deux  parties  égales. 

L'équation  de  IC  est 

y  =  /i>—  0  ); 

celle  de  CD  est 

prenons  la  première  solution  x  =  o  +  p  ;   les  coordonnées  de  C 
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\  .r  =  0  -)-  p. 


Exprimons  (|iie  ce  poinl  est  sur  la  seconde  circonférence;  nous 
aurons  la  condition 

o--t-  «op  =  IV-. 

Avec  la  seconde  solution,  on  trouve 

0'-—>r,p  =   R2. 

Une  discussion  facile  montre  (|uc  la  première  solution  ne  cor- 
respond à  des  polvgones  réels  que  si  l'on  a  o>  7.  et  alors  les 
cercles  sont  sécants. 

La  seconde  solution  exige  J>> '^p,  et  les  cercles  sont  alors 
exlé'rieurs. 

lui  particulier,  les  cercles  sont  égaux  pour  0  =  H(y/2  +  i  ). 

0  1/^ 

l'our  0  =  '  )  on  a  R  ^  0  —  ;  la  corde  commune  aux  deux  cercles 
■',  '     v>. 

est  un  diamètre  du  cercle  de  rayon  0. 
Pour  0=1^,  R  =  4?. 

3''  Octogone.  —  f^a  ligne  polygonale  est  ICDEJ  {fig-  2),  symé- 


liii|U('  par  rapport  à  la   ligne  des  centres.    Les  é(pialions  de  IC 
et  CD  sont 

)■  =  (■(  .;■  —  01,         I  -r  —  01  coso  +  _)•  >iii  'f  —  ?  =  "• 
Les  cooidonnées  du  point  C  sont  donc 

r,  =  0  -^  p(  coso  —  t  si  no  1.         )|  --  /3(co5o  —  i  sina  1. 
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Exprimons  que  ce  point  est  sur  le  cercle  de  rayon  R;  nous 
aurons 

0- —  R--r-  2  0p(  COSO  —  {  sill  ti  I  =  o. 

Le  poinl  15  a  pour  coordonnées 

V  =  o,         a-  =  0  -H  • 

Exprimons  qu'il  est  sur  le  cercle  de  rayon  11;  nous  aurons 

Posant 

cos!i  —  j  siiio  =  a, 
il  vient 

costo -!- J  sino  =  —  > 


«>-4-  I 
cos  y  = 


2  a  Aop 

(S±R)[(R2—  22)î-4-/,82p2]   _t-   42p2(K2-22)   :=o. 

On  voit  facilement  qu'il  faut  prcndie  (o —  H)  comme  premier 
facteur,  et  l'on  a  la  condition  cherclice 

On  trouve,  après  discussion,  qu'il  faut  [ircndre 

3  —  -'Vï  <  ^  <  3  +  2  y/I, 

el  les  cercles  sont  alors  sécants.  11  n'_y  a  pas  d'autres  cas  de  possi- 
bilité. 

Exemples  : 

,      R  1  :;  l\ 


'j  =  4  R ,        p  =  —^  ■ 
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4°  Décagone.  —  La  ligne  polygonale  est  ici  ICDGHJ  (Jîg.  3), 
svmt'-nifjiie  par  rapport  à  la  ligne  des  centres. 


Les  éipialions  des  droites  IC,  CD,  DG  sont  respectivement 

y  =  i{x  —  3j, 
(x  —  o)coso-(-_j'sino  —  p  =o, 
X —  î  =±  p. 
Prenons  la  solution 

Exprimons  que  le  point  C  est  sur  le  cercle  de  rayon  11;  nous 
aurons 

^ —  =  rosts  —  (  sine?  =  rt,         cos»  =  • 

■>oo  •  '  •  la 

Opérant  de  même  pour  D,  nous  aurons 


(  0  H-  p  )' —  K--i-  0' '-  =  o, 


Remplaçons  a  par  sa  valeur;  nous  aurons  la  condition  cliercliée 

(R2_Î2_253)(R2_j2_L-2jp)J_8op3(R^—  ?';  =  O. 

Prenons  ensuite  la  solution  x  —  o  =  —  o  ;  nous  trouvons  la  con- 
dition 

(R=—  ?=—   ■i0pl(R2_r:2_-2  0i|î-4-   8op'(R=—  SVl=    O. 
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Reprenons  la  première  solution 

R^ —  0-  —  awop 

R2  = 


cl' où 


{a  —  I)  ^rt  -f-  0- 


R2 

-^  —  ii(  (I-  -+-  fl  —  I). 


Exemples  : 


les  cercles  sont  exlérienrs. 


-n/^ 


R  =  0  v/"o, 


Il  —  ■/.,         p  =  — 

■4 

les  cercles  sonL  sécanis. 

H  l'iMil  (l'abord,  pour  la  réalité  de  la  solution,  cjue  a  soil  compris 

entre  ^  et  zéro,  ou  bien  supérieur  à  i.  Eu  exprimant  (pie  K 

est  plus  grand  que  o,  on  est  amené  à  rinégiilllé 
f/5 —  xi' —  "la'* —  n^  -i-  'la  -T-  i  <.  o. 

1-e  polynôme  a  deux  racines  négatives  a  et  Jj,  et  deux  racines 
positives  Y  et  o. 

Une  discussion  délaill(''C  conduit  au\  conclusions  suivantes  : 
il  faut  et  il  suffit,  pour  ([ne  la  solution  soit  réelle,  (pie  a  soit  (Com- 
pris entre  y.  et  |i,  on  bien  entre  i  et  (  '.  -*-  ^  .")  ).  (  La  racine  a  est 
comprise  entre —  et  ^ —  i .  cl  la  l'acine  [j  entre  a  —  y/.")  et  o. 

Théorie  séiiérale.  —  Considérons   toujours  la   ligne  poKgo 
nale  en  I  {/iff-  .■{)  et  formée  par  des  tangentes  du  cercle  O'. 
Le  iireniier  côté  a  pour  é(piation 

y  ~  ii  T  —  0  ). 
I^c  second,  CD,  a  pour  é(|ualion 
(r)  I  ,r  —  0  I  (  1  —  t-}-i-2lf  —  pil-J-/-    =  o. 

Le  point  C  a  pour  coordonnées 

-  !!lj"-i:  -  .R-— 0- 


■20o 


On  a  donc,  en  formanl  le  produit  des  racines  de  (i), 

.r,  —  0  —  3        R- — ô- — '«os 

'i  '  =  ^ =  -:; bi --• 

0  — x^ — p         0- — l\- — jop 

Nous  avons  ainsi  les  premiers  élénicnls  de  la  ligne  polygonale; 
Fie.  1. 


clicrclions  une  loi  de  récurrence  qui  lie  les  valeurs  de  l  corres- 
pondant aux  divers  côtés  de  la  ligne  polygonale;  l'équation  (i) 

nous  donne 

X  —  0  —  ?  ,     —  2  r 

"   =   - ^ 7'  I    ^-  i\     _    .' ~'> 

exprimons  que  le  point  [J^,  y)  est  sur  le  cercle  O,  il  \ient 

(/î-H  ^2)p--T-  2//'(?2— R^)  +  r-r-[(o  —  p)-—iv-\  -H(o  H-pi'-i—  R-  =  o, 

d'où  résulte  la  loi  de  récurrence  cherchée 


/,,_,  /„+,  =   yr—, 


en  posant 


(0+p)2—  R2- 


On  ;i  iiinsi  la  suite  des  formules 


/,£ 


?'?  +  ■ 
/3  -t-  a 
3/?  -t-T 
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Ceci  posé,  dierclions  la  condition  rclalive  ;i  un  polygoni'  de 
4/>  côtés;  il  suffit  d'exprimer  que  l'extrémité  du  côté  correspon- 
dant à  tp   ,  est  sur  la  ligne  des  cenlres  des  deux  cercles,  d'où 

Pour  avoir  la  condition  relative  à  un  polygone  de  (4/>+  2)  côtés, 
il  sul'lil  d'écrire  que  le  côté  correspondant  à  Ip  est  perpendicu- 
laire à  la  ligne  des  cenlres,  c'est-à-dire  que  l'on  a 

ou  bien 

?'^,+  >  =  "- 

Ces  résultats  sont  d'une  simplicité  remarquable. 

Comme  application,  proposons-nous  de  trouver  la  condition 
relative  à  un  polygone  de  quatorze  côtés;  nous  aurons  une 
première  solution  en  écrivant 


d'oi 


Comme  seconde  solution,  nous  écrivons 


c'esl-à-dire 


'•  =  T 


SECONDE  PARTIE. 


Considérons  {fig.  5)  une  ligne  polygonale  commençant  en  I  et 
se  terminant  en  h.{x^y\)\  soient  0^,  9,.  ..  .,  les  paramètres  dé- 
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finissanl  les  côtés  \K,  K.L,  LM,   .  .  . ,  nous  aurons 


0— X,— p' 


,      ^  [  y  (  I  -4-  Og  )  +  8(1  —  Og  )]i— 4J^2 


0„      0,       = 
0„      O2      = 


.r  —  0  —  0 


0„-,0„^,: 


0  —  .r  — 

^Oï-i-i 


Dans  ces  formules,  Xi  )',  sonl  les  coorflonnécs  d"un  point  A 


iMg.   5. 


(autre  que  les  points  cycliques)  commun  aux  deux  cercles;  x'  est 
l'abscisse  du  point  /.',  où  la  tangente  en  A  au  cercle  de  rayon  p 
rencontre  le  cercle  de  rayon  R. 

Ceci  posé,  cherchons,  par  exemple,  la  ligne  de  quatre  côtés 
commençant  en  I  et  se  terminant  en  A,  c'est-à-dire  l'octogone  de 
seconde  espèce;  on  peut  écrire 


on  |ieut  aussi  écrire 


'3=0o; 


/,=  0,. 


De  même  cherchons  la  ligne  de  cinq  côtés,  commem.ant  en  1  et 
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se  lermiiianl  en  A;  nous  écrirons,  ou  bien 

/■,  =  Oo, 
OU  Ijien 

/:,=  0,, 

OU  bien 

/.  =  0,. 

Les  résultats  sont,  comme  on  le  voit,  beaucoup  moins  simple 
que  pour  les  polygones  de  première  espèce. 

Pour  riicxagonc  de  seconde  espèce,  nous  écrirons 

'2=  Ou, 


p' 


On  voit,  par  cet  exemple,  combien  les  formules  relatives  aux 
polygones  de  seconde  espèce  sont,  de  leur  nature,  compliquées; 
il  faut  préférer,  à  la  méthode  générale,  l'étude  de  chacun  des  cas 
particuliers,  étude  qui,  seule,  peut  conduire  aux  sim|)lilicalions 
possibles;  c'est  ainsi  que  nous  avons  obtenu  les  foiniulcs  relatives 
à  l'hexagone  de  seconde  espèce  : 


(1  —  '2  X  ;- 
'/Ml—  3l)(l- 


iXi^ 


A  désignant  un  paramètre  arbitraire. 

Nous  reviendrons  prochainement  sur  toutes  ces  questions,  sur 
l'étude  des  polygones  d'un  nombre  impair  de  côtés,  et  l'extension 
aux  coniques  de  la  méthode  exposée  pour  deux  cercles. 


âO!)  - 


COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES 


SÉANCE     DU     3     AVRIL     1001. 
rnicsinicNTE  nie  m.  i)'ocA(ixr. 

Communicalions  : 

M.  ïorrt'S  :  i"  Sur  les  rapports  entre  le  calcul  nu'ca/ià/i/e 
et  le  calcul  graphique;  a"  Sur  un  sj-slènw  articulé pcrnicitant 
de  montrer  la  permutation  des  deux  racines  d'une  é<juati<)n 
du  second  degré. 

.M.  Laisant  :  Sur  une  transformation  des  déicrnunants. 

M.  Lecornu  :  Sur  une  question  d'aires. 

M.  d'Ocagne  :  Sur  la  vérification  des  angles  en  topographie. 

-M.  EnMO.\D  MviLLET  fait  la  Coiiimunicalioii  siiivanlo  : 
Sur  les  systèmes  complets  d'équations  aux  dérivées  partielles. 

Nous  avons  établi  antérieurement  (' )  un  lliéorèmc  relatif  \\u\ 
systèmes  complets  d'équations  linéaires  aux  dérivées  partielles 
définissant  deux  divisions  P  et  Q  de  l'espace  R„  invariables  jiar 
un  groupe  fini  continu  transitif  G  de  transformations  de  Liiî. 

On  peut  établir  un  théorème  loiit  à  fait  analogue  qui  ne  fait 
])as  intervenir  la  théorie  des  groupes  de  Lie  (-)  : 

Thf.ouéme   I.   —   Soient 

I  Y,  =  o,         ....         V,,=  <>, 
^'>  1Z,=...,         ...,         Z..O 

deu.t  .systèmes  complets. 


('}  Comptes  rendus,  mai-juin   lyuo,  et   Journal  de  Ualliematitjiies,  p.  .3o  cl 
suiv. ;  1901. 

(-)    Voir  un  résume  tic  notre  \citc  :  Comptes  rendus,  \  mais  i;)iii. 
XXIX.  l4 
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fleuT  systèmes  itr  solutions  indépendantes  de  ces  deux  sys- 
tèmes. Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  tjur 
l'ensemble  des  équations  (\)  forme  un  système  complet  à 
p -\- 1[  —  ?  équations  sont  que  l'ensenihlr  des  fonctions  (2) 
comprenne  n  —  s  fonctions  indépendantes  et  que  les  deux 
systèmes  complets  ii)  aient  n — ( P -'i- q  —  ■''' >  solutions  com- 
munes. 

Les  conditions  sonl  nécessaires. 

En  efiet,  si  l'ensemble  des  équations  (1)  forme  un  système  com- 
plet ix  p  -i-  q  —  s  équations,  il  y  a  exactenienl  s  des  équations  du 
second  système  (i)  dont  les  premiers  membres  sont  fonctions 
linéaires  âes  p -\- q  —  s  autres  premiers  membres.  On  pourra 
toujours  supposer  que  ces  s  équations  appartiennent  au  second 
système  (i).  On  aura,  par  exemple, 

i  z,,_j^  ,  =  ).',  "^^ ,  + ...  —  à;, y,, -h  1/ 1  z,  ^ . . .  -h  a;,„, y.j-s, 

''>       i ; 

'  '^■1       ^  Ap  1  -f- . . .  -H  >.;,  ^  ^  H-  ;x-,  z,  - ...  —  [ji-^^,  z,_ ,. 

Ces  .«  équations  pourront  être  mises  sous  la  forme 

/  à;  Y,-j-. . .  —  ■/,;,  v^,  =  o, 


(4'  ' 

et  elles  sont  évidemment  indépendantes,  puisque  les  équations  du 
second  système  (i),  par  suite  les  équations 

(5)  Z^_j+,  =  o,         ....        Z,  =  0 

le  sont. 

Dès    lors,    en   choisissant    convenablement  les   \/,   on   pourra 
mettre  les  équations  (4)  sous  la  forme 

(fi)  V,-., V,r.o. 

Nous  supposerons  qu'il  en  soit  ainsi. 

Il  y   a  donc   exactement  ,î  équations  linéaires   communes  aux 
deux  svsièmes  1  i  1. 

('cci  posé,    loiitc  é(|ualiuii   linéaii-e  aux  di'iivérb  partielles  doul 


les  Qi  sont  des  solutions  est  une  combinaison  linéaire  des  Y,=  o('). 
Toute  équation  aux  dérivées  partielles  dont  les  O,  sont  des  solu- 
tions est  une  combinaison  linéaire  des  Zy=o.  Donc,  toute  équa- 
tion dont  l'ensemble  des  fonctions  (2)  est  solution  esta  la  fois 
une  combinaison  linéaire  des  Y,  =  o  et  des  Zy=o;  c'est  une 
équation  commune  ;iux  deux  sj'stèmes  (en  considérant  comme 
appartenant  à  chaque  système  les  combinaisons  linéaires  des 
équations  de  chaque  système).  Elle  est  donc  une  conséquence 
linéaire  du  système  (6),  c'est-à-dire  que  les  O,  et  les  Qj  sont  des 
solutions  de  (6).  Donc,  parmi  ces  fondions,  il  y  en  a  au  plus 
n  —  s  indépendantes;  il  n'y  en  a  pas  moins,  sans  quoi  elles  sa- 
tisferaient à  un  système  complet  de  plus  de  5  équations,  par  suite 
à  quelque  équation  qui  ne  serait  pas  conséquence  de  (6),  tout  en 
étant  commune  aux  deux  systèmes  (i). 

D'autre  pari,  le  nombre  des  solutions  indépendantes  de  (1) 
est  bien  n  —  ( /'  -^  (/  —  •*  '• 

Les  ronditions  sont  suflisantes. 

En  effet,  supposons-les  remplies  :  toute  solution  commune  aux 
deux  systèmes  (1)  est  de  la  forme 

<7)  ^,--  '>,('\ 0„_,  )  =:r,,(i>,,  ...,i>„^,>, 

et  il  y  a  // — 0  solutions  indépendantes  de  celle  forme,  avec 
fj=/,^,y_.,  (^). 

Dès  lors,  le  système  complet  dérivé  dc(^i)  comprend  évidem- 
ment^-H  f/ —  s  é([uations.  Donc,  si  les  deux  systèmes  (1)  ont 
<jj  équations  communes,  e\  p  -\-  cj  —  to  équations  linéairement  in- 
dépendantes, on  a  to  ^  5,  c'est-à-dire  que  l'on  pourra  trouver  exac- 
tement O)  des  expressions  Zy  qui  soient  fonctions  linéaires  des  ^  , 
et  de  Z|,  .  .  .,  /y_.,o.  En  raisonnant  comme  sur  les  systèmes  (3) 
et  { i\),  on  pourra  uictlre  ces  to  équations  sous  la  forme 

181  ^ ,  =  o,         ....         Yo,  —  o        (  (0  -■  î  I. 


{')  Sans  quoi,  en  l'jiljoigniinl.  au  premier  système  (1)7  o"  '^n  déduirait  un  sys- 
tème complet  de  plus  de  p  équations  admellant  n  —  p  solutions  indépendantes. 

(-)  Ces  équations  sont  résolubles  par  rapport  à  n  —  0  des  quantités  O,,  ..., 
0„_  par  exemple,  car  sinon  il  y  aurait  enlre  les  B^  au  moins  une  relation,  et  les 
n  —  6  solutions  8^  ne  seraient  pas  indépendantes. 
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Soil   '!",,  ...,W„_M    i"i    systcine   de    soliilioiis   imh'pcndaiilcs 
de  (8)  :  U,  el  Oy  satisfaisant  au  syslrme  (S),  on  aura 

\  t>,  =  F,(>r,, ....  »r„_„,\ 
^^^  i  Oy=/,(vr,,...,>r„_„), 

et  les  t),  el  ()/  seraient  fonctions  des  n  —  w  fondions  M'^.  Donc, 
en  éliminant  M", ,  .  .  . ,  M'„_,,,  entre  ces  n  — p  +  n  —  </  relations, 
on  obtiendra  au  moins 

0  =  11  —  p  -h  n  —  (j  —  (  ti  —  (■))  =  ;(  —  ip  -^  (j  —  "J  ) 

relations  entre  les  Q,  et  O/.  Parmi  ces  fondions,  il  y  en  aura  au 

plus 

n  —  p  -h  II  —  7  —  0  =  /i  —  <•! 

indépendantes  :  d'après  l'hypothèse 

n  —  (0  ?  n  —  s. 


11  en  résulte  w  =  5.  Parmi  les  équations  (i),  il  y  en  a  exactement 
/> -h '/ —  S'  indépendantes;  le  sjslème  complet  dérivé  compre- 
nant yj+ y —  5  équations  indépendantes,  il  en  résulte  tpie  les 
équations  (i)  l'orment  déjà  un  système  complet. 

c.    Q.    F.    n. 

Inlerprélalion  g"ninrtrique.  —  Supposons  (]ue  (i)  forme  un 
système  complet  à  /'  + '/  — s  équations  indépendantes.  Le  théo- 
rème I  est  alors  applicable. 

Considérons  l'ensemble  des  multiplicités 

,      ^  P   1   o,  =  a,,  ...,         lî„-,,  =  a«-,„ 

Q  (  Oi=</i,        ...,        0,,-,/ =  «„_,/; 

soient  n„  un  point  (|uelconqiie  (x",  ..  .,vC,")  de  position  générale 
el  Po  celle  des  multiplicités  P  qui  passe  par  n„,  d'équations 

(II)  tii  =  «î,        •■••       "«-/.=«!',-/,■ 

Formons  les  équations  de  la  multiplicité  M  engendrée  par 
toutes  les  multiplicités  (^  qui  rencontrent  P„.  Une  multiplicité  (^i 


de  (^  qui  rcncoiilic  l'o  a  ses  équations  de  la  foniio 

('2)  0,=  (/,,  ...,         0„_^=a„_, 

el,  pour  louL  point  de  rintersectioii,  (ii)  et  (12)  ont  lieu  simul- 
tanément. 

JJ'après  les  équations  (-),  on  aura  à  la  fois 

('3)     0,(a, «„_,,)  =  r„(>';,  ...,a»_,,)       [£  =  l,2 ri  —  (p^</—s)] 

et  n — ( P  +  f/ — ■?)  des  équations  (12),  les  dernières,  par 
exemple,  sont  des  conséquences  des  équations  (11)  et  des 
(p  —  s)  premières  équations  (12). 

On  a  ainsi  entre  les  coordonnées  d'un  point  de  l'intersection 
/(  —  s  équations  qui  représentent  une  multiplicité  H  à  ï^^s  degrés 
de  liberté  et  qui  est  l'intersection  de  l'o  et  de  (^,.  On  a  î^  =  .s  : 
sinon  une  des  équations  0|  =  (7|,  ...,  Op^s^  <^tp-s',  la  dernière, 
par  exemple,  serait  une  conséquence  des  autres  et  de  (11),  et  il 
ne  peut  en  être  ainsi  en  général  (  '  ),  puisque  parmi  les  fonctions  O 
et  il  il  y  en  a  exactement  n — ■  .1  indépendantes.  Or,  parmi 
les  constantes  c/,  de  (ij),  n  —  {P  + '/  —  •*)  sont  fonctions  de 
rti,  ....  ap_s  et  des  aj,  d"après(io),  par  exemple.  Si  donc  on  éli- 
mine les  ai  entre  (12)  el  (i3),  on  obtient  le  lieu  des  multiplicités 
()  qui  coupent  Po-  Ce  lieu  est 

(■4)  0,(U,,..    ,0„_,,)  =  r„(,a'; xl_,,). 

Réciprof|uemcnl,  toute  mulliplité  (^1  située  stir  (1  ^)  cou|)c  l',,, 
car,  pourQi,  \cs  a,  satisfont  aux  équations  (i3)  cl  l'intersection 
de  (^1  el  de  l'o  est  déterminée  |>ar  n  —  .v  équations  indé|)en- 
dantes. 

Ceci  posé,  nous  remarquerons,  si  C^,,  est  la  niultiplicilé  (^  qui 
passe  par  Flo,  que  l'on  a 

(  i5)     0,1  <  ), 0„_,,)  =  •/•,,( L!,,  ...,o„_,,)  =  y,,(a^  ...,  ï,'i_,/)  =  O/lrtJ,  ...,a»_^). 

Si   l'on  avait  clieiclié  à  obtenir  le  lieu  des  multiplicités  V  qui 


(')    Comparer,    par    exemple,    Joroan,     Cours    d'Analyse   lilhogiaphié    <lr 
l'Kcole  Polytechnique,  piemièrg  division. 


! 
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leDconlrent  (^o:  on  eùl  clé  condiiil  aux  c(|iuilions 

(16)  r„(£2,  ...,C„_p)  =  9,(aî «,1-^  i. 

qui,  d'après  (i5),  sont  identiques  aux  éf|ii;ilions  (i4  )•  J-cs  mulli- 
plicilés  (i4)  et,  (16)  coïncidenl  donc. 

Ainsi  : 

(Juand  les  équations  (i)  forment  un  système  complet  de 
P  -\-  <l  —  *'  é(|iialions  indépendantes,  soienl 


(10) 


il  *  '  .     V  .  *  »  -Y 


les  flpiix  di\  i>ions  de  lespace  détermim'es  par  les  deux  systèmes(i  ), 

«/(O, O,,-^)  =r  r,/iiî,,  ....  !>„_,,  )  |('=  I,  2, /i  —  (  />  +  7  —  s)], 

les  solutions  communes  aux  deux  systèmes  (i),  l'„  et  Qo  deux 
multiplicités  quelconques  des  deux  divisions  (10)  qui  se  coupent. 
Le  lieu  des  multiplicités  Q  qui  rencontrent  Pq  coïncide  avec  le 
lieu  des  nuiltipiicités  P  qui  rencontrent  Qp  et  est  une  des  inulti- 
plicilés 

(17)  O,=  cons.t.         [i  =  I,  9,  .  .  .,  H  —  (p  —  'l  —  >''J- 

Ces  dernières  équations  représentent  une  division  de  l'espace 
dont  chaque  multiplicité  R  est  engendrée  au  choix  par  des  mul- 
tiplicités P  et  des  multiplicités  Q. 

Dans  quelle  mesure  peut-on  établir  une  réciproque? 

Considérons  deux  systèmes  complets  (1)  tels  que  le  système 
complet  dérivé  ail/?  -r  '/  —  s  équations  indépendantes,  (2)  repré- 
sentant encore  deux  systèmes  de  solutions  indépendantes  des  deux 
systèmes  (i),  et  les  multiplicités  (10)  correspondantes.  Supposons 
que  le  lieu  des  multiplicités  P  qui  rencontrent  une  quelconque  des 
multiplicités  Q  soit  une  multiplicité  d'équations 

0,  =  COIISI,, 

la  même  multiplicité  étant  en  même  temps  le  lieu  des  multiplicités 
(^  qui  rencontrent  une  multiplicité  P. 


Toul  lieu  de  iiuilliplicilés  I'  a  ses  cqualioiis  de  la  (orme 

S',  (  Q| ti«  -p  )  =  con-it. 

D  après  rhvpothèsi',  lus  éi|iialioiis  0/=consl.  de\icnilront 
(|8.)  ?/(Ui, U,7-p  I  =  ■;/(0|,  .  . .,  0„-,,;i  =  const., 

les  fonctions  5,  étanl  ë\  iileimiiciil  iiidt''|)i'ii(laiUes. 

Les  0,  sont  ainsi  des  solutions  couuniincs  aux  deux  systèmes  (i)  : 
soit  \  leur  nombre  :  ^'^n  —  ( p  +  'I  —  •^'  i- 

D'autre  part,  en  raisonnant  comme  précédemment,  on  voit  que 
les  deux  systèmes  (i)  ont  w  équations  communes,  avec  to^s,  et 
comprennent  p  +  (J  —  w  équations  linéairement  indépendantes. 
Ces  i.)  équations  seront  de  la  forme  (8)  et  l'on  aura  encore  (9).  Ou 
en  conclura  au  moins  n  —  KP  + ''l  —  ''')  relations  erttre  les  Q,-  et 
les  Oy,  dont  /(  —  (o  au  plus  seront  iiidé|)('ndantes.  Admettons  que 
parmi  les  fonctions  il  et  O  il  v  en  ail  i-xactemonl  n — p  indépen- 
dantes avec  pjïi'J.  L'intersection  d'mic  mulli[)li(ilr  \\  et  d'une 
nuiltiplicilé  Q  avant  un  point  conimun  a\cc  1%  est  une  multipli- 
cité R  à  0  dcRrés  de  lilierlé.  Soient 


les  II  —  /i  -h  n  —  y  —  (  /;  —  01  =  /f  —  (/'  —  7  —  ?  >  relations  entre 
les  O  et  les  0.  On  en  conclura  /(  —  {  />  -•-  '/  —  pi  relations 

(20)  >.,(  «I, "n-r,,  X?,    ■  ■  •.  ''"-;>)  =  "> 

nécessaires  pour  que  ()  coupe  F',,.  Le  lieu  des  multiplicités  Q  sera 
la  multiplicité  S 

/.,!  0 o„_,,  «y, ,..,  2,",  ,j  ^'  "1 

et  toute  multiplicité  Q,  située  sur  S  coupera  Po,  car,  pour  Q,  les 
Oi  satisfont  aux  équations  (20)  et  rinterseclion  de  Q,  et  P„  existe 
et  est  déterminée  par  n  —  s  relations.  On  a 

n  —  (p-i-rf~p)z=i-^n  —  t  p  —  ij  —  S), 

d'où  w^p^5,  avec  i<  w,  c'est-à-dire  p  =  w  =  t.  Parmi  les  fonc- 
tions n,  et  O,,  il  y  en  a  ain^i  /;  —  5  indépendante*  exactement  ;  les 
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icliilioiw  [iH)  suiil  au  nombre   ilc  ii  —  (ji  +  '/  —  *),  el  les  deux 
svslènies  (i)  onl  s  équalioiis  communes  exactement. 

c.  y.  F.  I). 
On  en  concliil  : 

'J'iii-:onkMi;  II.  —    Soic/it 


/,,  =  0, 

....       v„ 

dettx  systèmes  complets, 

'■''                                       It     . 

..,    o„^„ 

deux  systèmes  de  solutions  indépendantes  de  ces  deux  sys- 
tèmes, 

\  ^\        "i  =  0(1 "«-/-  =  ««-,„ 

'   Q.  Oi  =  «1,         .  .  .,         0,1-,,  —  a,,-,, 

les  deux  divisions  de  l'espace  correspondantes.  Par  tout  point 
n„  de  l'espace  passe  une  multiplicité  Vg  de  P  el  une  Qo  de  <^. 
La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'ensemble  des 
écjuations  (i)  forme  un  système  complet  de  p -h  (j  —  s  équa- 
tions indépendantes  est  que,  quelque  soit  le  point  IIo  {de  posi- 
tion générale)  le  lieu  R  des  multiplicités  Q  qui  rencontrent  V„ 
coïncide  avec  le  lieu  des  multiplicités  I'  qui  rencontre  (j,,; 
l'ensemble  des  lieux  II  est  alors  une  division  de  l'espace  à 
p  -\-  q  —  *  degrés  de  liberté 

c5(  =  consl.,  ...,         tp„_(^,4-^_s)  =  coiisl., 

les  premiers  membres  de  ces  équations  formant  un  système  de 
solutions  indépendantes  du  système  {i)  {^).  c.   q.   f.   n. 


(')  Comparer  GounsAT, /.('fO«s  sur  l'intégration  des  cquations  aux  dérivées 
partielles  de  premiir  ordre.  \<.  8".  l'aris.  i><r)i. 
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M.    E.  r^KMOi.NE  fait  la  (jommuiiicatioii  siiiviinle  : 

Détermination  simple  de  la  direction  des  axes  d'une  conique. 

Les  méthodes  classiques  pdiir  trouver  la  direction  des  axes 
d'une  conique  conduisent  à  des  calculs,  souvent  assez  compliqués, 
qui  manquent  toujours  d'élégance,  de  svniélrie,  et  donnent  un 
résultat  délinitiC  ne  correspondant  à  aucune  image  géométrique, 
ne  menant  point  à  une  construction  simple.  La  présente  (^ommu- 
nicalion  a  pour  but  d'indiquer  une  solution  générale  exemple 
des  défauts  inhérents  à  la  méthode  classique.  Elle  repose  sur  un 
théorème  de  Géométrie  élémentaire  fort  connu,  dont  voici 
l'énoncé  : 

Si  M  est  un  point  du  cercle  circonscrit  à  un  triangle  ABC, 
les  bissectrices  des  angles  que  fait  un  côté  ai-cc  la  droite  r/ui 
joint  le  point  M  au  sommet  opposé  ont  la  même  direction, 
quel ([ue  soit  le  côté  considéré . 

Donc,  à  chaque  groiqje  de  deux  directions  rectangulaires  cor- 
res|ioud  un  point  du  cercle  circonscrit,  lequel  détermine  ces 
directions  et  réciproquement;  nous  dirons  pour  abréger  :  point  M 
correspondant  à  telles  directions. 

On  arrive  sans  difficultés  à  calculer  que  : 

Si 

Ix  -r-  my--T-  n:-^  }fy^  -H  i. g ^-^  -i-  't.  h  -ry  —  o 

est  l'équation  générale  d'une  conique  en  coordonnées  nor- 
males, le  point  M  correspondant  à  la  direction  de  ses  axes  a 
pour  coordonnées  normales 


(') 


l (  II-  —  c- )  -+-  a-  (m  —  rt)  -+-  iffcic  —  i/udj 


résultat  fort  simple,  car  il  faut  considérer  (pi'il  doit  contenir  les 
six  coefficients  de  l'équation  générale. 

Lorscpie  la  conique  est  circonscrite  au  triangle  de  référence,  le 
point  M  est  évidemment  le  qualrii'me  point  commun  à  celte 
coni(|uc  et  au  cercle  circonscrit. 
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Dans  la  pralique,  les  calculs  se  ibnl  le  plus  souvent  a\  ce  rapi- 
dité ou  même  donnent  immédiatement  le  résultai. 

Pour  les  coniques  remarquables  du  triangle,  à  cause  de  la 
symétrie,  on  n"a  qu'à  calculer  la  coordonnée  ir,  les  autres  s'en 
déduisant  par  permulalion  circulaire  des  lettres  a,  b,  c,  L  m,  n. 
On  ramène  donc  immédiatement  la  détermination  des  directions 
de  leurs  axes  à  la  connaissance  d'un  point  remarquable  du  cercle 
circonscrit;  mais  comme,  en  général,  on  arrive  ainsi  à  un  point 
remarquable  déjà  étudié  que  l'on  sait  construire  sini|)lement,  la 
question  est  complèlement  résolue  par  une  détermination  géomé- 
trique et  imagée,  au  lieu  de  l'être  |inr  des  lormuics  rompliquécs 
de  radicaux  et  qui  ne  disent  rien. 

Voici  comme  exemples  l'indication  de  (pielqucs  ap|)lications  : 

1.    Les  axes  de  la  conique 

qui  passe  |)ar  les  points  où   les  laugenles   au  cercle  inscrit  paral- 
lèles  aux   côtés   coupent  les    autres    côtés  du    triaiigif,  ont  pour 

point   M   le  point  y—        car   la   substiliilioii    des    coeflicicnts 

dans  (i)  donne  successivement 


\a(p-a)(b^-c^)~a^[b(p~a)-c{p-c)\  \ 

\      —  ac[ac  -r  { p  —  c)(  p  —  a)]^  ab\nb  -i-  {  p  —  a)  (/)  —  6)]  > 


\ap(b-~  c'-  )  -1-  a  -  [ —  b-^  c--h  bi  /i  —  ai  —  c(  p  —  r  )  ^  c- -^  b-]  i 
I       —  <ic[  p  —  c  ){p  —  Hj~.-(ibip  —  b'\(  p  —  Il  \  \ 


ap{b-  —  c'^)  -i-abp(p  —  b)   -  acpip  —  c  j 


ib^—  c^)^  b(p  —  b)  —  c.{p  —  c)  h  —  c 

:2.   Les  axes    des   coniques  de  Cesàro   (coniques   telles   que   la 
somme  des  carrés   des  distances  de  chacun  de  leurs  points  aux 

ti'ois  côtés  soit  constante)  ont  pour  point  M  le  point  7737—7,'  •  •  •• 

.3.    Les  axc^  de  la  conique  d'ineitie  dit   triangle  (réduit  a  trois 
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masses  égales  à  l'miilé,  [jlacées  en  ses  soiiuiuls;,  oui  pour  poiiil.M 

le  point  de  Steincr  — r- ,  •  ■  •• 

'  «(  b- —  c-  I 

4.  Les  axes  de  riiypcibole  cquilalère  c|iii  |)asse  |):ii-  le  barv- 
cenlre,  par  les  centres  des  quatre  cercles  trilaiigenls  au  tiianglc 
et  a  pour  équalion 

^   n-.r-'i  6- — c-)  =  o, 

ont  pour  point  M  le  point      ,    . ; — .- ^— , ,  •  •  -,  c'est-à-dire 

le  point  de  Tarr\. 

V>.  Pour  montrer  l'exUèmc  commodité  de  celte  mélliodc,  nous 
citerons  encore  la  conique  doni  l'équation  est 

"V  ,  y,  _  rtl.j.î  —  V  tl\  z  =  o, 

étudiée  par  M.  de  Longcliamps  (  A  .  F.  A .  S.,  Congrès  de  iXnncy  ; 
i886),  elle  a  pour  centre  le  centre  du  cercle  inscrit  et  elle  pass(; 
par  les  pieds  des  bissectrices  intérieures.  Al.  de  Longchamps 
renonce  à  déterminer  la  direction  des  axes  par  la  méthode  géné- 
rale (car  il  Y  arrive  autrement  jiar  un  artifice  géométrique  ingé- 
nieux). 11  dit  :  on  ne  petit  xiérifier  directement  la  proposition 
que  par  des  calculs  très  laborieux  et  que  nous  n'ai'ons  même 
pas  poussés  Jusqu'au  bout,  par  suite  des  coniplirafions  qu'ils 
semblent  présenter. 

Avec  notre  formule  générale  on  trouve  iinmédialemriit  ([uc  hi 
direction  des  axes  de  celte  ellipse  a  |)our  point  M  le  point 

(i 
(p  —  a)(b-  —  c*J  —  a-(b  —  ci 


(  6  —  r  I  (  -2  <T  —  b     f  ) 


ce  qui  est  le  point  corrcspondanl  à  la  direction   de  la  droite  qui 
joint  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  centre  du  cercle  inscrit  cl 


--  ±li)  — 

;i   la   ilireclion   pcrpcruliculairc,    la(|iicllc   csL  celle   de   1  a\c  anli- 

orlliique 

x-^y  -^  z  =  0. 

La  Iransforinalion  continue  (voir  A'.  A.,  p.  ao;  i  8<)3)  montre 
immétliatenient  qu'il  y  a  trois  autres  coniques  tiansformées  con- 
tinues de  celle  qu'a  étudiée  M.  de  Longcliaiups  et  jouissant  des 
mêmes  propriétés,  lesquelles  se  déduisent  [)ar  transformation  con- 
tinue des  propriétés  établies  pour  la  première,  coniques  que 
Fauieur  n"a  pas  remarquées. 


SÉANCE   DU    17   AVRIL    1901. 
1'iu;sii)i;n<:k  dk  si.  I)"()c.V(;m;. 

Connniiiticdlions  : 

]M.  Carvallo  :  .S'(//-  le  cerceau  el  les  cycles. 
^I.  Lovett  présente  un  appareil  stéréoscopique  de  M.  Grccnliill. 
^I.  Lindemann  :  Sur  les  chiffres  chez  les  anciens. 
jM.  Walther  Dyck  :  Sur  des  intégrales  triples  de  Kronechcr. 
M.  Horel  :  Sur  les  fonctions  méromorphes. 
ÎNl.  Iladamard  :  Sur  l'écjuilibre  élastique  d' une  plaque  circu- 
laire non  encastrée. 


SEANCE    DU    1"    MAI    lilol. 

IMUCSIDKNCi;    l)i;    Jl.    U'OCAGNE. 


Elections  : 


M.  Hancock  (Harris),  présenté  par^lM.  Darboux  el  d'Ocagnc  ; 
M.  Angiboust,  présenté  par  MM.  Rally  et  Servant,  sont  élus 
membres  de  la  Société  à  l'unanimité  des  membres  jirésents. 

Communications  : 

M.  André  fait  hommage  à  la  Société  dune  brochure  dont  il  est 
l'auteur  et  (|ui  traite    de  la  comptabilité  des  assauts  complets. 
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M.  IJcmoiilin  :  Sur  une  prnpriéli'  (les  courbes  nl^él)rlques  et 
</cs  surffK-i's  al^ébrirjues. 

M.  Rally  :  Sur  les  surfaces  à  lignes  de  courbure  planes. 

M.  Angil)oiist  :  Sur  les  surfaces  W  à  lignes  de  courbure 
planes  dans  un  syslème. 


SÉANCE   DU    15  .MAI    lOOI. 

IMlKSinKNCE     DE     M.     TOVCIIE     ET    DE    M.     d'oCAGNE. 

Coni  1)1  unicd/ ions  : 

^J.  Serxanl  :  Sur  la  déformation  du  parabolotde. 
M.  Deiiioiiliii  :   Sur  une  propriété  caractéristique  des  sur- 
faces de  M.  Voss. 

M.  I^aisaiil  :  Sur  l'Annuaire  des  nialhématiciens. 

M.  Ei)Mi)>n  ^1\illi;t  aili'es<e  la  Xciic  siiivaiiic  : 

Sur  certains  théorèmes  de  Géométrie  cinématique. 

INous  nous  proposons  d'indiquer  ci-dessous  par  un  ou  deux 
exemples  les  extensions  simples  dont  sont  susceptibles  plusieurs 
des  proprii'lés  indiquées  par  iM.  Mannlieim  dans  ses  Principes  et 
chh'eloppenienls  de  Géométrie  cinématique  (')  : 

TnÉoRi;ME.  —  Soit  un  système  invariable  mobile  dont  les 
positions  dépendent  d'un  ou  deux  paramètres.  A  chaque 
point  pi\,  \  ,  Z)  de  ce  système,  faisons  correspondre  un  plan  I' 

AX,-hBY,-4-CZ,+  D  =  o 

{OW'A  axes  fi.ces),  les  coefficients  de  son  équation  dépendant 
rationnellement  de  X,  Y,  Z  et  de  leurs  dérivées  par  rapport 
aux  paramètres  variables. 

Pour  une  position  quelconque  du  système,  considérons  : 
I  "  les  points  p  qui  sont  sur  une  courbe  unicursate  et  les  plans  l' 
correspondants;  l'enveloppe  de  ces  plans  V  est  une  surface 

(')  GdUlliicr-\  illurs,  i'<;)'|. 
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réglée  iinicursale  tlont  l'arête  de  rebrousseinent  est  unicursalc  : 
2°  tes  points  p  qui  sont  sur  une  sur/ace  unicursalc  et  les  plans  V 
correspondants;  leur  enveloppe  est  unicursalc. 


En  cnet. 

soient 

1  X  =  Xo -.-  a  X—  1)  j 

r  —  c  z. 

0 

.  V  ^  Yo-i-rt|.r-^  6, 

y~c^z. 

(   Z  :-ZoH-a,.r^-i.,j 

r  H-  Cj  ; 

les  équaLions  qui  définissent  les  trajectoires  de  chaque  point  du 
système  invariable  mobile  yOryz  axes  mobiles,  fixes  par  rap|)ort 
an  système  invariable  mobile),  Xq,  \a-  Xo-  ('•  •  ■  •■  <^i  dépendant 
d'un  ou  deux  paramètres  variables  t  ou  u  et  r,  suivant  que  le 
mouvement  est  à  un  ou  deux  degrés  de  liberté. 

A  chaque  position  de  p[.r,  y ^  z,  X,\,Zl  sur  sa  trajectoire, 
nous  faisons  correspondre  le  plan  I'. 

Considérons  les  points  p  qui  sont  sur  une  courbe  C  ou  une 
surface  S  unicursalc,  dont  les  équations  en  .r,_r,  z-  dépendent 
d'un  ou  deux  paramètres  variables  <,  ou  «,  et  c,,  et  les  plans  P 
correspondants. 

Pour  une  courbe  C,  l'enveloppe  des  plans  P  s'obtient  en  con- 
sidérant les  équations 

;'  AX|-'-  in,-^  CZ,—  I)  =o. 

(2)  ..   '/A        ^,   f/B  d(\        dD 

\      Xi   -r—    -f-    1  1    —. '•-  L\    —. i ,  =   O. 

■  dt^  clti  (tl,         d/, 

Dans  Ions  les  cas.  les  dérivées  de  X,  \  ,  Z  par  rapport  aux  para- 
mètres variables,  c'est-à-dire  les  dérivées  de  X,  Y,  Z  relatives  au 
point  p  sur  sa  trajectoire  (courbe  ou  surface)  sont  rationnelles 
en  /,  ou  en  u,  et  r,.  Il  en  est  de  même  de  A,  B,  C.  D,  et  l'on 
déduira  de  (y.)  X,  ol  \,  en  fonction  rationnelle  de  Z,  et  de  <,. 
Pour  chaque  position  du  système  invariable  uiobile,  l'enve- 
loppe est  une  surface  réglée  unicursalc. 

I.'arète  de  rebroussemcnt  est  donnée  par  (2")  et  par 

,,,  .     d'-\  n'M?  d'-C.       d'-D 

(3)  X  ,   -r~^    -r-    \  1  -y—   -■-  Z|  -—■   H-    -j—    =   O. 

dt  ;  dt-,  dl-,  dlr 
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Ce  sera  une  coiuljc  utucursulc. 

Pour  une  surface  S.  l'enveloppe  des  plans  1'  est  évidernmeni 
une  surface  unicursale . 

Des  généralisations  sont  possibles;  nous  n'insistons  pas. 

c.  n.  1-.  n. 
On  peut  déduire  de  là,  comme  corolhiiip,  deux  ihéorèmes  de 
M.  .Miinnheim  (')  en  les  englobant  dans  une  même  démonstration. 
Supposons  que  A,  B,  C  soient  du  deuxième  degré,  et  L)  du 
troisième  eu  \,  ^  .  Z  et  leurs  dérivées.  Ce  sera  le  cas  du  plan 
osculateur  de  la  courbe  trajectoire  dans  un  mouvement  à  un  para- 
mètre 

\,— \     V,      V     l,—  /. 

(.',  I  I        ,l\  ,l\  ,17. 

!       d^\  ,t'\  d-7. 

Ce  sera  encore  le  cas  du  pian  passant  par  le  point  X,  ^  .  /  et 
dont  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  sont  proportionnels  à  X-, 
Y^,  Z-,  ou  du  plan  passant  par  X,  Y,  Z,  perpendiculaire  au  plan 
osculateur  et  parallèle  à  une  droite  lixe. 

D'autre  part,  ce  sera  encore  le  cas  du  plan  langent  de  la  surface 
trajectoire,  dans  un  mouvement  à  deux  paramètres, 

j  \,— \     \,~  \     l.,—  7.  I 

I     x;.        v;,        y.;,     1 

Ce  sera  encore  le  cas  du  plan  passant  par  X.  ^  .  Z  et  dont  les 
cosinus  directeurs  de  la  normale  sont  proportioniiel.s  à  X-'.  "^'-.  Z- 
déjà  indiqué,  ou  du  plan  normal  parallèle  à  une  droite  (i\e. 

Le  théorème  précédent  sera  applicable. 

Prenons  le  cas  particulier  où  la  courbe  C.  est  une  droite  I) 


(6) 


\  =  X„— . 


V 


'»o 


7,  =  Zo 


(  z  remplaçant  ici  /(  ). 

Les  équations  des  sis  plans  ci-dessus  sont  de  la  forme 

1  X^i  /«  —  /!  ;  -T-  /);;- 1  -"  V;(  /«i  —  «1  -  "/>!--  I 

i  —  Z,(  ;«,,—  ;(»i  -,-  p.,z-)  -    n  =  o. 


(7) 


i  '  )  Luc.  cit..  p.  i6a  el  247- 
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l>a  (loiixit'iiic  l'ijniiliiin  ['a)  desieni 
(S)        \"-(ii  -^ipz)  ~  Y.2(/(i-i-  ^/'i^  )  -+-  7..,ui-2—  ?.p,:)  —  DL=  o. 

Le  cône  direcleur  s'oLlient  en  éliminant  ;  entre  les  équations  (7) 
et  (8)  où  l'on  néglige  D  et  Dl.  Or,  si  l'on  coupe  ce  cône  par  un 
jilan  quelconque  Z^  =  aX.,  +  j3  Y^,  el  si  l'on  élimine  X;  et  Yo, 
on  a  une  équation  en  :,  de  degré  2,  en  général  (').  Donc,  en 
générai,  ce  cône  est.  du  second  ordre. 

Quant  à  t'em'eloppe  ellc-nu'nne,  déterminée  par  ("j)  et  (8), 
sa  classe  est  évidemment  égale  au  plus  grand  degré  de  A,  15, 
C,  D,  c'est-à-dire  à  3.  Son  degré  est  4,  car  si  on  la  coupe  par 
une  droite  on  trouve  quatre  valeurs  de  z. 

On  obtient  ainsi,  par  une  même  démonstration,  six  théorèmes, 
dont  deux  ont  été  indiqués  par  M.  Mannlieim. 

Remarque.  —  On  pourra  encore  considérer  le  cas  où  la  courbe  C 
est  une  conique  mobile  et  le  cas  où  la  surface  S  est  un  plan  mo- 
bile, étudier  également  le  cas  où  le  degré  des  lieux  (et  de  leurs 
cônes  directeurs  dans  le  cas  des  surfaces  réglées)  s'abaisse  (-). 
Nous  crojons  inutile  d  insister. 

Al.  IKnvMARn  fait  la  (iommunicalion  suivante  : 

Sur  l'itération  et  les  solutions  asymptotiques 
des  équations  différentielles. 

Les  travaux  de  M.  Poincaré  ont  montré  comment  une  solution 
périodique  d'un  système  d'équations  différentielles  (|uelcou(|ues 
était,  en  général,  entourée  d'un  cortège  de  solutions  asjmpto- 
liques.  Dans  certains  cas,  toute  solution  sulfisanimeiit  voisine  de 
la  solution  périodique  est  par  cela  même  asvmplolique.  Dans 
d'antres,  l'asymptotisme  n'a  lieu  que  pour  les  trajectoires  situées 
sur  certaines  surfaces  passant  par  la  courbe  fermée  qui  sert  de 
point    de    départ.    Pour    former   les   équations   de  ces   surfaces, 


(')  Le  degré  des  déterminants  des  équations  (7)  et  (S)  s'abaisse  en  e(Tct  au 
deuxième. 

(')  Dans  le  tas  où  C  est  une  conii)uc  il  y  a  proljaljlcmcnl  des  cas  intcressanls 
d'atjaisscmcnt  du  cùne  diiccleur. 


M.  l'(iinr:iié  ciiiiiloiL'  des  tlévclopiicinenls  en  srrii";  «•nliéri'S. 
cl;il)lis  on  siipposanl  les  équations  données  anal>  li(|nes. 

H  n)'a  paru  lMl('Tes>ant  de  liailer  la  même  c|iicsllon  au  |ioii)i  do 
Mil'  c\clii-.i\  (iiK'iil  ii'cl  fl  sans,  l'aiie  iiilcixcnir  l'aiiaK  licilé  des 
dojiiiécs.  ,li'  nu-  lioriK'iai  d'adl('iii>  aii\  cas  les  plus  slm|ijrs  el  aux 
ri'sullals  les   plus  inmii'dials. 

I.e  prnlilrine  icxieiil.  eoniDie  (in  sait,  à  relui  de  l'ili-ration  à 
plusieili^   \  :iiialiles.   S(Ml   diini' 

•'■i  =  /(  r-  y  I  =  «  ■'■  ^hy-^..., 
r,  —  'v(.r._)'i  ^  r  r  -  H  y    < 

une  Irausloiiiialion  poiuluelle  du  plan,  e(iii--ei\  au  I  I  oii^ine.  Nous 
suppoMTous  (|ue  riM|uali(>u 

ait  ses  racines  .v,  .s'  réelles  el  dl^liue|es.  .Mois,  moveunani  un 
e[ianf;enienl  de  rooidonnées,  la   Iranslfuinalion  s  l'erna 

i  .r ,  =  f\  r.  y]  —  X  .r  -T-  F  ( .r.  y  .. 
(  r,  =  o(.r,  r  I  =  s.v-T-1>i  -T. y), 

V  el  <I>  étant  des  fonctions  dont  les  fl(-\  eloppenienls  (  l'oimels) 
commencent  par  des  termes  du  second  degré.  Pvous  admettrons 
c]ue  F  el  '^  ont  des  dérivées  partielles  dans  nn  cerlain  domaine 
enloiuanl  loiiyine,  ces  dérivées  partielles  étant  continues  el,  en 
[larticulier,  lendant  vers  zéro  avec  .r  el  f.  Enfin  x,  supposé  |dus 
grand  que  s'  en  valeiii-  absolue  i  rc'galilé  étant  exclue),  seia  positif 
et  plus  grand  que  i . 

J^e  point  (.r,,y,  )  est  dit  le  railsri/Nriit  de  !  .r.  r  >  el  cidui-ci 
\'nnl('ccdent  de  (.r,,  r,  i:  le  point  i.r.j.  y.,\.  consiVpieni  de  i./,.  r,  i, 
est  dit  le  second  conséquent  de  {i'.  r  i,  etc. 

l  ne  circonférence  de  ravon  suffisauinient  petit,  décrite  avec 
lOrigiiie  |io ur  ce n  Ire.  aura  pour  conséquente,  moyennant  les  liypo- 
ihèses  faites  sur  .ç  el  s',  une  suite  d'ellipse  allonfrée  suivant  l'axe 
des  X  ;  celle-ci  aura,  à  son  tour,  pour  conséquente  une  eourhe 
de  forme  analogue,  mais  plus  allongée  encore,  el  ainsi  de  suite. 
Dès  lors,  il  esl  à  présuuiei  que    toute   l.i   paitie   du    plan  enlour.inl 


0^C,  _ 

Torif^ine  ini  t'ii  s'amiiicissant  inciélinimciil  cl  Iciidra  vers  iiiio 
conrhe  unique.  C'est  ce  que  nous  allons  vérifier. 

A  cet  efTel,  traçons,  en  partant  de  l'origine,  un  arc  de  courbe  C 
non    langent  à   l'axe   des  y,    arc    sur  lequel    i'    sera    bien  déler- 

niiné  en  fonction  de  x  et -7-  partout   inférieur  en  valeur   aljscjlue 
(l.r  ' 

à  un  certain  nombre  a.  11  est  aisé  de  voir,  étant  données  les 
liypotlièses  faites  sur  les  fonctions  J  et  »,  que  la  conséquente 
de  la  courbe  C  jouira  de  la  même  propriété,  du  moins  si  l'on  se 
restreint  (comme  nous  allons  le  faire)  à  un  certain  domaine  D  en- 
tourant l'origine.  Toutes  les  conséquentes  successives  seront  donc 
coupées  par  une  parallèle  quelconque  à  l'axe  des  j-  en  un  seul 
point  et  les  coefficients  angulaires  de  leurs  tangentes  et,  par  con- 
séquent aussi,  de  leurs  cordes  quelconques,  seront  tous  moindres 
que  a. 

Soit  C  une  seconde  courbe  remplissant  les  mêmes  conditions 
que  C.  Si  nous  coupons  ces  deux  lignes  par  une  même  droite 
.r=const.,  la  dill'érence  1' — y' sera  nulle  avec  x  el  le  rapport 

!  T  —  r'  I  •  •  • 

—  aura,  dans  le  doiniiine  D,  un  certain  maximum  a. 

Soient  nuiinlenant  C,,  C,  les  conséquentes  de  C  et  de  C  ;  [x,  la 
quantité  analogue  à  u  déterminée  à  l'aide  de  C|  et  de  C, .  Le  rap- 
port— est  inférieur  à  un  nombre  fixe  <s  plus  petit  que  i,  à 

savoir  un  nombre  supérieur  d  aussi  peu  qu'on  veut  à  -^^1  si  le 
domaine  D  a  été  pris  suffisamment  restreint. 

Désignons,  en  effet,  par  Y,  Y'  les  ordonnées  de  C  et  de  VI 
correspondant  à  une  même  valeur  X  de  l'abscisse  (X  étantsupposé 
positif  floiir  fixer  les  idées);  )(,  y\.  les  ordonnées  analogues 
de  C,  et  de  C.,.  Les  points  (X,_}',j  et  (X,  )',)  seront  les  consé- 
quents de  deux  points  {x,y')  el  {x\y')  respectivement  situés 
sur  C  et  sur  Ci, . 

De  1  livpotlièse  laite  sur  (.  résulte 
(■>■)  |j|;a.r, 

et  des  bvpotbèses  faites  sur  F  et  <!• 

Cl)  |x  — *■■'■!  ■  ;-'-/.r  -\y\)- 

7,  pouvant  être  pris  aussi  pclil  fpi  on  veut  avec  les  ilimensidiis  dw 
ddiiiainc  1  ).  ... 


Ces  deux  inéyalilés  monlniil  t|u<'  ./■,   cl  paiiillcmcnl  .<■'.  sont 

,  1  •  ^ 

tous  deux  iiliis  i)Clils  iiiic 

'  '  '       i-  —  T,  I  [  -I-  a  I 

Si  enfin  j''„  est  le  point  de  ('/,  conospondanl  à  l";d)S(is.se  ./•.  on  a 

D'antre   pari,   puisque  les  dérivées  de  F  et  <1>  sont  tontes  en 
valeur  alisolne  plus  petites  que  /,,  on  peul  écrire 


1  71  I  vi  ~y\—s'i  y—y')\  <  r,(|.r  — x'I-l-;  y  —  x".)- 

I^es  iné{;alilés  (2)  à  (-)  donnent  liien,  ainsi  i|ue  nous  1  avions 
annoncé, 

(S)  |,.,  _  ,.;|  <  ,i    ^  _H-  [\, 

£  élanl  liniilé  en  fonction  de  v,  et  de  7.  et  lendunL  \ers  zéro  avec  v,. 

Il  est  aisé  de  déduire  de  là  que  les  ronsrr/i/eiKes  successives 
fie  C  tendent  vers  une  couiiic  limite  Z.  Supposons,  en  eflet, 
<Hie  C  coïncide  avec  C,  :  alors  ( '.',  ne  sera  aiilie  que  la  seconde 
conséquente  Co  de  C.  Le  segment  intercepté,  sur  l'ordonnée  cor- 
respondante à  l'abscisse  X,  entre  Cet  C|  étant  plus  petit  que  aX, 
celui  qui  est  intercepté  entre  C,   et  C2  sera  plus  petit  que  utX; 

celui  qui  est  intercepté  entre  Cj  et  Cn,  plus  petit  que  [^t-X, 

Ces  segments  formeront  donc  une  série  convergente. 

De  plus,  la  courbe  C  obtenue  est  indépendante  du  c/ioi.r  de 
la  courbe  ('..  puisque  si  ('.'  est  u\ii-  autre  courbe  quelconque 
(issue  de  l'origine  et  non  tangente  à  1  axe  des  r),  C,,  Co,  •••• 
('/„, SCS  conséquentes  successives,  le  segment  inlerce|)té  sur 


—   fî'JS     - 

une  iirdiiiuiéf  (|iicl(i)ii(|U('  eiilrc  (]„  ri  C^^  Icnd  \ci's  /.éro  !ors(|iif  /( 
aiij;iiiente  iiulélinniiciil. 

Lu  courbe  3  esl  évitleinmi'iil  iii\arianle  (  c'csl-à-dire  coïncide 
a\ec  sa  cons(*(|neiite).  et  l'on  voit,  de  plus,  que  c'est  la  seule 
courbe  invariante  qui  aboutisse  à  l'origine,  s'v  comporte  réi;ulit'- 
renicul  el  ne  soit  pas  tangente  à  l'axe  des  )•. 

On  ren)arquera  que  ces  différents  résultais  ne  supposent  nul- 
lement I  s'  I  <  1  -  Si  l'on  ajoute  cette  nouvelle  liv|)othése,  il  ai'rivera 
que  les  antécédentes  d'une  courbe  (|uelcoiique  issue  de  l'origine 
(et  non  tangente  à  l'axe  des  .r)  Icndront  également  vers  une  posi- 
tion limite  déterminée  £',  laquelle  sera  tangenlc  à  l'axe  des  r. 

IjPS  deux  courbes  S  el  £.'  seiont  alors  les  lieux  géométriques, 
l'une  des  points  dont  les  antécédents  successifs  tendent  vers  l'ori- 
gine, l'aulre  des  points  dont  les  conséquents  successifs  tendent 
vers  l'oiiginc,  (  ",e  sont  elles  (pii  intoi'\  ienneul  tlans  la  théorie  des 
solutions  asvmplotiques, 


SKANC.K    DU    :i    .lUIN    l'.KM. 
l'UKSiDKNcK  iiK  M.  ii\)i:\(.m;. 

Correspondance  : 

M.  le  Président  signale  le  dépôt  du  Tome  XII  de  la  i  "^  série  îles 
Œ\n'res  complètes  d\4ugustin  Cauclty  et  fait  valoir  l'intérêt 
t|ui  s'atlaclie  à  la  rédaction  d'une  Table  d'après  les  conventions 
du  Réperloiie. 

(om/nu  n  icatio  n  s  : 

M.  Hafiy  :  Sur  l'identité  des  surfaces  doublement  cylindrées 
suivant  leurs  llî>nes  de  courbure  «cec  les  sur/aces  à  lignes  de 
courbure  planes  dont  les  plans  enveloppent  un  cylindre. 

W.  d'Adhémar  :  Sur  V application  de  la  méthode  des  approxi- 
mations successives  à  une  é/jual ion  au.r  dérivées  partielles  rie 
forme  particulière. 

iM.   \.  Pri.i.F.i  adresse  la  Noir  sni\anlr  : 

Sur  la  méthode  d'approximation  de  Newton. 
La  forimile   d'approximation  de   INcvvlon  est  susceptible   d  une 


extension  lit'5  utile  diiiis  la  |iratii]iie.  Soil   rcijiialioii 

/(jr)  —  asi-i-  iiiX  ~-  a^x'-i-.  .  .-i-  aiiX"  —  .  .  .  =  o. 

Désignons  par  u   la  racine  de  pins  pelit  module  de  l'équation 
obtenue  en  se  bornant,  aux  i-f-  i   premiers  termes, 

«0 -^  "i  ■'■-*-•■•  ^  "l-'"'  =  "■ 

Si  l'on  prend  pour  \aleur  approciiéc  ilc  la  raiine  de   plus  petit 
module  de  l'écpiation 

f(.r)  =  n,  i( 


.f(ii± 


1  erreur  commise  a  nu  module  iulérieur  à 


3  moiiule  de 


Il'iL 

/'y  Kl 


3  =    I  f'^lil  I 


et  M  nombre  |iositil'au  plus  éj;al 


1  ?T0' 


■iii)  repr 


irésentanl  la  fonclioi 


Xn 5<[  ;  -î-  3:i 


OÙ  y.,,  est  le  module  de 

«„,         a„  =  ]  a„  I, 

el  ;  prenant  la  valeur  de    la   plus   petite  racine  deo(£)=o.  La 
seule  condition  pour  que  la  formule  s'applique  est  l'existeuce   de 
la  racine  ç,  supposée  en  outre  simple. 
Ainsi,  soil  l'équation 


Posons 
il  vient 


X-'  —  -  .r  -t-  7  =  o. 


^■=  "  +  ii--i-; 


y'-^iy^-r^y-^- 


;  est  inférieur  à  y'n —  i  —  :^  >  ce  qui  donne 
M  <  1 ,6. 
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Désigniint  |);ir  it  la  plus  pclile  racine  ilc 
-,       5  1 

j  ■>- 

on  aui'a  la  \aleiir  approchée  cle_^' 


3(i       ^"    '■ 
Un  calcul  avec  les  Tables  à  ■;  décimales  donne 


d  où 


r  =  I  ,  35()8i)j8  : 


'SeiriiV,  Algèbre  supérieures  Iraite  cel  exemple.  Mais  la  for- 
mule  permeltrail  d'avoir  x  avec   deux   cliilTres  exacts    de  plus, 

puisque  I  erreur  coinniisc  en  I  a|)pli(pianl  esl  intérieure  a  — — •• 


SÉANCI'     nu    19   JUIN     1!)()I. 

l'RKSIDENCK    Dli    .M.     rflirlli:. 

Coiniiiuiiicalidii  : 

M.  Blulel  :  Sur  uiir  propriélé  des  conit/ues   tracées  sur  le 
cvUndroïde  de  Cavlcy. 


Eleclion.y 


SÉANCE  nu  3  JUILLET    1901. 

l'nKSSDKNCK    DE    M.    TOrcHK. 


M.  l'adé,  présenté  par  MM.  Painlevé  et  Borel  ;  M.  Massau.  pré- 
senté par  MM.  Demoulin  et  Borel  ;  M.  Delassus,  présenté  par 
MM.  Cosserat  et  Kœnigs,  sont  élus  membres  de  la  Société  à  l'una- 
nimité des  membres  présents. 

Communication  : 

M.  Lccornu  :  Sur  In  'hnanii'/i/c  des  s^  stcnies  dvfoiniablcs. 


M.  Servv.nt  fait  1m  Coiiiniiiiiiciillon  sui\;iiilr  : 

Sur  la  déformation  des  quadriques. 
Soit 

ih-^  =  E du'-  -4-  2 F (/;/  ,h-  -  ( ;  ih-^ 

l'éléinent    linéaire   d'une    (|uaclru|uc  rappoilée  à  ses   ijénératrices 
rerlilljj;nes  ;  on  trouve  l'aeilemcnl  les  relations  suivantes  : 

\\).i  1^1      .  \  '■^•'  '    «^  ,      ,■        \  1 1  '       {■>■■>.) 

'  ^ —  loi;  K,        ■        >  ^= • —  loir  K,        ■        '  :=  J       >  ^  o. 

{    l   \  :>.   d\-      ■  i  •i.\  2  Ou      ■  (  7.  i         (    I   ^ 


\II 


-7-  1^'S  -7=  ' 


^^1  =  ^lo.i=, 


-■_  '  ■  .  '*"■'" 

Soil 

la  seconde  forme  quadratique  relative  à  une  surface  applicable  sur 
la  quadrique  donnée;  les  équations  de  (lauss  deviennent 


ou  I  on  a  pose 

v/K  D  =  A,        v'K  f >■'  =  -^ ",         ^  =  A',        V  K o'  =  li : 

on  voit  que  ces  équations  ont  !a  même  forme  que  celles  qui 
déterminent  une  surface  à  courbure  totale  constante  rapportée  à 
ses  lignes  de  longueur  nulle:  la  \al(>ur  de  iï  seule  ilidère.  L'ana- 
logie enlrç  les  deux  [)rol)l('ini's  se  polil■^llll  plus  loiti:  en  elfel,  ou 
voit  de  suite  <|ue  le  ri'-scnu  coniugiK'  conmiiin  ;'i  la  ipiadncpie  et  à  la 
surface  applicable  est 

A</«^  — A",A-2=  o; 

c'est  ré(|ualioii  qui  déleiuiine  les  lignes  diî  combure  d  une  sur- 
face à  courl)uie  totale  conslanle  l'apportée  à  ses  lignes  de  longueur 
nulle;  on  en  déduit  de  suite  une  proposition  de  M.  Darboux 
{.■i.  A'.  -\.  >'..  Kjooj.  A(7  réseau  conjugué  coniiiiuii  l'i  une  qtiti- 
fln'f/iie  cl  à  une  siirfaca  applicable  sur  celle-ci  csi  un  réseau 
isotherme  conjugué. 

On  peut,  par  d'autres  riK'lliodes.   doimer  nue  bnine   très  siinpli' 


—  '2A-2 


aux  équations  tic  la  déformalion  d'une  (|uadii(|ue  :  en  eflVl,  les  «'•qna- 
tions  de  M.  Darboux  (/"A.  c/cs  -iiir/.,  l.  III)  qui  permellent  <le 
délerminer  les  quantités  «<  et  f  en  fonction  des  asyniploli<|iies  a  et  |j 
d'une  surface  a|)|)licablc  prennent  ici  la  forme  1res  simple  : 


()-ii        lin  lin    il 
^T/d '^^   à^  ÏÏTi   "'^ 

on  en  lire  facilemenl  en  inlc' 

lin  II 
lîy.    7l 
Si  l'dn  pose 


'(a   iff. 


lin   riv 


il'i 


(') 


(pianlrle  /.  salislaiL  a  I  etpialion 

à^jOiil  _  -    'IH 
ilxM     "  ''  'In 


Dansleeas  où  iacpiadrique  donnée  est  une  splirrc,  une  surface 
de  rv\'olii lion  ou  \\\\  piinilioli/iilc  f/iu'lconriiir,  les  quantités 

il-  il  il-  il 

se  réduisent  à  des  constantes,  et  l'équation  (i)  devient  l'équation 
bien  connue  des  surfaces  à  courbure  totale  constante  ;  on  en  déduit 
facilement  une  méthode  pour  ramener  la  déformation  d'une  cpiel- 
concpie  de  ces  surfaces  à  celle  de  la  sphère. 

Si  la  quadrique  donnée  est  un  paraboloïde  à  plan  diiecleur  iso- 
trope, l'éfpiatiou  (i)  se  réduit  à  celle  des  surfaces  miuinia  ;  dans  le 
cas  (1  un  paraboloïde  de  révolution,  elle  s'iritè^ie  iiumédiale- 
luent. 


SÉANCE  DU  17  JUILLET  1001. 


|'iu:sii)i;m:i:  di;  m.  nu  cin:. 


Le  Comité  de  publication  des  Olliurcs   ilr   lirlnsilii  liill   lioui- 
nia^e  à  la  .Socii'té  du   Touie  I  de  ces  œuvres. 


•2:v.'> 


MlilIOlKES. 


SUR  L'INTÉGRATION  DE  CERTAINS  SYSTÈMES  DE  PFAFF 
DE  CARACTÈRE  DEUX; 

Par   AI.    Elik    (^art\\. 

Uiins  un  Mémoire  iuséré  tout  réceiniiient  clans  les  Annules 
scientifiques  de  l'Ecole  Normale  supérieure,  j'ai  étudié  l;i 
question  de  l'existence  des  intégrales  d'un  svstème  d'équations 
aux  diliérenlielies  totales  quelconques.  J'ai  montré  en  particulier 
que,  en  ce  qui  concerne  les  intégrales  non  singulières,  la  dimen- 
sion maxinia  de  l'intégrale  et  la  nature  de  son  indétermination 
étaient  fournies  complètement  par  l'étude  purement  géométrique 
d'un  certain  système  de  complexes  linéaires  dans  un  espace  à  un 
nombre  convenable  de  dimensions.  On  est  airi>i  conduit  aune 
série  de  n  entiers,  n  désignant  la  dimension  iiiaxima  de  l'intégrale 
du  svstème, 

dont  le  premier  a  déjà  été  introduit  par  M.  E.  von  \\  eber  dans 
un  Mémoire  cité  plus  loin  et  cpiil  a  nommé  le  ciinictère  du  sys- 
tème. Ces  entiers  ne  vont  pas  en  croissant;  tle  plus,  en  formulant 
d'une  manière  convenable  le  problème  de  la  détermination  des 
intégrales,  j'ai  montré  cpie  l'intégrale  générale  dépendait  de 

Sit      fonctions  ailiil  laii'cs  (le     n     argniiierits, 
.f„_,  »  /(       I 


et  enfin  de  ,v  constantes  arbitraires,  s  désignant  le  noiubrc  des 
éfpialions  du  svstème. 

Le  cas  où  le  caractère  Sy  est  égal  à  l'unile'  comprend  comme  cas 
particulier  le  svstème  formé  d'une  seule  équation  de  IMalfcta 
fait  l'objet  du  Mémoire  dont  j'ai  déjà  parlé  de  M.  von  Weber. 

Je  m'occupe,  dans  ce  présent  Mémoire,  des  systèmes  de  carac- 
tère deux  cpii  comprennent  comme  cas  jjarticuliers  les  systèmes 
formés  de  deux  é(juations  de  l'i'all',  et  aussi  les  systèmes  auxquels 
\xix.  >(j 


23i 

soiil  ('(|ui\iilenlcs  les  é(|iiiilions  aux  di'riviios  pailifilles  du  socctiid 
ordre  à  une  fonction  inconnue  de  deux  variables  indépendantes  (  '  ). 
Mais  en  réalité  je  ne  traite  que  le  cas  do  certains  systèmes  de  ca- 
ractère deux  que  je  qualifie  de  systèmes  singuliers  pour  la  raison 
suivante.  En  f;;énéral,  si  les  coefficients  d'un  système  de  Pfafl" 
sont  des  fonctions  quelconques  des  variables,  les  n  —  i  caractères 
5,,52,  ...,  V/z-i  sont  tous  égaux  entre  eux  et  éi^aux  au  nombre  s 
des  équations  du  système.  l'our  un  système  de  caractère  deux 
à  cocflicienls  non  |)articuliers,  on  a  donc 

s„  pouvant  avoir  l'une  des  trois  valeurs  o,  1,2.  Les  systèmes  que 
j\tppelle  singuliers  soiU  ceux  pour  lesquels  s„^\  est  inférieur 
à  2.  11  faut  ajouter  une  autre  restriction  :  c'est  que  l'inlégrale  gé- 
nérale n'est  pas  engendrée  par  des  caractéristiques  analogues  à 
celles  des  équalions  aux  dérivées  |)arlielles  du  premier  ordre,  ca- 
ractéristiques que  j'étudie  complètement  dans  le  Mémoire  précité  ; 
cette  restriction  n'en  est  d'ailleurs  en  réalité  pas  une,  car  tout  sys- 
tème engendré  par  des  caractéristiques  de  celle  nature  se  ramène 
facilement  à  un  système  sans  caractéristiques. 

Le  résultat  /'ondamental  obtenu  dans  ce  Travail  est  que  ces  sys- 
tèmes sinf^uliers  s^ intègrent  par  des  équations  différentielles 
ordinaires.  Mais,  clicniin  faisant,  la  suile  des  raisonnemenis  m'a 
conduit  à  iulrocluire  la  notion  de  système  syslatique ;  j'ap))ellc 
ainsi  un  système  jouissant  île  la  propriété  que  toutes  les  inté- 
grales qui  passent  par  \\n  point  donné  et  admettent  en  ce  point 
une  tangente  donnée  admettent  en  ce  point  une  deuxième  tan- 
gente commune.  La  notion  de  ce  que  j'ap|)elle  les  caractéris- 
tiques de  Monge  se  présente  aussi  tout  nalurellemenl  ;  comme 
les  caraclérisliques  dont  j'ai  parlé  précédemment,  elles  en- 
gendrent les  intégrales  générales  :  par  chaque  point  d'une  inté- 
grale générale  il  en  passe  une,  et  une  seule;  mais  elles  dépcMident 
dans  leur  ensemble  de  fonctions  arbitraires,  c'est-à-dire  que  par 
tout  point  lie  l'ispaee  il  eu  passe  une  infinité;  les  caracléris- 
liques dont  il  esi  c|ucstioii  |)ius  haut,  au  conlraire,  ou  caractéris- 

(' )  Kt  aussi  ccrtiiins  syslèmes  qui  eu  sont  une  géniralisallon  immédiate  et 
dont  s'occupe  i\l.  von  Webcr  dans  un  Mémoire  intitulé  :  Ueber  gewisse  Système 
Pfa£''scher  Gleic/uinsen  {Miinc/i.  Sitmiigsber.,  t.' XXV,  p.  ^jS-.'i'iu:  1*^93). 
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lii/ii<:s  de  Ciiiu/iy,  tlé|)enclenl  seiilrmenl  de  (■.iii>|;iiiles  aiijitiiiires. 
Enfin,  dans  cerliiins  systèmes  singuliers,  il  se  présente  une  Iroi- 
siènie  catégorie  de  caractéristiques,  celles  de  ces  caraclérisliques 
qui  sont  situées  sur  une  nuiltijiliciié  iiilégralo  donnée  dépcnd;inl 
de  ("onctions  arbitraires. 

Ce  Mémoire  est  divisé  en  quatre  Chapitres.  Le  premier  est  con- 
sacré à  rappeler  les  résultats  généraux  sur  les  systèmes  de  PlalV; 
le  second,  à  exposer  la  théorie  des  systèmes  de  caractère  ;//;  à  un 
point  de  vue  différent  de  celui  de  M.  von  Weber,  bien  que  les 
résultats  soient  naturellement  les  mêmes.  Le  troisième  Chapitre 
est  consacré  aux  systèmes  syslatiques  et  à  l'étude  géométrique  des 
systèmes  singuliers,  ou  plutôt  des  complexes  linéaires  qui  leur 
sont  associés.  Enfin  le  rpialrième  Chapitre  s'occupe  de  l'intégra- 
tion proprement  dite  de  ces  systèmes. 

Je  me  propose,  dans  un  prochain  Mémoire,  d'étudier  les  sys- 
tèmes non  singuliers  de  caractère  deux,  en  parlant  de  la  réduction 
simultanée  de  deux  complexes  linéaires  à  une  forme  canonique, 
problème  dont  la  solution  s'énonce  simplement  et  est  d'ailleurs 
contenue  virtuellement  dans  les  nombreux  tra\;uix  piirus  |iis(|u";i 
ce  jour  sur  les  formes  bilinéaires. 


CHAPITRE  PREMIER. 


GENKIIAI.ITKS   SUn   LES   SYSTEMES  DE  l'FAFF. 


I. 
ÉI.K.MliNTS    INTÉGHAIX    ET    .Ml  LTU'LlclITis    IMÉIllHt-ES. 

1.   Etant  donné   un   système  d'équations  aux  ddlércnliellos   to- 
tales à  /•  variables  .r,,  Xo,  . . .,  Tr, 

i(Oi  =  «11  dxi  ->-  UiidXi-i- . .  .-i-  Uii-dx,-  =  o, 
i02  =  andxi-i-  a2idx^-t-. .  .-h  a^rdxr  =  o, 

\    lu,  =  rt  ,1  </ji  -+-  rt,j2  dx-,  -!-...-*-  fJsrdx,.  =  O, 

considérons   les    covarianis    bilinéaires   <]c:<  |)remiers  membres  de 


ces  f'ijiialioi 


(2) 
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,     (  — — ; —     (fi.r,ori  —  (f.rtSXi). 

j^  \  àxi         àx/ij 


■1 


{dxilxi^  —  dx/iOXi) 
(;■,  A-  =  I,  2,  . . .,  r). 


lùanl  donné  un  système  paillctilier  de  valeurs  de  x^jX^,..., 
Xr-i  sjsLème  que  nous  appellerons  un  point  d'un  espace  à  /•dimen- 
sions, regardons  f/j.'i,  dx.^,  .  . .,  dxr  comme  les  j)aranièlres  direc- 
teurs d'une  droite  issue  de  ce  point,  de  même  oxi,  ôx^,  ...,  S^v- 
Nous  dirons  alors  que  Vêlement  linéaire  formé  du  point 
(a:,,  ^2,  ...,  Xr)  et  de  la  droite  (dx,,  ...,  dx,)  issue  de  ce  point 
est  intéoral  si  ces  2/-  quantités  satisfont  aux  équations  (i).  Nous 
dirons  que  deux  éléments  linéaires  intégraux  (dx^,  ...,  dXr)  et 
(oX|,  SjTo,  ...,  oXr)  issus  d'un  même  point  sont  en  involution  si 
les  3/"  quantités  xi,  dxi,  oxi  annulent  les  seconds  membres  des 
équations  (2).  Enfin  nous  dirons  qu'un  élément  plan  E^,  à /)  di- 
mensions ('),  issu  du  point  [x,,  ...,.r,.),  est  intégral  si  tout 
élément  linéaire  contenu  dans  E^  est  intégral  et  si  deux  quel- 
conques des  éléments  linéaires  de  Ep  sont  en  involulion. 

2.  Ces  propriétés  des  éléments  intégraux  sont  invariantes  jjar 
rapport  à  un  changement  de  variables  quelconque;  la  chose  est 
évidente  pour  les  éléments  linéaires  intégraux;  pour  les  éléments 
à  plus  d'une  dimension,  elle  résulte  des  propriétés  bien  connues 
du  covarlant  bilinéaire  d'une  expression  de  Pfafl".  Par  un  change- 
ment de  \ariables 

.r,  =  0,(7,, rj,  ...,y,.'l         (i=  ir  2- '■) 

eniraînani 

ol-i,-  do,-     ,  do,     , 

de,     •^'        d^î     ■^-  Oyr     ■^' 


(')  Un  élément  à  p  dimensions  est  l'ensemble  d'un  point  et  d'une  multiplicité 
plane  à  p  dimensions  pas>anl  pur  ce  point;  cotte  dernière  est  définie,  par 
exemple,  par  nn  xystinie  de  ;• — p  équations  linéaires  en  rfx,,  dx.~.  ...,  rfx,. 


el,  par  suite,  IransforinaiH  un  élémciil  liiK'uiie 

(Xi,  .r.i,  . . . ,  Xr,  dxt,  . . . ,  dx,.) 

en  un  élément  linéaiie 

iyi ,  7-2.  •  •  • .  fr,  dfi,  ...,  dy,.), 
on  obtient 

lop  =  b^idVi  —  hr,idy,~ .  .  .-H  h^i.dy,.  =  ro^, 

el  l'on  a  alors,  par  le  même  changcnienl  de  variables, 

Les  propriétés  des  éléments  intégraux  subsistent  encore  si  l'on 
sulislitue  au  système  (i)  un  système  linéairement  écjuivalent 

<2p  =  Àpi(u,-l-Xp,oj.,  +  .  ..-+->,p,(j.,  =  o         (p  =  i,2,  ...,i-), 

les  A,/,  étant  des  fonctions  quelcontpjcs  de  Xi,  .rj,  ...,  jc^  à  déter- 
minant non  identiquement  nul.  il  est  évident,  en  cfTet,  qu'un  élé- 
ment linraire  intégral  ne  cesse  pas  d'être  intégral.  De  plus,  pour 
les  vli'rncnts  linraiies  intégraux,  on  vérifie  sans  peine  que  l'on  a 

lip  =  ''^pi  w'i  ^-  ).p2w',  -H.  .  .-l-  ).p,(o!,, 

de  sorte  que  deux  éléments  linéaires  intégraux  en  involution  ne 
cessent  pas  d'être  en  involulion. 

Donc,  sous  quelque  forme  qu'on  mette  le  sy.stènie  (i  )  et  quelcjne 
variable  (jii'on  clioisisse,  un  élément  intégral  est  toujours  inté- 
gral. 

3.  Le  lieu  des  éléments  linéaires  intégraux  issus  d'un  point 
donné  M(x,,  x-,,  .  .  .,  Xr)  est  un  élément  plan  Wrs  défini  par  les 
équations  (i);  tout  élément  intégral  issu  de  M  est  nécessairement 
contenu  dans  Wrs',  n'^is  !•'  réciprotpie  n'est  en  général  pas  vraie. 
Si  nous  coupons  tous  les  éléments  issus  de  iM  par  une  multiplicité 
plane  P  à  /•  —  i  dimensions  ne  passant  pas  par  M,  clia(|ue  (■léinent 
linéaire  donne  un  point  el  dx^,  dx-,,  ...,  dxr  peuvent  être 
regardés  comme  les  coordonnées  homogènes  de  ce  poinl  dans  P; 
ce  point  peut  êlrc  a])pelé  Vinuige  de  l'élément  linéaire.  Li- lieu 
de>  images  des  éléments  linéaires  intégraux  issus  de  M  r^l  iiiir 
inulli|)licilé  planes,-,^,  à /■  —  .s'  —  i  (limcnsioii>.  La  inmlil  ion  né- 
cessaire el  suffisanlc  [lour  cpie  deu\  éléments  liu<-aiii-  intégraux 
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issus  de  M  soient  en  involulion  est  (|tie  la  droile  qui   joint  leurs 
images  appartienne   d'abord   à   Sr~s-\   ^t  ensuite  à  s   complexes 
linéaires  définis  par  les  équations  (3  );  les  (pianlités 

dxi  fjXl;  —  clxi,  rjj-,- 

n'étant  en  effet  autre  chose  que  les  coordonnées  pliick('ricnncs  tie 
la  droite  et  ces  coordonnées  étant  assujetties  à  vérifier  s  relations 
linéaires  (non  nécessairement  indépendantes). 

D'ailleurs,  si  l'on  lient  compte  de  ce  que  la  droite  appartient 
à  £,„i_i,  on  peut  ne  laisser  dans  les  équations  de  ces  complexes 
que  les  2/'  —  'as  (piantllés  dx,,  dx-,,  .  .  . ,  dxrs'-,  ox,,^^25  •••) 
o.r,_i,  si  les  équations  (i)  sont  résolubles  par  rapport  à  c/j:,_j+i  ,  ■  ■., 
dxr,  de  sorte  que  tout  se  ramène  à  la  considération  de  points 
d'un  espace  à  /•  —  .ç  —  i  dimensions. 

4.  Ces  préliminaires  étant  posés,  au  système  donné  (1)  on  peut 
faire  correspondre  un  entier  n  et  un  système  de  n  entiers 


jouissant  des  propriétés  suivantes. 

Le  lieu  des  éléments  linéaires  intégraux  en  involulion  avec  un 
élément  linéaire  intégral  arbitraire  E,  est  un  ('■lément  plan  à 
/■  —  s  —  .S(  dimensions  ri,^^^,  . 

l'ar  un  élément  intégral  arbitraire  Eo  contenant  E,  il  passe  au 
nloll)^  un  élément  intégral  à  trois  dimensions  et  le  lieu  de  ces 
éléaiciils  intégraux  esl  un  élément  plan  à  /•  —  s  —  5|  —  s-i  dimen- 
sions 1I,._,_,  _,,  contenu  dans  H,._ç_^.p  .... 

Par  un  élément  intégral  arbitraire  E„_|  contenant  E„_o  il  passe 
au  moins  un  élémenl  inl('gral  à  /?  dimensions  et  le  lieu  de  ces 
éléments  intégraux,  o\\  eneoie  le  lieu  des  éléments  lini'iirrcs 
intégraux    en     inv(dutlou     avec     E„_,,  est    un    élémenl    pian    à 

/•  —  s  —  i,  -     ...       .s„    I     dimensions     H,_j ,    ^    conicnu     tiaiis 

H,._.  _..._,„  ... 

Par  un  élément  intégral  arbltraiie  E„  couleuaul  E„__(  il  ne  ])asse 
aucun  élément  Intégral  à  //  +  1  iliiricnsiiuis  ;  autrement  dit,  le  lieu 
des  éléments  linéaires  iuli'graux  eu  in\olulion  avec  E„  est  l'èlè- 
ment  li„  lui-nième  et  lOii  a 

/(=/■—  A    -  «1  —  ...  —  Sn-\  —  *«• 
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Cei  enlicis  s,  s,,  ...,,«„  ne  pcuvciil  pas  aller  en  croissani, 
c'esl-à-tlirc  <|ue  l'on  a  les  inéi^alilés 

et  ces  nombres   peuvent  (railleurs   être  tous   nuls   à    pailir   d'un 
certain  rang. 

On  voit  que  5,  désigne  le  nombre  des  étjualiorjs  indépendantes 
qu'il  faut  ajouter  à  (i)  pour  obtenir  H,._s_j  ,  (pie  s-,  est  le  nombre 
des  équations  indépendantes  qu'il  faut  ajouter  à  celles  de  Hr.î^.t 
pour  obtenir  Hr_j_5^_j.  et  ainsi  de  suite.  Si,  en  particulier,  on 
désigne  par  (ôx,,  . . .,  àxr)  les  coordonnées  de  E, ,  s  -h  .t,  désigne 
le  nombre  des  équations  indépendantes  en  r/x,,  . .  .,  cLr,-  définies 
par  (i  )  et  (î),  ou  encore  c'est  le  rang  de  la  matrice 


(3) 


^2,„,î,r,      y]a,o,.. 


«1 

"s 

r 

1^- 

oj-,- 

y,^sr 

i-n 

où  l'on  a  posé 


(  p  =  I ,  -2,  .  .  . ,  .s-  ;   ;',/.=  1 ,  2,  ...,/•). 


et  où  ox,,  0x2,  .  . .,  or,,  sont  regardés  comiu(!  des  quantités  arbi- 
traires satisfaisant  à  (1  ). 

De  même  s+5(-|-5j    est   le  rang   de    la   nialiici!  oblciiue   eu 
ajoutant  à  la  précédente  les  lignes 


^    a.,..,  0  .r,,      .  .  .,        >   3t,//  ^j  'i. 


et  où  (o.r, ,  . .  .,  ou-,  ),  I  o'.'', o'./ ,  1  (l^linI^st•n(  un  (•léniciil  inli 

"rai  arbitraire  à  deux  dinieiisions.  l'^l  airi^i   de  >uilr. 
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Si   l'on  s'est  arrangé  de   manière  à   faire  disparaître  dans  m\, 
(i)!,,  ....  (p)'j   les  termes  en  (Lrr^s+\-  ■•■•  dxr^  ^.rr^j+i,  ...,  o.r,-  el 
qu'alors  o)'   prenne  la  forme 

1 I—S 

( 4  )  Wp  =     ^     "^ fil'- '  '^"'i  '^■^'•-  ~  ^■^1'  ^■'''  )' 

.5,  est  loul  simplement  le  i;in^  de  la  matrice 

7   AiijO./-,        T   A|i,o.r,      ...        7   A,, ,._,,,  o,r, 

où  o./"i ,  ...,  o.r,-_j  sont  des  cjuanlih-s  altsoliiment  arliilraires. 

Cet  entier  S|  s'appelle  le  caraclère  du  système  d'équations  aux 
différentielles  totales  donné.  Par  analogie,  52,53,  ...,s„  senties 
2^,  3",  ...,  n'^""  caraclères  du  système. 

0.  Voici  maintenant  quelle  est  la  signification  des  entiers  qui 
viennent  d'être  introduits  au  point  de  vue  de  l'existence  des  mul- 
tiplicités intégrales  du  système  (i). 

Par  un  point  arbitraire  Mo  il  passe  au  moins  une  miilliplieilé 
intégrale  à  une  dimension  M,  ;  par  une  multiplicité  intégrale  arbi- 
traire lM|  il  |)asse  au  moins  une  multiplicité  intégrale  à  deux  dimen- 
sions M^,  ...;  ])ar  une  midliplicité  intégrale  arbitraire  IM„_i  il 
passe  au  moins  une  multiplicité  intégrale  à  n  dimensions  1M„  ; 
enfin  par  une  niulliplieité  intégrale  arbitraire  iM„  il  ne  passe 
aucune  niulliplicili'  inti'giale  à  /)  -1- i  dimensions. 

I)  une  niaiiièrc  plus  prccise,   désignons  par  : 

'X(i   un  poiii  t  arbilrau'e  ; 

'j.i   une  mMlliplicit(''  arbitiaire  à  .v  M-  1   dimensions  passant  par  r/.,,  ; 

'j.o   une   luullipliiilr  iirliitraite   à  .< -)- .< , -|- ■>.   tllmcn>ions   rontciiant 


'.x,i   une  lUMlliplirilé  ailiilrai)c  îi  \ -f- .v ,-)-... -j- i„    1  +  /'  dnncu^ion> 
contenant  'j.,,    ■ . 


Alors  il  existe  une  unillinlicilé  inlégiale  à  n  dimensions  M„  cl 
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une  seule  passant  par  'jlo,  avant  en  comnuin  avec  u,  une  iniilli- 
plicité  à  une  dimension,  avec  ix.j  une  multiplicité  à  deux  dimen- 
sions, ...,  avec  \i.„_,  une  multiplicité  à  «  —  i  dimensions,  et 
enfin  contenue  tout  entière  dans  a„.  De  plus,  coHe  nuilliplicité  iM„ 
n'est  contenue  dans  aucune  mulliplicilé  intégrale  à  n  -+-  i  dimen- 
sions (  '  ). 

En  présentant  d'une  manière  convenable  les  él(''menls  arbitraires 
de  l'intégrale  M„,  on  peut  dire  encore  que  cette  intégrale  dépend 
respectivement  de  s„,  s„_,,  ...,  s,  fonctions  arbitraires  de  /(, 
n  —  I,  ...,  I  arguments  et  de  5  constantes  arbitraires. 

Si  5«_i  est  nul  et  si,  d'une  manière  générale,  s.,  est  le  premier 
caractère  qui  soit  nul  (v^n  —  i),  la  recherche  de  la  multiplicilé 
intégrale  M„  déterminée  par  les  multiplicités  ix,,,  ;-iii  ■••-  ['■n  dont 
il  est  question  plus  haut  se  ramène  à  la  résolution  d'un  problème 
analogue  à  v  variables  indépendantes,  mais  dé|)en(ianl  de  /(  — v 
paramètres  arbitraires. 

6.  Enfin  il  est  un  cas  où  la  multiplicilé  intégrale  générale  .M„ 
est  engendrée  par  une  famille  de  courbes  ou  de  multiplicités 
dépendant  de  constantes  arbitraires  :  c'est  celui  où  par  chaque 
point  M  (x, ,  ^2,  ...,.r„)  il  passe  des  éléments  intégraux  caracté- 
ristiques, c'est-à-dire  engendrés  par  des  éléments  linéaires  inté- 
graux en  involution  avec  tous  les  éléments  linéaires  intégraux 
issus  de  M.  Ces  éléments  caractéristiques,  s'il  en  existe,  sont  tons 
compris  dans  l'un  d'entre  eux,  et  la  dimension  de  cet  élément 
indique  la  dimension  des  multiplicités  caractéristiques  qui  en- 
gendrent M„.  On  obtient  ce  plus  grand  élément  caractéristique 
en  ajoutant  aux  équations  (il  celles  qu'on  obtient  en  annulant 
tous  les  mineurs  à  i  -^-  i  lignes  et  s  +  i  colonnes  de  la  matrice  (3) 


y  a,„-  (/.ri       V  ï,,,  dr,       ...       V  a,,,,  r/.r,    j 

'I  La    lerlierrlir    ric    l'iiiK-Ki-ali.    M„    liiHciiniiir,-    p.ii     \r<    .nii.lili 
ijiistiluc  ce  que  j'iii  appctc  le  firubli-ine  de  Cmicliy. 


±i''l  - 


ou  encore,  si  les  covariants  w'  ont  ('■!('  dus  sdiis  la  forme  (4),  en 
ajoulanl  aux  équalions  (i)  les  suivanles  : 


2    ^V--  ''■'-'  =  2  '^  f--  ^'-'  =  •  ■  •  =2  '^  rv  -.■  ^/-/  =  " 


(  (  p  =  I,  ■;■,...,  s  1. 

Si  alors  les  équations  (i)  et  (6)  se  rétluiscnl  à  moins  de  /■  iiidé- 
pendanles,  elles  consliluenl  un  système  d'équalioiis  aux  didéren- 
lielk's  totales  complèlemeitl  inlégrable  et  leur  inlégraie  générale 
(uurnitlcs  multiplicités  caractéristiques.  De  plus,  si  les  é(pialions 


représentent  ces  multiplicilés,  on  peut,  p;ir  un  cliangement  de 
^a^iables,  faire  en  sorte  que  le  système  (i)  ne  dépende  plus  que  de 
//i,  ?<2,  ■  •  •  1  iir']  de  sorte  qu'on  est  ramené  à  recliercher  l'intégrale 
générale  d'un   nouveau   système  à   f'  variables  pour  lequel  on  a 

d'ailleurs 

n'  =  H  —  /•  +  /•', 

s'  =  s,  s\  =  Si,  s'.,  =  S-2-,  ...,  5,V=S„'  (  S„'+i  =  .  .  .  =  4'„  =  O  ). 

Ce  système  formé  des  équations  (i)  et  ((3)  s'ap|)ellc  \c  systrmc 
adjoint  du  système  donné. 

En  particulier,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  (pie  le 
système  donné  soit  complètement  inlégrable  est  que  les  é(|iui- 
tions  (6)  soient  des  identités,  ou  encore  que  tous  les  déterminants 
à  .V  +  1  lignes  et  .v  +  i  colonnes  de  toutes  les  malnces, 


17) 


«Il         «13 
«■21        "li 


«.SI        «.<2 


soient  nuls  :  alors  on  a 
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II. 

LES    EMMIlîSSIONS   DirFKKKNTlKLf.KS    S\.MUOI.I(ll  E''    Kt    I.KlItS    DI'IIIVKES. 

7.  INoiis  représenterons  le  covailanl  liillnéaire  co'  de  Icxnres- 
sion  de  Pfair 

(  8  )  (1)  =  rt  1  rf.r I  ^  O.J  cLr,  -f- .  . .  -f-  «,.  dx,- 

sous  la  forme  syinholiquc 

(  q  I  (o'  =  >    (  - — r— ^  )  ^^,  (Ix/i  =  (/((  1  (/j-i  ^ .  .  .  -+-  </n,  f/.r,., 

^  \  OXi  OXkJ 

l./c 

où  les  (lifTérenlieiles  dx,,  ...,  f/.r,.  sont  souTuiscs  aux  rèj;lcs  de  lu 
niultipliealion  combiiiatoire  de  Grassmann  ('  ). 

Le  procédé  de  dérivation  qui  permet  de  passer  de  to  à  (o  peut 
s'appiiqner  à  des  expressions  diflVrenlielles  symboliques  de  n'im- 
porte (|uel  dej^ré.  Considérons,  pour  fixer  les  idées,  une  expres- 
sion dillérenliclie  symbolique  du  second  dei;ré 


(lo)  £2=7    (liiidxidxi- 


(  ((,,  =  o,  o,7.  -+-  a  là  =  u ,)  ; 


les  eocflicienls  <7,4  étant  des  fonctions  quelcontpies  de  ./',,  jc.,  .  .  , 
Xr',  la  ili'ris'ée  de  ii  sera,  [)ar  délinilion,  l'expression  dilb'rrnliille 
du  troisième  degré  définie  |)ar 

nn     ii:  =  Sdau.dx,dx,JY{'-^  +  ';^  +  '-r')  ^/-'-^■'V-'-a- 

^  .^     V  ''^7.-  Oxi  OXj  j 

i.l.k 

(^ette  expiession  li'  est  un  r<n-ii riunl  d<'  U  par  ra|)|)ort  à  lout 
changemciil  de  varialdes.  au  uiétiir  liln-  que  (.)'  est  un  covariant 
de  w  (-). 


(')  La  mullipliculioii  est  dislribiilivc  c-l  associative:  de  plus,  on  a 

dx^  dXi  =  —  dx^  dx^,        dx\  dx^  —  ". 

Voir  C.viiT.VN,    Sur  certaines  expressions    dijférenliettcs   et  le  problème  de 
l'/aj/  {   Inn.  de  l'Ée.  Norni.  snp..  iXi)i),  p.   îiJ'i  cl  siiiv.j. 
(-)  l'oui-  la  dcmoiistiatioii,  eoir  Cauian,  /oc.  c(7..  ]'•  JJi-JJJ- 


8.    N'oici    mainlenanl    une    | 
nous  sera  dun  usaue  fréqucnl 


m    liés   iinporlanlc   el   qi 


Si  u>  désigne  une  expression  de  Pf'ijf  quelconque,  w'  son 
expression  diirivée  {^covarinnl  /ji/i/iénire},  l'expression  du  troi- 
sième degré  dérivée  de  to'  est  identiquement  nulle. 

On  peut  donner  de  ce  ihéorènie  une  démonstration  intuitive 
fondée  sur  le  earactère  de  covariance  de  la  dérivée.  La  dérivée 
de  lo'  est,  en  ellct,  la  somme  des  dérivées  des  termes 


(lOidr^,     da-^dr^, 


da,  dr,'. 


or,  prenons  le  premier  de  ces  termes;  si  rt|  ne  dépend  que  de  x^, 
ce  terme  est  nul  et  sa  dérivée  aussi;  dans  le  cas  contraire  on  peut, 
par  un  cliangcnient  de  varial)les,  faire  en  sorte  que  «i  et  jr,  soient 
deu\  des  nouvelles  variables  )',,  j'.,  ;  mais  alors  la  dérivée  de 
dytdj^i  est  nulle,  puisque  tous  les  coefficients  sont  constants. 
Donc  les  dérivées  de  tous  les  termes  de  w'  sont  nulles. 

On  peut  aussi  vérifier  ce  théorème  par  le  calcul  ;  on  a,  on  cllcl, 
pour  to' 

«,7. 


de   sorte    ijuc  le  coefficient   de   d.Cidxjdxk  dans  lexpression 
rivée  de  w'  est 


da/j        claji;  àai;i 

dXf;          dXj  ôxj 

d     l'daj  dai\           d    Idai,-         daj,           d     /d<i( 

~  àXk  ^.dxi  àxjj        dxi  \àxj         dx/J        dxj  \dx/,. 


dni^ 
dxi , 


et  le  développement  du  second  membre  montre  (pi'il  est  nul. 

9.  Théoih.mk.  —  Si  l'expression  différentielle  du  second 
degré  il  est  le  produit  de  deux  expressions  de  Pfnff  i"  et  ttt, 
(*//  (t 


1 1  ■>  I 

Si,  en  cIlVl, 


ii  =:  (u  rr     -  RT  w. 


l,.dx,\\l,yd., 


.-  b,.dx,.\  --   y  <td>L<lx,dx 


-  Uti 


=  V  da,d.r,  V  hud.r^-  V  „,,/.r,  V  dbi^dx,,, 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

Théorème.  —  .S/  o>  dcsigni-  une  expression  différentielle 
d^iin  degré  quelconque  et  m  un  coefficient  fonction  finie  de 
.r, .  X..,  ....  .r,.,  si  enfin  on  pose 


on  a 

(  1 3  )  Q'  =  r/i  vu'  -r  dm  (o. 

L;i  démonstration  est  évidente. 

10.  On  peut,  dans  une  expression  dillérenlieiic  s\mboIic[ue  (o, 
introduire,  au  lieu  des  /•différentielles  dx^ ,  dx,,,  ....  dx,-,  r  com- 
binaisons linéaires  à  coefficients  fonctions  quelconques  des  x, 
c'est-à-dire  /■  expressions  de  l'fafi,  linéairement  indépendantes, 
soient  m,    cr^,   .  .  . .  m^ 


ro,  =  /.,i  f/.r,  -t-  ).,2  d.r.. 


.-H  '/.jrdj-r 


ces  expressions  de  Pfaff  n'étant  [ilus  nécessairement  des  différen- 
tielles exactes.  Alors  l'expression  o)  devient  une  expression  diffé- 
rentielle en  roijWo,  ...,Trj^,  dans  la(|uelle  les  ra  sont  soumises 
aux  règles  de  la  multiplication  combinaloire.  Si,  par  exemple, 
on  a 

w  =  A,ra,-H  A  jrao --...—  A,.OT,, 

la  dérivée  île  co  se  calculera,  d'après  les  lli('(iiriMes  préei'denls 
(form.    i.'il,  au  niojeu  de  la  foriiiule 


(.>'  =  d.\i  m,  -T-  d\-2  ra,  -.  .  .  —  d\,  T7T,.-i-  A  ira, 
si  (0  est  une  expression  du  second  <lef;ré 


A,.<; 


A//,  7n,roi. 


1)11  iiiii'ii  [  fonn.  I  ■'.  Pl  1  '■>) 

(■)'  =     >    (/.V,7,  mjm/, -H    >    A,7.  (  mîra/,    -  m\mi). 

11.  Voici  mainlcniinl  une  notalion  dont  nous  nous  servirons 
soinent.  Si  O  et  II  désignent  deux  expressions  diOérenlielles  de 
même  degré  o,  (■),,  (o^,  ...,  m^,  des  ex|)ressions  difTérenlielles 
homogèues  dont  cliacuiie  esl  de  degré  au  plus  égal  à  celui  de  tî, 
nous  considérerons  des  coiiarucnces  de  la  forme 


04) 


(  inoil  W|,  (02, 


Cl  cette  congruencc  signifiera  (|u'on  peut  trouver  p  expressions 
difiTérenlielles  yi,yj,  ...,•//,  de  degrés  respectivement  S  —  S(, 
0  —  0.,,  . . .,  0  —  Zp  (une  expression  de  degré  zéro  élanl  une  fonc- 
tion (inie  de  variables),  telles  (pie  l'on  ait  l'identili' 

(13)  O  =   Il  -i-  '"l/.l-i-  Wi/2  +  .  .  --^  W/'//.- 

TuKoiiicME.  —    La  congraciice  {\\) 

<i  SS   II  (  111(1(1    (0|,    (Oo,     ...,(0^,) 

enlidlnc  la  coiigriience 

(iG)  12' =  ir         (iiiod  (0,,   .. .,  lu,,  ;  (o', ,  .. .,  (o),  ). 

En  ell'el,  la  congruence  (  i  \)  étant  é(|uivalonle  à  une  identité  de 
la  iorme  (i  )),   on  en  déduit 

<>'  =  1 1'  -!-  (o',  /  ,  + .  .  .  H-  w;,  / ,,  ±  oj ,/_',+...  ±:  w,,  y  ;„ 

ce  (pii  entraîne  manilestemcnt  la  congi'uciice  a  (h'monlrer  (iCi). 

12.   Appli(|uoiis    ces  conventions  au    système   d'éipiations    de 
Pfair 

I  (0,  =  (/,,  (^.r,  -H.  .  .-f-  rt|,.rfx,.  =  o, 
O)  , 


j,  =  (f,,f/j-,- 


Usi-dx,-  =  o. 


Pi-enons,  avec  d),,  (.)^.,  ...,  Wj,  p  = /•  —  5  autres  expressions  de 
Pfafl'rai,  7.7^,  ...,  rrsp  indépendantes  entre  elles  et  indépendantes 
des  (1).  Alors  chacun  des  covariants  to', ,  m.,,  ...,  co^.  sera  une  ex- 
piession  diUércnliellc  du  second  degré  en  (o,,  ...,  m^,  ttt,,  ...,  tt. 


(•7) 


—  2i7  - 

el,  par  siiilc.   mi  |ioiii'i'a  écrire 

/  ' ? 

i".'-  =  y^  A,,,7,ra,CT/, 
(  moil  iui,  (o, (Oj), 

les  Ay,A  l'ianl  des  l'onctions  con\enal)los  de  .l'i ,  . . .,  j>. 

En  particulier,  la  condilion  nécessaire  et  suffisante  pour  que  le 
syslènie  (i)  soit  complètement  iutégrable  est  exprimée  par  les  con- 
j;ruences 

(i8)  (1)',  Hs  (o',  ^. .  .^  toj  ^  o         (niod  (0|,  (Oj,  . . .,  (i)(  I. 

Remarquons  que  tont  élément  linéaire  issu  d"un  point  cloiifU' 
(Xi,Xj,  ...,  .r,)  peut  être  défini   au   moven  des  rapports  mutuels 

des  /•  fpianlilés  w,,  ...,  w,,  ra, rn^,    qui   >ont,  en  efTet,  des 

combinaisons  linéaires  à  coefficients  constants  de  c^x,,  </x2,  ..., 
dxr\  on  a  simplement  eiïiectué  une  transformation  honioi;ra- 
phiqtic  des  coordonnées  de  ces  élémcnls  linéaires.  Avec  ces  nou- 
velles coordonnées,  les  conditions  pour  ([u  nu  éltincnl  linéaire 
soit  intégral  sont  simpienicnl 


de  sorte  que  tout  élément  linéaire  inlégral  est  défini  par  un  sys- 
tème de  valeurs  de  ra,,  ra^,  . .  .,  Mp.  Les  conditions  pour  (|ue  deux 
éléments  linéaires  intégraux  (ro,.  ...,rop)  et  (■m\^m'.,,  ...,rol,) 
soient  eu  involution  sont 

7   A ,  il.  (  ra,  m)..  —  m/,  ro',  )  =  o, 


\  .sik  f  ra,  ra)..  —  ra/.  m)  )  ■■ 


!:s 


cl  les  ('■lt''iiicMl>  (■nracti'lis/it/r/i'S  sont   (loiint's  piii-  les  ('■([iKil  i(iii>- 

••■•■■P  I p  <■■   P 

(  KJ)      ^  A,-,/,m/,  =  V  A,j/,ro/,  =  •  •  •  =  ^  A,o/.  mi  =  <)  (  /  =  I ,  -2.  ...  .V). 

A  /.  A 

13.  (  lomme  a|)plicalion,  nous  ailon.';  tlomier  une;  nouvelle  dé- 
monslration  du  lliéorème  fondamental  île  la  lliéorie  des  caracté- 
ristiques, à  savoir  que  le  système  des  écjiuilions  [i)  et  (19)  est 
complètement  intégrable. 

Nous  |)ouvons  toujours,  en  efiel,  supposer  choisies  les  p  ex- 
pressions m,  (le  manière  que  les  équations  (19)  se  réduisent  à 

in,  =  ro.,  =    .  .  =  ra,  =  o  (<J  =  p), 

et  il  s'ai;it  alors  de  tiiiuilrer  que  le  svslènie  d'é(iuations  de  PfafiT 

tOi  =  «2  ^  .  .  .  =  (0,  =  Toi  =  .  .  .  =  TUg  =  o 

est  coniplèlenicnl  intégrable,  ou  encore  que  Ton  a 

10',  ïs  10,  ^...s=tà',.^TB\  ;s .  .  . ;=  w'^  £=  o         (  mod  W] ,  lO;,  .  .  . ,  ro^ ). 

Pour  cela,  remarquons  d'abord  que,  par  bypothèse,  les  équa- 
tions (19)  ne  doivent  pas  contenii- ro,^_,,  ...,  rop,  c'est-à-dire  que 
tous  les  coeflicients 

\ij„+x,     ...,     A,yp        (1=1,2 s:  J  =1.  ■/.....,  p) 

sont  nuls,  ou  enfin  (| ne  dans  les  seconds  membres  des  formules  (1  -) 
n'entrent  (|uc  ro, ,  th.,  . .  .,  ro^.  De  plus,  les  relations  (19) 


1,....IT 


VA,a-.=...=  VA., 


entraînent  avec  elles 

Toi  =  FTo  =  .  .  .  =  TBrt 


Cela  étant,   prenons  les  dérivées  des  deux  membres  des  con- 
gruences  (17),  en  remania  nul  que  les  dérivées  des  expressions 


-  2i9  — 

t<>\,  .  . .,  Wj  sont  idenlùjiieinent  nulles.  ?\oiis  ohlciions 

11,....^  i._^ 

^  f/.\,,/,r7T,ra/.-l-  2,  •Vii7.(^i'3/.  —  ra/..7n,)  s3  o, 
I,*  /,A 

('•")  \      ....,-7  1.     .-7 

f      i.*  i,A 

\  (  moil  (0| ,  ....  (.), ;  (o', (.)'.). 

D'après  (17),  ces  congnioncos  sont  n  fortiori  \va.\c%,  si  l'on 
preml  [)oiir  niodiiles  to,,  ...,  (o^,  et  tous  les  prodtiils  ra,ra/i 
(  / ,  A'  ^  I ,  . . .,  3-);  dans  ces  conditions  elles  se  réduisent  à 

I    N^  .\i,7.  (ra;  CT/.  —  m),  ra,-  )  =  o, 

^-)       ^  ;ç; ; ".'" 

(moil(.)i,   .  .  . ,  (i)(  ;  TTi,  ra-i,   . .  . ,  nT^_,ra^). 

Nous  pouvons  alors,  sans  changer  ces  congruences,  enlever 
dans  m'i ,  . . . ,  tttJ.  les  termes  qui  contiennent  TOi  ,  . . . ,  ra,.,  et  si  nous 
désignons  alors  par  tts,  ,  ....  ra^  ce  que  deviennent  Tn', ,  ...,  ro)j 
quand  on  11  ^  conserve  que  les  termes  du  second  degré  en 
'^a+i,  •  •  -,  f^p,  les  congruences  (ai)  se  changent  dans  les  identités 

I     ^    A I /i '_  ra',  ro/, —  ro/..ni,)  =  o, 

'      7    A,,7,  Imim/. —  m/,. 73,)  =  o, 

qui  enlraiiicnl.  en  égalant  à  zéro  les  cocflicienls  de  t^i,  ra^,  ...,raç, 

l,....T  i,-A  '.■•■.'' 

^  A„7.^},  =  ^  A2,7.ra/,-  =...=  ^  A,,/,ra',,  =  o, 

<-  /.  * 

ou  ruliu,   d  a[)rrs  nue  reniarinie  lailc  prccédeiunieul. 
m'i  =  m'.,  =  . .  .  =  raj.  =  o. 


—  2o0  — 
Il  en  résulte  bien  les  congruences  à  dt'nioniror 

(o'j  r^  (Oj  ^. .  .^H  oj',  H^  ro'i  ^;  . . .  _=  n^  ^  fp         (  iiiiiil  (.),.  . .  . ,  ra^i. 

14.   Voici   maintenant  deux  rcniarijncs  qui  nous  seront  utiles. 

Si  Q  dc'signe  une  expression  symbolique  du  second  degré  et 
(I)  une  expression  non  nulle  du  premier  degré,  la  congruence 

iJ  ï£3  (>         (  mod  (1)  ) 
entraîne  Vidcntité 

car  il  existe  une  expression  de  PCalIrT!  loilc  (jne 

li  =  (um, 

et  alors 

tJ2  ^  (oraiora  =  o, 

à  cause  de  la  présence  de  deux  facteurs  identiques  du  premier 
degré. 

Plus  généralement  si  (0|,  ...,  Mp  désignent  p  expressions 
indépendantes  du  premier  degré,  la  congruence 

li  ;^  o         (  nioil  toi,  («2,   .  . . ,  i»i,) 

entraîne 

o/'+>  =o, 

car  la  j)uissance  (/>  +  i )  de  toute  expression  de  la  forme 

lOiHii  +. .  .-(-  w,,ro,, 

est  une  somme  de  termes  dont  chacun  contient  au  moins  deux 
facteurs  identiques  et  par  suite  est  nul. 
La  deuxième  remarque  est  la  suivante  : 

Si  Mi,  ...,  Wy,  désignent  p  expressions   indépendantes  du 
premier  degré,  la  congruence 

li^o         (  mcul  iO|,  tuo,   ...,  i\}p) 
est  équivalente  éi  ndentilé 

<0[CU2.    .10^,  12  =  o: 

car  si  l'on  a 

12=     (U|  TTTi  -I-  (Ujrao -^.  .  .-;-  W,,CT^,, 


cliar]iie  terme  du  produit  (o,  i.)^  .  . .  (.>^, ti  contient  deux  l'aeleurs 
identi([iies  du  premier  degré;  et  réciproquement  si  le  produit 
w,  toj  . .  .  (ij^jQ  est  identiquement  nul,  on  peut  choisir  à  la  place 
de  dxy,  ...,  d.Vr,  >'  expressions  iiid('pçnd;inles  de  l'fafF  parmi 
lesquelles  tOi,  ...,  (o^;  si  alors  tOp^t,  ...,  (o,.  sont  les  /• — p 
autres,  tout  ternie  de  tî  devra  contenir  une  des  expressions 
tLi,,  ...,Mp,  sinon  on  obtiendrait  dans  le  produit  w,  too .  .  .tOy,  tl 
un  terme  non  nul  et  irréductible  avec  un  autre  terme  quelconque 
du  même  produit.  Cela  démontre  le  théorème. 

15.   Nous  introduirons  enfin  la  définition  suivante  : 

Etant  données  une  expression  ti  du  second  de^ré  et  p  ex- 
pressions (i)|,  .  ..,  Il)  p  du  premier  degré,  nous  désignerons  sous 
le  nom  de  ge:vkk  de  l'expression  ù  (mod  to,,  ...,  m,,)  le  plus 
petit  entier  h  tel  que  l'on  ait 

li''+'  ^3  o         (  mod  o)|,  0).,  . . .,  10/.  ). 

Si  <')i,  (')o,  ...,  oip  sont  indépendantes,  c'est  le  plus  petit  entier 
satisfaisant  à  l'iilenlité 

(Ul  (1)2.  .  .('),,  <>''  +  '   =  O. 

D'une  manière  plus  générale,  si  au  lieu  d'une  seule  expres- 
sion iî  du  second  degré  l'on  en  a  [)lusieurs 


nous  désignerons  sous  le  nom  de  genre  du  faisceau 

(■..3  )  II,  11,  -+-  II,  LU  -4- .  .  .  -i-  (/,/  iî,, 

par  ra[)p(nl  aux  modules  to,,  (Oo,  ...,  (o^,,  le  genre  maximum  de 
l'expression  (ao),  où  l'on  regarde  u,,  ...,  u,,  comme  des  constantes 
arbitraires.  Le  genre  ne  change  pas  si  l'on  remplace  les  Q  par 
des  expressions  qui  leur  soient  congrues  (mod  w,,  ...,  o)/,). 

Le  genre  d'un  s^-stème  de  Pfafl'sera  celui  du  faisceau  formé  par 
les  covariants  bilinéaires  de  ses  premiers  membres,  les  modules 
étant  ces  premiers  membres  eux-mêmes.  La  condition  nécessaire 
et  suffisante  pour  qu'un  système  de  i'I'atrsoil  comjilètcmcnl  inlé- 
jrrable  est  donc  iiuil  soit  lic  i;cnrczéro. 


CHAPITRE  II. 


I.KS   SYSTKMKS   DK  PFAFK  T>F.  <".  \  R  \l    TIP.  T    II /l  . 


III. 


i.ic  svsTK.MK  iikiiim:. 


10.  Les  résultais  oblenus  dans  ce  Cliapilre  ne  sont  pas  nou- 
veaux et  sont  dus  en  grande  partie  à  ^I.  E.  von  Weber  (').  Mais 
ils  constituent  une  application  simple  des  principes  du  Cliapilre 
précédent  et  ils  nous  seront  utiles  pour  lélude  des  systèmes  de 
caractère  deux. 

Le  premier  théorème  fondamental  est  le  suivant  : 

TiiiionkME.  —  On  peut  toujours  choisir  les  équations  d' un 
système  de  l*fct(l  de  caractère  un  de  manière  que  /'on  ait 

co  2   ^  w'j  ^ ...  SE  ta',.  ^  o  (  nioil  (Oj ,  (Oj,   . .  . ,  lo,  ). 

En  ellct,  nous  pouvons  toujours  mettre  les  covariants  bilinéaires 
(o'i ,  (0.',  ...,  (o^  sous  la  forme  (17)  du  Chapitre  précédent 


''1=  ]^A„7,ra,T 


(I) 


(  inOil  (Oi,  Wo,  .  .  . ,  to,<), 


"'s  ^^   ^  ■'^sil.  ^1'^ 


en  désignant  par  rn,,  ra.>,  ...,  Wp,  p  expressions  de  IMalT  indé|icn- 
danles  entre  elles  et  indépendantes  de  (.>,,  ....  m,,  (-cla  étant,  lo 
caractère  s,  est  le  rang  de  la  matrice 


(•■'•; 


(')  E.  VON  WiLBEU,   Zur  Invariantentheorie  dcr   Système  P/aff'sc/icr  C/ci- 
cliungcn  {l.cipz.  Dcr.,  p.  jo-j-a-.^f);  iSyS). 


(/.=2,3,  ...,p). 


où  les  m  sont  regardées  coinnie  des  parainèlres  arlntrairrs.  Ici,  ce 
caractère  doit  être  égal  à  l'uni  lé,  c'esl-à-dire  que  tous  les  mineurs 
du  deuxième  degré  de  la  matrice  (2)  doivent  êli-e  identiquement 
nuls.  Supposons,  par  exemple,  que  les  éléments  de  la  première 
ligne  ne  soient  pas  tous  identicjuement  nuls  et  qu'en  particulier 
le  premier  élément 

Va,,.., 

ne  soit  pas  idenliqucmcnt  nul.  Alors  rideiilil('' 

2^  A,,,  ra/  2^  A,/,,.,-  =  2^  A,/.,-ra,-  2^  Aoii-CT,- 

(où  les  rrr  sont  maintenant  soumis  aux  règles  ordinaires  du  calcul 
algébrique)  montre  que  l'on  a,  ou  bien 

Za  ^M'i^i  =   II-   ^  A  ,  ,,  T77, 

2,  A  -IL  i  ra,  =  //,  \  A  i , ,  m,- 

ou  bien 

^   A.2i,ra,  =  /  ^   A,,,., 

i k  =  2,  3,  . .  .,  p), 
^  A 2/./ CT/ =  /  ^  A  I /, ,  m,- 

/,,  /j.  —  Ir,  désignant  des  fonctions  des  a;  (indépendantes  des  ra). 
-Mais  la  première  livpotlièse  entraîne 

A,/,i  =  o, 

ce  qui  est  absurde,  parce  que  2,  -^i  l'^i  serait  identiquement  nul. 
Il  ne  reste  donc  que  la  seconde  hypothèse.  Elle  exprime  tout  sim- 
plement la  congruence 

(ij'j  H^  lta\  (niod  (0[,  0)j,   .  . .,  (o.,-  I. 

Si  donc  on  prend  pour  seconde  équation  d<i  système 

on  a 

Oj.  i^  o  (  lllOll  10,,    ...,   lOj). 


-  iol  - 

11   en   est  lie   même    pour  les  s —  >.  iuilrcs,  ce  qui  dcnioiilre  le 
lliéorc'inc. 
Le  syslème 

OJ2  =:   (i):|   =  .  .  .  =   (0(  =  O 

est  dit  le  sysU'me  dcri\c  (')  du  syslème  donné.  Si 

H|  (Ol  -1-  î/o(t)3  +  .  .  .+  ('.<(').,  =  O 

est  une  éf|nalion  du  syslème  dérivé,  on  doil  a\oir 

»lWj    -;-  U-^m',   -t- .  .  .+   «i-io',  ^^  o  (  IIXkI    <U|,     .  .  .,    ti>.,.), 

ce  (lui  ruvienl  à  l'idenlilé 

(3)  («1  (0,.  .  .(i)j(  W|(.)',  H-.  .  .+ (/.s(u<)  =  o. 

Le  d('vclop|)enienl  de  celle  idenllté  conduit  :"i  un  ccilain  nondjre 
d'équalions  linéaires  en  ?/,,  11.,,  ...,ii,,  équalions  qui  se  rédiiisenl 
à  nne  seule,  si  le  caraclère  du  système  est  lunilé,  cl  qui  délinis- 
scnl  le  système  dérivé. 

IV. 

I.IC    COMI'MCXE    MNKMRK    .VTTACIIIÎ    Al     SVSTihli;    DU    PKAPF. 

17.  Le  seul  covarianl  w',  qu'il  v  ait  lieu  de  consid<'rer  définit 
alors  un  complexe  linéaire  que  nous  allons  maintenant  étudier. 

Soit  Ho  (p  =  /'  —  i)  l'élément  plan  lieu  des  éléments  linéaires 
intégraux.  Supposons  que  o-  désigne  la  dimension  du  plus  grand 
élémenl  caractéristique  s^,  3-  étant  nul  s'il  n'y  a  pas  d'élément 
caractéristique.  Soit  alors  K,  un  élémenl  linéaire  intégral  (situé 
dans  ll(j)  el  n'appartenant  pas  à  Sç;  le  lieu  des  éléments  intégraux 
en  iinoliition  avec  E|  est  un  élément  plan  IL^i  contenant  natu- 
rellement £rf  Pour  les  éléments  contenns  dans  Hp_i,  il  existe  un 
élémenl  caractéristique  à  t -f-  1  dimensions,  à  savoir  le  plus  petit 
élémenl  plan  s,^,  contenant  à  la  fois  e,  el  E|.  Je  dis  cf  a  bord 
que  llp  I  liadmel  pas  d^'lcment  c<irnct('iistirjiie  à  plus  de 
3-  +  I  dimensions.  Si,  en  cHel,  il  en  existait  un  à  n -\-  •>.  dimen- 
sions, ])ar  exemple  Sa+j,   l'élément  plan   Ilp_i  lieu   des  éléments 


(')  Celle  .10 


M.  v.iii  Wclicr,  loi-,  cit. 


inlégrauK  un  involiUion  avec  un  oicmciil  lincairc  \i\  /lo/i  situé 
dans  Hp_i  couperait  ta+2  suivant  un  élément  à  t+i  dimen- 
sions ait  moins,  soit  £,+, ;  mais  alors  ejj_^,  serait  caractéristique 
pour  Hp_,  et  pour  E',  et  par  suite  pour  le  plus  petit  élément  con- 
lenanl  à  la  fois  IIp_i  et  E, ,  c'est-à-dire  pour  llp,  ce  qui  est  con- 
traire à  riijpollièse. 

Donc  le  pltts  grand  élément  cai-acléristù/iie  poitf  Hp  i  est  à 
7 -h  I  dimensions,  et  c^est  {t^,  E,  )  ('  ). 

Prenons  alors  dans  Hp_i  un  élément  linéaire  E',  non  situé  dans 
£,^.1  ;  le  lieu  des  éléments  linéaires  de  Hp_)  en  involution  avec  E', 
est,  d'après  ce  qui  précède,  un  élément  rip_2  et  le  plus  jjrand 
élément  caractéristique  pourHp_2  est  à  7+ a  dimensions,  à  savoir 
{ia+\i  E|)  ou  (sj,  E,,  E',),  que  nous  désignerons  par  s^+.j. 

On  peut  continuer  ainsi  de  j)roclie  en  proche  jusqu'à  ce  qu'on 
arrive  à  un  élément  Hp.^  pour  lequel  le  plus  grand  élément  carac- 
téristique £7+A  se  confond  avec  iIp_A,  ce  qui  arrivera  nécessairc- 
nii'nt  ])niir  une  valeur  de  //  donnée  par 


L'élément  \\r,  I,  est  alors  un  des  éléments  intégraux  au  noudirc 
maximum  de  dimensions  et  1  on  a 

\     /(    =    s  —  /(    =   7  -r-  /(  , 

1     i,  =    4-j   =  .  .  .  =  i/,    =   I  .  ,«/,_,,=...=    •,■„  =  (>  (  SI    T  >  <)). 

18.  Convenons  d'appeler  r/r/»('/(< //o/c/Z/c  d'un  ('lément  linéaire 
intégral  donné  E,  le  lieu  Hp„,  des  éléments  intégraux  en  involu- 
tion avec  E|  ;  il  résulte  de  ce  (|ui  précède  que  Hp.,  est  élément 
polaire  pour  tous  les  éléments  de  c^+,  :  (£„  E,).  Pour  arriver  à 
ilp_A  nous  sommes  partis,  en  somme,  de  A  éléments  £5+,  en  involu- 
tion deux  à  deux  et  nous  avons  pris  rinlcrseclion  de  leurs  //  élé- 
ments polaires.  Soient 

^())  73,  =  (1,         raj  =  o,  ....         ra/,  =  o 

les  équations  de  ces  It  élénicnls.  Si   l'on  tient  compte  de  (6),  le 
covariant  (./,  doit  s'annuler  identiquement  :  on  a  donc  une  rela- 

(')  Je  (lésipiici-iii  p.ir  la  iioliiliou  (t;,.  K, )  le  plu?  pclil  elcniciil  contenanl  a  la 
fois  K..  el  i;. . 


—  2ri0  — 

lion  (le  la  l'orme 

(7)     (o'i  ïsCT,T7T/,^, -I- ro^ro/,  4..2-i-.  .  .-4- C5/,  ro^/,  (  iiuid  to,,  wj,  ...,  to.,-). 

el  les  lit  exprrssions  de  Pfan'  ra,,  .  ..,  ro^^  doivent  èlre  indépeii- 
daules  (niod  to,,  .  .  .,  (o^),  sinon  le  plus  grand  élément  caractéris- 
lique  serait  à  plus  de  p  —  2/(,  c'est-à-dire  à  plus  de  1  dimensions. 
La  forme  réduite  (7)  montre  que  tout  élément  Hp_i  conte- 
nant în  est  l'élément  polaire  cVun  élément  s^^,  contenant  e,. 
En  ell'et,  soient 

(8)  !^!  =  1:^  =,...= '^^'' 

«1       "2  (l-lh 

les  équations  de  lélénicnl  Sa+i,  celles  de  l'élément  î^  étant 

rrr,  ^  TiTo  =  .  .  .  =  rao/,  =  (i. 

Ij'élément  polaire  de  s,^,  a  alors  pour  érpialion 

(9»  rtira/,+1—  <7/,+,7T7,H--  •  ■+  ni,m,i, —  a 2/,^/,  =  "• 

et  cette  équation  (9^  est  évidemment  l'éipialion  générale  d'un 
élément  IIp_i  passant  par  £,. 

Nous  dirons  que  deux  éléments  IIp  1 ,  llp_,  passant  par  £,  sont 
conjugués  lorsque  les  ileiix  éléments  £04.1,  £,7+1  dont  ils  sont  les 
éléments  polaires  sont  en  involution;  alors  Hp_i  contient  i^^^ 
et  Hp_,  contient  s^+i .  Pour  obtenir  un  élément  intégral  à  n  di- 
mensions, il  suffit  de  prendre  It  éléments  Hp_i  contenant  s^  et 
conjugués  deux  à  deux  ;  ces  h  éléments  permettent  de  réduire  to', 
à  la  forme  (  7). 

19.  Cherchons  à  exprimer  analjliquement  tous  les  résultats 
précédents.  D'abord  pour  obtenir  l'entier  h,  on  peut  chercher  le 
|)lus  grand  élément  caractéristique  t^,  el  alors 

ou  bien  encore  on  peut  remarquer,  d'après  la  formule  (7),  que  h 
est  le  plus  petit  entier  satisfaisant  à  la  congruence 

(10)  co7'+'s=;o  (  mntl  tO|,  (Oj,  .  .  .,  (i)x  ), 
ou  encore  à  lidcntilé 

(11)  UJi  (0)  .  .  .(O.tiu'/""'  =  o. 


—  3:i7  — 


On  voil  (|uc  rcnlicr  li  n'est  aiilrc  cliosc  (luc  l<:  genre  au  svs- 
lème  (ii°  lo). 

On  espriniera  que  rélémciit  à  o  —  i  dimensions 


conlient  £,,  en  écrivant  que  pour  cet  élément  lenlior/;  est  diminué 
d'une  unité,  c'est-à-dire  que  l'on  a  soit 

(  la  I  raio'/'  ES  1)  I  1110(1  (0|,  0)2,  .  .  .,  (Uj), 

soit 

(  1 3  I  coi  (uj .  .  .  tijj  lo'/'  ra  =  o. 

On  exprimera  (|uc  les  deux  éléments  à  s  —  i  dimensions 

ra  =  o, 
m'=  o, 

passant  par  s^  sont  conjugués,  en  écrivant  (|ue  tt^' =z  o  contient 
l'élément  caractéristique  relatif  à  l'élément  ro  =:  o,  c'est-à-dire 
d'après  (la) 

O)'/'"'  Cj'js  o  (m 0(1  (•),.  (Oo.    .  .  .  ,  lu^.,  HT  I, 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(l4)  W|  (Oj.  .  .(ij<(i)'|"     '  TOCj' =  o. 


INTKGRATIO.N    l)i;S    S\STIl.MKS    1)E    i:  Ul  VCTlilUC    Ull. 

20.  Il  se  produit,  au  point  de  vue  do  rintégralion,  un  fait  très 
lemarquabie,  énoncé  et  démontré  par  M.  von  Webcr  ('),  et  qui 
sépare  nettement  le  cas  où  le  genre  k  est  supérieur  à  i  de  celui 
où  il  est  égal  à  i . 

TnÈoniiME.  —  Si  II  est  supcrieui-  ii  I.' imite,  le  syslèinc  dérivé 
est  complètement  intégrable. 

Supposons  que 

{  l")  )  W,  =  Wj  = . . .  =  tu.,  =  o 


'  )  Loc.  cit. 


-  ^."iS  — 
soil  le  s\slcine  dérivé.  On  a  alors,  par  délinilion, 

tOj  ^  103  ss . . . î=  lOj  Bs  o         (mod  (ij|,  (1)2;  .  ..,(>),,■). 
Il  résullc  de  là  que  l'on  peut  écrire,  par  exemple, 

(  I  (')  I  (o'o  ï^  toj  y  (  inoil  loj,  (03,  ....  0),), 

y  élant  une  combinaison  linéaire  de  o),,  ttt,,  ...,  m, h.  Si  nous 
prenons  les  dérivées  des  deux  inemijres  de  la  congruence  (i<)) 
en  remarquant  que  la  dérivée  du  premier  membre  est  identi- 
quement nulle,  nous  obtenons 

(o'i  y  —  /'(Disso         (  inoil  (Oo,  ...,(o.,.;   (m'.,.  . . . ,  oi],  ), 

et,  (I  foi-liori, 

(i-)  (o'i  y  î^  0         (mod  (1)1,  (Oj,  . . . ,  (ijj  ). 

Cela  étant,  si  y  était  indépendant  de  w,,  la  congruence  (1 7) 
entraînerait  (  11"  1  i) 

(ij'j-  r^  0        C  mod  (i>i,  1U2,  . . . ,  w,,), 

et  le  genre  //  serait  au  |)lus  égal  à  l'unité,  ce  cpii  est  conli-aire  à 
l'Iijpolhèse.  y  ne  dépend  donc  que  de  (t)|  cl,  par  suite,  la  con- 
gruence (16)  se  réduit  à 

(o'j  ;^  o  (  1110(1  (1)2,  (0.1 (o.( ). 

Le  raisonnement  fait  pour  too  est  valable  pour  d);,,  ....  Ms  cl  I  on 
arrive  finalement  aux  congruences 

(o!,  ^3  (o',  -:^.  .  .^^  (o!,;?î  o  (  iiuxl  (Oo,  (ua,  . .  .,  (o,<), 

qui  démonirent  la  proposition. 

21.  (jcla  étant,  voici  commcnl,  dans  le  cas  /;  >•  i ,  on  inlégix'ra 
le  système.  On  commencera  par  intégrer  le  système  dérivé,  ce 
qui  donnera  par  exemple 

(18)  yi=ii\,        J-2  =  "a,  •••-        Jl'.<-i  =  ".«-I, 

les  y  désignant  s — i  fonctions  indépendantes  des  variables  et 
les  a  désignant  des  conslantcs  arbitraires.  En  tenant  compte  alors 
de  (18),  il  reste  à  intégrer  une  seule  équation  de  l'faH' 


-  2o9  - 


(0,"^'  =  0 


(  11111(1  (0,  ). 


On  appliquera  la  ihéorie  bien  connue  du  problème  de  l'I'all' 
qui  nous  esl  d'ailleurs  fournie  par  les  considéralions  géométriques 
précédentes.  Les  équations  de  Plall"  qui  délinissent  l'élément  s, 
sont  complètement  intégrables;  on  en  cherchera  nne  intégrale 
première 

(i9~)  :;i  =  ciiiisl. 

au  moven  de  l'équation  (i8) 

(20)  <-<J,Ol\''  t/zi~o, 

z,  élant  une  foiiclion  inconnue  îles  vanaliles.  Celle  inlégraic 
étant  trouvée,  si  l'on  Lient  compte  de  (  i  ()),  le  genre  de  ri'inialioii  m, 
est  diminué  d'une  unité;  on  cherchera  une  intégrale  première 
z-,=  const.  de  l'équation 

(0,(u',''-'  c/zi(/z,=  o, 

et  ainsi  de  suite.  On  aura  de  proche  en  proche  h  intégrales 

(■2f)  ;i=i''i,  Z,=  l/-.,  ...,  Zl,  =  hu, 

telles  que  les  //  éléments 

(/^i  =  o,         dzi=  o,  ...,         tfz/,=  o 

contiennent  £,  et  soient  conjugués  deux  à  deux,  l-ln  tenant 
conipte  de  (v- ij  on  aura  aloi's 

(o',  ^î  o         (iiiod(0|\ 

c'est-à-dire  que  l'équation  (.),  =  o  deviendra  coniplèlcnKiit  iuté- 
grable,  c"est-à-dire  réductible  à  la  forme 

Autrement  dit  l'éfpialion  (.),  =  n  pourra  s'écrire 
^-/-^i  — /"i  chi—p.i/z,  —  . ..  —  /'/,  <lzi,  —  o, 
où  le>  i-li  -~-  1  (juanlilés  ;,.  /h  son!  iuih'peiuhintc». 


—  ^2(10 


Fiiialemcnl,  le  sysU'ine  donne  est  irclucliblc  à  la  J'oiinc 
dy\     =  o, 

f//,      =  o, 


àzn+\  —  l>\  dzi  —  .  .  .  —pu  (Iz/,  ■ 


:/,+i ,  p 


p/,  sont  s 


tblcs 


ou  y,,  ...,  j,v-,,  :■^ 
indrpcn  do  n  1rs. 

On  dt'diiil  facilcnieiU  de  celle  lornu'  l'inlégralc  gcni'rttte  du 
syslème;  s'il  y  a  des  caraclérisliqiies,  on  les  obtient  en  égalaiil 
à  des  constantes  arbitraires  les  5  +  2/*  variables  j',  z,  ji. 

\a  réduction  du  système  à  la  foime  canonicpie  (-^2)  exige  .v  +  h 
opérations  d'ordres 

s  —  T ,     .<  —  ■». ,      . .  . ,     2 ,      I  ;     'ih  -.-  \ ,     xli  —  I ,      . .  . ,     ■) ,      I . 

!22.  Cas  où  II  est  égal  «  1 .  —  Dans  ce  cas  une  réduction  ana- 
logue est  en  général  impossible.  Si  p  est  su])érieur  à  2,  il  y  a  des 
caractéristiques  à  p  —  :i  dimensions  et  n  est  égal  à  p  —  i.  L'inté- 
grale générale  se  ramène  à  des  équations  différentielles  ordi- 
naires. Le  mojen  le  plus  simple  de  procéder  est  le  suivant  : 

On  cherchera  une  intégrale  première  des  équations  des  carac- 
téristiques (s'il  n'j"  en  a  pas,  on  prendra  une  (onction  quelconque)  ; 
soit 


(■23) 

elle  est  Iburuic  |)ar 

ou  encore  par 


(2.1) 


)',  dz  ss  o         (  nuiil  W|,  loj.  .  .  . ,  (O,) 


(1)1  (Oo  .  .  .(■)((•)',   i/z  =  o. 


lin  tenant  compte  alors  de  (a^),  le  système  devient  complè- 
tement intégrable;  il  admet  s  intégrales  premières  indéjiendanlcs 
fournies  par  le  système  complet 


Soient 


(y  I  (0  2 .  .  .  (0  j  (//  =  u . 


—  ifil  — 

Alors  cela    signiHe  que  le  svslèmc  tlonnc   est   rétlucliliie  à   la 
l'onne 

;  .•/;,  —  »,  (/:  =  o, 

,    .  clz.—  ii,d:.  =  o, 

(   ,/-,—  ((,  r/;  =  o. 

et  11  V  a  •'.  .S  +  I  —  (.S'  +  2)  =  .s  —  i    rela lions  cnlrc  ;,  z,,  . . .,  ;,., 

"1  )   •  •  -l  "s- 

Finalement  l'intégiation  du  système  revient  à  celle  du  système 
d'équations  dilTérentielles  ordinaires 

("■  (- -S if)- 


)26) 


On  peut  se  donner  arbitrairement  une  relation  entre  z,  z ,  z,. 

Dans  certains  cas  particuliers,  le  système  est  susceptible  d'une 
forme  canonique  simple;  mais,  ])our  ne  pas  trop  sortir  de  notre 
sujet,  je  renverrai  sur  ce  point  au  Mémoire  déjà  cité  de  ^I.  von 
Weber. 

CHAPITRE  III. 

LES  SYSTinrES  nE  cAn\CTt;uE  flcii.r. 


23.  Soit 


M. 

LE    SÏSTÈME    DKRtVi:. 


irn  svslème  de  caractère  deux.  Le  système  di'/iié  est  alors  au 
plus  Cornié  de  5 —  2  c<piations  indépendantes.  Cherchons  (raboni 
dans  quel  cas  il  contiendrait  moins  de  s  —  a  équations,  autrement 

dit  dans  quel  cas  les  s  covariants  t./,,  ojI, ('),  seraient  lies  par 

moins  de  s —  2  relations  linéaires  (mod  (0|,  . ...  <o.,). 

Supposons,  pourlixcr  lus  idées,  que  l'un  n'ait  aucune   rilalicm 


iC-î 


de  la  formo 

(  i  )  "l<"l  -^  !I«m'->  +  "3W3  =  <>  (  l'I'"'  '"I,  <''J.   •  •  •)  '".>■)) 

soil  h  le  genre  niiiiirmim  de  l'expression 

«1  (o'i  -f-  u-,où  +  "303  (  iiiod  tO|,  . . . ,  to,V 

Nous  jioiivons  alors  supposer  (pie  l'on  a 

(3)  (.)'/"-'  =  o         (  miid  (o,,  wj,  . .  .,  i.j,  1, 

et  pour  aucun  svslème  de  valeurs  des  (/  on  n'a 

(  «1  tu',  -i-  ti,  to  j  -+-  11301'.^  )''^^  o         (  inod  iO|,  10,,  .  . . ,  lUj  ). 

Cela   rlsLDl,  stipposo/)s  d'tibord  <iur  h  est  cfial  à   1;   on  peut 
alors  niellre  (.)'.  sous  la  forme 


I  I  I 
soil 

(5) 


iriTj  (  iiiod  tO],  tuo,  .  .  . ,  (■)(  I 


1  l....,p 

1  i.A 


(  niod  t.),.  (.),, 


D'après   la   dcfinilion  du   caractère,  tous  les   délerniinanls  du 
troisième  degrc  de  la  matrice 


(6) 


^"i.ra,      2^ii,i^i      ^".uT^i      ...        >]<fp,n/ 


doivent  être  nuls,  qnels  que  soient  bt,,  ro^,  .  .  .,  ra,.  Il  résulle  en 
particulier  de  là  que  tous  les  déterminants  du  second  degré  de  lu 
matrice 


(7) 


y^  «3,777,  ...  2^"?'^' 

^/.3,TT7,  ...         ^ùç„Wi 

loivcnl   élre   idcnlicjucnienl   nuls.    D'iiprè»  uu  raisonncmcnl   l'ail 


pour  les  syslèines  île  caraclère  ///;,  cela  ii'csl  possliilc  (|m'  de  (ioux 
manières. 

Ou  bien  les  élémenls  île  la  (Iciivièiiic  lij;iie  île  la  nialrice  (-) 
sont  proportionnels  à  ceux  île  la  première  ligne,  ce  ipii  ciilraiiic 
des  relations  de  la  forme 

^3(—  l"ii=  h.,i—la,i^...=  l'f,i—  /"(,,■  =  o         ((■=  I,  2,  .  .  .,  p); 

mais  alors  le  covarianl  (o ,  —  /(o',  a  tous  ses  coeHiclenls  nuls,  sauf 
celui  de  T^iroo,  et  l'on  a,  par  suite,  une  congriieuce  de  la  forme 

ce  qui  est  contrains  à  lli^pothèse. 

Ou  bien,  et  c'est  par  conséipient  la  seule  livpollièse  possible, 
il  existe  des  relations  de  la  forme 

1    ^rtii'"!  "  f;  ^  «ii^h           ^  bami  =  /•,  ^  63,'^/, 
(8)  • 

en  supposant,  par  exemple,  ijue  tous  les  ii,ii  ne  soient  jias  nuls. 
Mais  ces  formules  montrent,  en  faisant  dans  les  seconds  membres 
/  =  3  et  cliercliant  dans  les  premiers  membres  les  coefiicients 
de  ro,,  (jue  Ion  a 

«13  =•  ■  ■=  f'j;3  =  o,         /'is  =■  ■  ■=  ^P3  =  o; 

par  suite,  dans  les  élémenls  de  la  matrice  (^)  il  n'entre  que  ra, 
et  T^<;  de  plus,  les  équations  des  élémenls  caractéristiques 

/  BT,    =  o, 


(9) 

«2ira,-f- rr,3ro3  +  .  .  .^  rtoprap  =  1 


I     /)|2ro,-r-  6,3^3-^.  ..-+-  6,pTÎTp  =  o, 
\     621^1 -^  £231713 -^.  .  .-^  iapTOp   =:  o 

se  réduisent  à  trois  seulement,  à  savoir  : 


(10) 


cjj —  /jCTi  — .  .  .—  /prap  =  o. 


Dans  ce  cas,  si  p  est  supérieur  à  k\,  le  système  admet  un  clé- 
ment caractéristique  à  p  —  3  dimensions. 

La  réciproque  esl  d'ailleurs  évidente,  parce  qu'alors  on  ])eut 
s'arranger  pour  avoir  des  congruences  de  la  rornic 


(■■) 


W  1   =  TÎTi  TïTj 
dj-i   ^  HTl  TÏT3 

to',     E^   () 


fmofloj,,  0.0,  ...,(.).,). 


eL  l'on  a  nianifeslement  S|  =  2. 

2i.   Prenons  maintenant  le  cas   où  li  est  supérieur  à  l'unilé,  et 


('■>•) 


i  77!,  ro,  -^  •  •  •  -l-  ^ill-i  ^2/1 

«,7, 7rr,iTn. 


(  iilod  <U| 


,  (0.,), 


^^^^-'^'-^ 

on  a  alors  forcément  ^^  ih^  sinon  l'écpiation 

(  (1)2   ^'K^l)''  =  O) 

équivalente  à   une  équation  de  degré  /(  en  ),,  admettrait  au  moins 
une  racine,  ce  qui  conduirait  à  une  contradiction. 
Cela  étant,  formons  la  matrice 

mo  — rai         ...  ^2/,  • — rao/,_i  o  ...  o 

^«i/ra,    ^«21  ra,-     ...     ^02/,-i.,ra,-    ^n2/,,,ra,-     ^«2/,+,.,^,     ...      \«p,nT,- 

yi^'iira,     Vi5,.m,      ...     ^/;oA-i./ra,-    V/^„;,,.ra.     ^ /;,/,+,,,- m,     ...      "^^j/ra,- 

Tous  les  déterminants  du  troisième  degré  de  cette  matrice  doi- 
vent être  nuls  et,  par  suite,  tous  les  déterminants  du  second 
deeré  de  la  matrice 


(14  ) 


Vn2A+i,,ra,       ...       2Li":-'^' 


I 


-  2G'i  — 

Eu  raisonnant  comme  lont  à  riiciirc,  on  voit  f|uc  les  olémenls 
(le  la  deuxième  ligne  de  celte  matrice  ne  peuvent  pas  être  pro- 
portionnels à  ceux  de  la  première,  sinon  il  v  aurait  un  covariaiU 
tel  que  w'^  —  /w'j  ne  dépendant  que  de  ro,,  m.j,  .  .  .,  irs.,/,,  et,  par 
suite,  il  existerait  un  coefficient  i>i  tel  que 

(tu'j  —  Im'.,  —  nioi[)''  ^  o         (moil  w,,  ....  to,,), 

ce  qui  est  contraire  à  l'Iiypothèse. 

Il  faut  donc,  comme  dans  le  cas  de  /t  =^  i,  que  tous  les  coeffi- 
cients 

"■111  +  1,111+ jl       f>i/i  +  :\2/,+.> 

soient  nuls  et,  de  |)ius,  par  une  siihstitiition  linéaire  coiivenaMe 
efl'ecluée  sur  les  m,  un  peut  fain-  en  sorte  (|ti"il  n'y  ait  pas  de 
termes  en  rn-2/,_^._..  .  .  . ,  m^. 

Cela  étant,  les  coefficients 

^l.?/i+li        f'2.ih+l,        ■■■■       f'i/,,!li  +  t 

ne  sont  pas  proportionnels  aux  coefficients 

"l,l/,+  l-        '''•2,-2/l  +  n         ■••1        «2/(,2/l+li 

sinon  on  reloniherail  sur  la  première  hvpotlièse.  Supposons,  i)ar 
exemple,  que  l'on  ait 

"l,2//  +  l  {'■>,-2/i-i-l—  "l.l/i  1  I  hl,'>li  +  t.  r^  "■ 

Prenons  dans  la  matrice  (i.î)  le  tléterniinant  formé  des  trois 
premières  colonnes;  dans  ce  déterminant,  le  coefficient  de 
^■,''^',/,+\  ^^t  précisément  la  quantité 

(t\,îi,+\  l>i,iii+i  —  "2,2A+i  /'iri/z+i  ; 

il  est  donc  impossible  que  ce  délerminanl  soil  nul. 

Nous  voyons  donc  que,  dans  le  cas  où  k  est  supérieur  à  i ,  trois 
fpielconqucs  des  covarianis  m\,  o)!,  ,  .  .  .,  o)^  sont  liés  par  une  rela- 
tion linéaire,  autrement  illl  (pu-  le  système  dérivé  est  formé  tlo 
.V  —  2  équations. 

Nous  arrivons  donc  au  lliéorènie  sulxanl  : 

TuKouiiMR.  —  Le.  sysli-me  (/(■/■i\'t''  cl' un  systrine  de  l'fi'J)  <l<' 
%  ('f/ Il  a  lion. s  à  variablex  et  de  cavaclère  deux  est  formé  de  s  —  :'. 
équations.  Il  ii'ja  quhiiie  exception,  lorsque  le  système  admet 

.\.\IX.  l!^ 


—  2CC  — 

un  élétnenl  caractérisliqiie  à  r — s — '^  dimensions;  alors  fe 
système  dérivé  peut  contenir  s  —  '.'>  rrjuaiions  seulement. 

25.   Cas  oii  le  système  dérivé  est  formé  de  s  —  3  équations. 
—   On  a  dans  ce  cas  les  formules  (i  i)  déjà  écrites 


(il)  J        i  -      >  (inod  (.),,  (.),,   .  .  .,(0,.). 


Si  0  =  ;•  —  s  est  égal  à  3,  il  n'v  a  pas  d'élémcnl  caraclérislique 
et  la  fonnule 

/■  =  s  +  .9,  -i- .  .  . -(-  «„ -r-  « 

inonlre  que  Ion  a 

n  —  \,  .«  I  =  9 . 

L'intégrale  générale  est  à  une  dimension  et  dépend  de  deu\ 
fonctions  arbitraires  d'un  argument.  On  peut  regarder  le  sys- 
tème (il)  comme  un  système  de  5  équations  différentielles  ordi- 
naires à  s  H-  2  fonctions  inconnues,  et  l'on  peut  prendre  arbitrai- 
rement deux  de  ces  fonctions  inconnues. 

Si  0  = /•  —  s  est  supérieur  à  3,  il  j  a  des  caractéristlrpies  à 
p  —  3  dimensions  et  l'on  a 

7i  =  p  — -i,        .«i  =  ■>.,         s,  =  ...  —  i„  =  o. 

Pour  avoir  les  caractéristiques,  on  cliercliera  deux  intégrales 
premières  du  système  qui  les  détermine  et  alors,  en  égalant  ces 
intégrales  premières  à  des  constantes  arbitraires,  le  système 
donné  deviendra  complètement  intégrable.  Il  suffira  de  l'intégrer 
pour  avoir  par  différentiation  la  dernière  intégrale  du  système 
des  caractérislif|ues.  Celte  méthode  exige  5 -f- ?.  opérations 
d'ordre 

.V  -)-  i,     .ç  -1-  ■>  :     s,     s  —  1 .  . . . ,  7,  I  ; 

elle  permet  do  mettre  le  système  sous  la  forme 

(   c/;,—  H,  tir   -  c,  oy  =  o, 
,    ,  1  dz, —  Il ,  (l.r  —  i',  f/i' =  o, 


ol    il   l'xislca.v — i    icliilions  oiilre  ./■,    )',  ^i.  ....  r,,  // ,  «,, 

(•,,  .  .  . ,  Cf  Les  équations  des  caraclciisLi(|iics  s'()l)liennciil,  jinr 
exemple,  en  égalanlà  des  conslanles  x,  y,  :,,  ...,  z^  cl  (/,,  >i  //, 
est  indépendant  des  variables  précédentes. 

Une  fois  le  système  mis  sous  la  forme  (i:j),  on  est  ratiiciié  au 
cas  où  p  est  égal  à  3,  c'est-à-dire  à  des  écpiatioiis  dillérculiclles 
ordinaires. 

VII. 

;•  —  .« 

LES   SVSTli.MES    POLIl    LESQUELS    H    EST    SUPEUlEliR    A    . 

26.  Nous  pouvons  maintenant  nous  borner  à  étudier  le  cas  gé- 
néral où  le  système  dérivé  est  formé  de  x  —  a  équations,  que  nous 
supposerons  cire 

(16)  l-Oj    =  (ij..    =  .  .  .  =    OJj   =   (1. 

INous  allons  tl'ahord  démontrer  un  lliéoréme  très  imiiortaiil, 
qui  est  d'ailleurs  valable  dans  le  cas  parliculicr  pri'cédemmenl 
étudié. 

THKOiiiiArE.  —  Si  V intrgrale  gcurrale  d'un  systrmc  de 
PJaff  de  caractère  deux  est  à  n  dimenxioiis  et  si  la  différence  o 
du  nombre  r  des  variables  et  du  nombre  s  des  équations 
est  inférieure  à  -m,  le  système  admet  des  caractéristiques  à 
in  —  p  dimensions  au  moins. 

Soit,  en  cflV't,  E„  un  élément  intégral  />o/i  singulier  à  n  dimen- 
sions; il  n'est  contenu  dans  aucun  élément  intégral  à  n -\- \  di- 
mensions, l'renons  un  élément  linéaire  intégral  E,  non  contenu 
dans  E„  ;  le  lieu  des  éléments  intégraux  en  involution  avec  E,  est 
lin  élément  \\n_i  qui  coupe  E„  suivant  un  élément  à  n  —  a  dimen- 
sions au  moins;  il  ne  contient  d'ailleurs  pas  E„  tout  entier,  car 
l'élément  (E„,  E,  )  serait  intégral,  ce  qui  est  contraire  à  l'Iivpo- 
llièse. 

Il  n'v  a  donc,  (pie  deux  cas  possibles;  Wrj  ■<  eoiipe  E„  suivant 
«n  éb'menl  à  /(  —  1  ou  n  —  ■>.  ilimensions. 

Si  Hp_.o  coujie  E„  suivant  un  élément  £„_|  à  n  —  i  dimensions, 
cet  élément  intégral  £„_,  est  en  involution  avec  tous  les  éléments 
linéaires  contenus  dans  le  plus  pclil  élément  E,,^,  contenant  à  la 
fois  E„  cl  E, . 


Si  llp-2  coiipu  li„  siiiv.inl  lin  ch'meiil  (iiilôgial)  î,,^^  à  /;  —  2 
dimensions,  par  l'élément  intégral  {s„_-2.  K,)  il  j)asse  au  moins  un 
clément  intégral  à  n  dimensions  EJ^  ;  cet  élément  E^,  ne  peut  pas 
avoir  avec  E„  d'autre  élément  commun  que  e„_2,  E),  étant  néces- 
sairement contenu  dans  Hp_2  ;  par  suite,  l'élément  (E„,  E),)  est  à 
/>-{-/)  —  (/i  —  :))  =  /i  4-  2  dimensions,  soit  E„^.2,  et  £„_n  est  en 
iiivolulion  avec  tous  les  éléments  linéaires  de  E„  et  de  E^^,  c'est- 
à-dire  de  E„^.2. 

Dans  les  deux,  cas  on  trouve  donc  un  élément  intégral  î„_,- 
situé  dans  E„  et  un  élément  non  intégral  E,,^,-  contenant  E„,  tels 
que  ;„_,■  soit  en  involulion  avec  tous  les  éléments  linéaires  de 
E„+,  ;  i  a  l'une  des  valeurs  i  ou  2. 

27.  Supposons,  d'une  manière  générale,  que  cette  proj^nélé 
ait  lieu  pour  une  certaine  valeur  de  i;  si  n  -\-  i  est  égal  à  p,  n  —  i 
est  égal  à  2 /;  —  p  et  le  théorème  est  démontré.  Si  n  -\- i  est  infé- 
rieur à  0,  je  dis  que  la  [iropriété  peut  èlre  étendue  à  une  valeur 
de  i  supéiieure. 

Prenons,  en  elTet,  en  dehors  de  E„_,.,  un  élément  linéaire  in- 
tégral non  singulier  E',  et  l'élément  Hl..,,  lieu  des  éléments 
linéaires  intégraux,  en  iinolution  avec  E, .  Si  Hp_,  a  avec  £„_, 
un  élément  commun  à  n  —  /  —  i  dimensions,  c„_,_,,  cet  élé- 
ment, contenu  dans  E„,  est  en  involution  avec  tous  les  éléments 
linéaires  de  E„_j.,-  et  avec  E',  et,  par  suite,  avec  tous  les  éléments 
linéaires  du  plus  petit  élément  E„^,_^,  contenant  à  la  fois  Eh+( 
et  E'|.  Sup|)osons  maintenant  que  Hl  ,  n'ait  en  commun  avec 
s„_,  tpi'un  élément  c„_,_2  à  n  —  i — 2  dimensions,  alors  H'p_2 
n'aura  nécessairement  en  commun  avec  E„  qu'un  élément  H,,  -, 
;,  „  —  2  dimensions;  de  plus,  H„_2  n'a  en  commun  avec  £„_,-que 
l'élément  £n_/_2,  de  sorte  que  le  plus  petit  élément  contenant 
H„_2  et  £„_,■  est  à  {n  —  2) +  («  —  /)  —  ("  —  i  —  2)  =  n  dimen- 
sions, c'est-à-dire;est  précisément  E„.  Cela  étant,  par  l'élément 
intégral  (H„  «,  E',)  il  passe  au  moins  un  élément  intégral  à  n  di- 
mensions E;,,  et  E]|/n'a  en  commun  avec  E„  que  H,,^,.  .Je  dis  que 
Vélémcnl  (EJ,,  E„+,)  csl  à  /;  +  j  +  2  diniensions.  Si,  en  cHet,  il 
n'était  qu'à*/;  +  J  +  i_d''ncnsions,  EJ,  aurait  en  commun  avec 
E„^/  un  élément  à  /( -t- (/( -r /)  —  ("  + '■+')  =  "  — '  dimen- 
sions, Cornié    par  suite  de    H„_2  et  d'un  élément  linéaire  E'j  situé 


dans  E„+/,  mais  non  dans  E„.  Mais  alors  E,  serait  en  invoiulion 
avec  î,i^i  (comme  silué  dans  E„+,)  et  avec  H„_2  (comme  faisant 
partie  avec  l\„_->  d'un  même  élément  intégral  E'„);  donc  E",  serait 
en  invohition  avec  l'élément  {t„+i,  H„_o),  c'est-à-dire  avec  E„  ; 
autrement  dit  l'élément  (E„,  E',)  à  h -i- i  dimensions  serait 
intégral,  ce  qui  est  contraire  à  Fliypothèse  faite  sur  E„. 

Il  résulte  donc  de  ce  qui  précède  que  l'élément  (E^^,  E„+,)  est 
à  «  -|-  « -I-  2  dimensions,  soit  E„_^,-^o.  De  plus,  î„_,_n  est  en  invo- 
'hition  avec  tous  les  éléments  linéaiies  de  EJ^  (l"'  est  un  élément 
intégral  contenant  t,i-i--i)  et  avec  tous  les  éléments  linéaires 
de  E„4.,- (puisque  £„_,_•.  est  contenu  dans  £„_,);  doue  i„_U2  est 
en  invoiulion  avec  tous  les  éléments  linéaires  de  E„_,_,_,_o. 

La  propriété  supposée  pour  i  est  donc  vraie,  soit  [)our  /  4-  i , 
soit  pour  i  -i-  -2. 

Il  résulte  enfin  de  là  que  la  ])ro|)riélé  est  vraie  pour  /  =  p  —  /', 
c'est-à-dire  quil  e.ris/c  an  moi/is  an  élément  intégral  s-2/i-p  ''" 
involiition  avec  tous  les  éléments  linéaires  intégraux  et  par 
suite  caractéristique. 

28.  On  peut  encore  énoncer  ce  théorème  sous  la  forme  sui- 
vante : 

Si  un  système  de  caractère  deux  n  'admet  pas  de  multiplicités 
caractéristiques,  l'excès  0  du  nombre  des  variables  sur  le 
nombre  des  équations  est  au  moins  égal  ait  double  in  de  la 
dimension  de  l' intégrale  générale. 

A'ous  supposerons  dorénavant  que  les  sjstèmes  dont  nous 
nous  occupons  n'ont  pas  d'élément  caractéristique,  cl  que  I  nu 
a  par  suite 

p  ^an. 

VIII. 

I.KS    SVSTKMKS    SVSTATIQIKS. 

29.  Considérons,  tians  un  système  sans  élément  caractéristique, 
un  élément  linéaire  intégral  non  singulier  E,  ;  si  tous  les  éléments 
intégraux  à  n  dimensions  qui  contiennent  E,  ont  en  commun 
un  élément  à  deux  nu  plus  de  deux  dimensions  (contenant  E,  ) 


le  système  sein  dit  s\  slatl(|iic.  On  voit  (|U(:llc  csl  la  piopriclc 
correspondaiile  des  iniilllplicilés  intéf;niles  M,,  d'un  système  sv- 
slalique. 

Toutes  les  intégrales  Af„  qui  /tassent  par  un  point  non  sin- 
gulier, et  ont  en  ce  point  une  même  tangente,  ont  également 
en  commun,  en  ce  point,  une  multiplicité  plane  tangente  à 
deux  dimensions  au  moins. 

L'Iiypollièse  faite  revient  encore  à  la  snivante.  Dans  l'élément 
))Iun  lIp_o,  lieu  des  éléments  linéaires  intégraux  en  involution 
avec  E|,  il  y  a  au  moins  un  autre  élément  linéaire  E',  en  involution 
avec  tous  les  éléments  linéaires  de  H„_2,  c'est-à-dire  f|ui  soit 
caractéristirjue  pour  Hp_2. 

L élément  t  caractéristique  de  Hp_2  est  au  plus  à  deux  di- 
mensions, car  si  c'était  un  élément  s,  à  trois  dimensions,  un  rai- 
sonnement idenlicjue  à  celui  fait  tout  à  l'heure  (n°'  2G  et  27) 
prouverait  l'existence  d'un  élément  à  trois,  deux  ou  une  dimen- 
sion e,  en  involution  avec  tous  les  éléments  linéaires  intégraux  et 
par  suite  caractéristique,  ce  qui  est  contraire  à  l'iiypothèse. 

Donc,  pour  un  svstème  systatique,  tous  les  éléments  linéaires 
intégraux  en  involution  avec  E|  sont  également  en  involution 
avec  un  élément  Eo  contenant  E,,  mais  ne  le  sont  avec  aucun 
autre  élément  situe  en  dehors  de  E^. 

30.  Désignons  (dans  l'élément  llp,  lieu  des  éléments  linéaires 
intégraux)  par 

(17)  T7!|  =  CT,  =  O, 

les  équations  de  Hp_2,  et  soient 

(18)  ro,  =  ^2=  71  =  ..  .=  7p_i  =  o, 

les  équations  de  l'élément  E^  caractéristif|ue  |)our  Wn^i- 

Soient  enfin  0,  et  Oo  deux  expressions  de  Plall' formant  avec  ra,, 

TTi...   y,,    ...,   y^_v   uu   système  de   'j   expressions    indépendantes 

eiilrc  (Iles  et  indépendantes  de  (i)|,  too,  .  ..,  i.),. 

Si   dans  (o^    c'I   d)',    l'on  inirodiiil   les   écpiations  (17).   <'>',   et  (•).', 

doi\enl  se  réduire  (inod(0|,  ..  .,  (o.,)  à  des  formes  du  second  degré 


-  -271   - 
en  y  I ,  .  .  .,  yp_i,  de  sorte  ([iic  Ion  a 

|i3a,,'''i''i+^i2'"i^'2-l-3[2i'ï',0,-t-a22ra>0.i-i-XTn,!;j2 

(  H)  )         ' 


-+-  ra,^  ^i'I.i-^  CTjN^  /;;,y,  .J-X     hikji/k- 

Si,  enfin,  les  é(jualions  de  E,  sont 

ra|  =  rrr,=  -/,  =  ...=  7p_v=  0,=  o, 
les  deux  expressions 

ai|Tn,-t- a»ira2,      pnrai^^^ira» 
sont  indépendantes,  puisque,  égalées  à  zéro,  elles  doivent  donner 

Cela  étant,  on  peut  d'abord  simplifier  les  formules  (ig).  Dési- 
gnons par  to,  et  to.,  ce  que  deviennent  les  seconds  membres  quand 
on  j  annule  tous  les  y  ;  ce  sont  des  expressions  diUerenlielles  à 
quatre  variables  m,,  ro^,  0(,  O2  et  elles  ne  se  réduisent  pas  à  trois, 
parce  qu'alors  le  système  admettrait  un  élément  caractéristique  à 
une  dimension.  Déterminons  les  coefficients  »,  r  de  manière  que 
Ton  ait 

(■iO)  («(.)',  +l'(o'o)"  =  o, 

ce  qui  donne  en   -   une  éqtialion  du  second  degré  admettant  au 
'  Il  ' 

moins  une  racine. 

Si  l'équation  (20)  ailmet  deux  racines  inégales,  on  peut  tou- 
jours, par  une  substitution  linéaire  sur  o),  et  to..,  supposer 

(•j'|-    =  (u'j-  =  o. 

Alors  10',  est  réductible  à  la  forme  FI,  IL,  soil 

K>\  =  I  X|in,  -f-  ÀoTTTo-t-  ;ji|  0,-T-  \x,^)i)  I  À,  'Tt,  -7-  \',-m-.  -+-  |i',  fli-t-  ;Ji'2''2); 

mais  les  formules  (if))  monlrenl  que  a,  <i'..^  —  \'-^\'-\  ^*^  nul,  et  1  on 
peut,  par  suite,  suppose  e 

;jii  =  1^2  =  o  ; 

nous  pouvons  alors  prendre  Aira,  -+- Ajraj  comme  nouvelle  expres- 
sion ra,    et  a',  TO,  + /.!,n3o-f- ;a'|'J| -f- a!,9;;  comme  nouvelle  exprès- 
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sion  0,  (car  si  jj.',  et  [x.,  élaienl  nuls,  il  n"_v  auraitdans  lo',  ni  terme 
en  G,  ni  terme  en  0^  et  a,,  el  an,  seraient  nuls).  Donc  on  ]icut 
supposer 

fie  même 

(o',  =  raj  0  0 , 

les  quatre  expressions  m,,  tïïo,  0,,  0^  étant  nécessairement  indé- 
pendantes. 

Finalement,  en  prenant  0,  +^  f'i'/J'  ^^2+^]^'/'/,'  comme  nou- 
velles expressions  0,  et  6j,  et  clianf;eant  un  peu  les  notations,  il 
vient 

l     OJ,  ~  T7T,C|  -^  TTIj^  "i'/j^    \  "''•/.'/.'■ 

I  ■>!)    <  (mo(ho,,(.j2,  ....  (o,). 

I   u)  .i  ES  ra,  0..  +  m,  X    bjyi-i-^    li//,  y  ,•  /  /. 

Si  mainlenantréquation  (20)  admet  une  racine  double,  on  peut 
supposer  que  c'est  c  =  o  ;  de  sorte  que  Ton  a 

<u',-  =  10',  (O2  =  o; 

on  peut  alors,  comme  tout  à  l'heure,  mettre  w',  sous  la  forme 

w',  =  m,0,, 

et,  par  suite,  comme  on  a 

to'i  al'.,  =  [i»-:  ^1  't  I  '"i  "2  =  ^, 

pj2  PSt  nul,  el  l'on  a 

w;  =  T;T,(,''i,,e,-+- (i,oO,H- [iTTT,) -H  ^21^,0,  ; 

[j.,,  n'est  certainement  pas  nul,  sinon  co',  et  10',  ne  dépendraient 
(jue  des  trois  expressions  ro,,  fJ,,  3|2&2+  j^ro^.  En  prenant  alors 
piiCTo  pour  nouvelle  expression  ro^  et  pi  1  9(  +  ^12^2+ fi^^a  pour 
nouvelle  expression  0^,  on  arrive  à 

(o'i  =  Toi  Oj, 


-  -2-3  - 
et.  après  des  nioilificalions  évidentes,  aux  formules 

\  m',  =  7TT|  0,-^  Tn,  ^    "i/i-t-^    fi/.'/r/k 

(î'i)   *  (  inodiu,.  .  .     (Oj). 

I   Oj'j  ;:^  rai  O2-!- moO, -1- 732     »    ir/i-h^    l>ik'/i/k 

31.  Dans  les  deux  cas  exprimés  ])ar  les  formules  (ai)  et  (22), 
les  seconds  membres  où  l'on  fait  ro,  =77î2=o  ne  peuvent  pas 
s'exprimer  au  moyen  de  moins  de  p  —  !\  variables;  autrement  dit, 
les  équations 

l  ^""'7'=^  «2r/,-  =  ...=^''p-i,//,  =  o, 

entraînent 

/,  =  /.=...=  /p-.=  o; 

autrement  dit  les  2(0  —  4)  premiers  membres  des  équations  (aS) 
sont  liés  par  p  —  4  relations  linéaires. 

Cela  étant,  examinons  d'abord  le  premier  cas  où  l'on  a  les 
formules  (21).  Nous  allons  prendre  un  élément  linéaire  intégral 
arbitraire  E, 

ro,  m,  /p-'-         'Il  ''2 

ra','         ro','        '  '  '        /o'-i         "'1         "2 

et  exprimer  que  pour  l'élément  Hp_2  correspondant  il  existe  un 
élément  caractéristique  à  deux  dimensions. 
Les  équations  de  Hp_2  sont 


I  titS  Oo— O^ra, —  >    ^,/"ra,  +  TOj^    l'il.i  —  ^    ^'l-'/jy.\~  "• 


On  peut  tirer  de  ces  équations  G,  et  62  en  fonction  des  ra  et  des  y, 
et  en  portant  alors  dans  w',  et  to'.,  il  vieni 


On  aura  les  élénienls  caractérisliques  pour  Hp_2  en  égalant  à 
zéro  les  dérivées  partielles  des  seconds  membres  des  équations (25); 
de  sorte  que  ces  ■i(a  —  3)  dérivées  partielles  doivent  se  réduire 
à  p  —  -j.  Or  si  nous  prenons  les  dérivées  par  rapport  aux  y,  il 
\ienl  les  2(0  —  f)  équations  suivantes  : 


(•->G) 


[    ^\  V  ''p-v.'/.'— ^  '^p-4,;/.,"'='2+  ^p-viraÎTTTo— ra'^ro,  )  =  o. 

D'après  riijpotlièsc  faite  sur  le  système  (a.î),  ces  équations  sont 
au  nombre  de  p  —  4  indépendantes  au  moins,  puisque,  si  l'on  y 
l'ait  ra,  ^^2  =  0,  elles  se  réduisent  à 

y,  =  •/,  =  ...=  y  P^i=o; 

donc  toute  relation  linéaire  entre  les  premiers  membres  des 
équations  (aS)  doit  avoir  lieu  entre  les  premiers  membres  des 
équations  correspondantes  (a6)  (divisés  par  ro"  ou  ro"). 
Soit,  en  particulier, 

(      ^1  y^  "I//.  +  •  •  •+  >.p^v  2  "p~:.r/.i 

(  ^-  I-"!  ^  f'ii'/j  -f- • . . -»-  lAp-v ^  l>(,~i,i  Vj  =  o 

une  telle  relation;  on  en  déduira,   ])our  les  éipialions  {^>^^)^  deux 
relations  correspondant  aux  coefficients  de  rry,  ci  de  ra^,  à  savoir  : 


(>-i  Vai//"  +.--+Àp_i  y  «p_v, ,/_;')  H-  ro2  (À,  rt, -+-...- 


'-p-i"p-i. 


j,        !  —  mî(  ii,i(,-f-...-f-  [ip-i^p-j)  =  o, 

J  —  (;^i^^i' ■/,"+•.. +  ;^p-i^  ^p-4,r/.,°)— '^■:(>.i"i  +  -.--i-Xp-i«p_v) 

\  -!-  ra"  (  1^1  bi  ~-  . . .  -h  ;Jip-i  ^p-i  )  =  o, 

et  CCS  relations  ont  lieu  quels  que  soient  ra",  ra",  y",  ...,  yp_i. 


On  (It'diiil  (le  là  los  ulcnlités 

(■29)  (   ;i,^i,,7.,-^.-.-^;^p-42^p-i,,X<=o, 


/.  i  a i -i- .  .  . -h /■  n-i  a p-;  =  "i 

îi,6,-l-.  .  .-t- ;ip_v6p_4  =0. 

Ainsi  c/iar/ue  relation  de  la  forme  (27)  entraine  les  rela- 
tions (--if)). 

Il  résulte  de  là  que  les  p  —  4  relations  telles  que  (27)  peuvent 
être  partagées  en  deux  groupes;  pour  celles  du  premier  groupe, 
tous  les  ji.  sont  nuls,  et  pour  celles  du  second  groupe,  tous  les  À 
sont  nuls.   On   peut  toujours,   comme   nous  l'avons  vu  dans  le 

Chapitre  H,  mettre  l'expression  >  aiu'/i'/k  sous  la  forme 

■j.  j)Ouvanl  d'ailleurs  être  nul,  et  de  même 

2  ^'/.  7'  /'.  =  7.1  /'i  +  •  ■  •  -H  /;;3_,  yy^  ; 

alors  les  relations  du  premier  groupe  sont  au  nombre  de  p — j — •  1  a, 
celles  du  second  groupe  au  nombre  de  p  —  \- —  •'.  |i  et,  par  suite, 

?-!  =  (?- 4 -•->-»)+(?-  i-2?j 
ou 

2  a  -t-  2  °  =  p  —  .1  ; 

il  résulte  de  là  que  les  ■i%-\-  2,3  expressions  y,  ■/'  sont  indépen- 
dantes et,  en  tenant  compte  de  (29),  on  a 

w'i  =  ra,  0,  -i-  cTi  y^  ar/i  -^  •/ 1  72  H- ...  -H  /oa-i  Xîx, 

«iilin,    ou    preiUMit    pour    nouvelles    expressions   '/f/jj  •■•)    'es 
expressions 

et  de   même  pour  les  y',  et  enliti  en   cliangcanl  les  notations,  il 
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vienl  les  formules  défiiiilives 

(  Jo)      <  (inod  tO|,  OH,  .  .  .,  to,;, 

'  <^2  =  /.'  V.i  -+-  7.3  7.4  +  • . .  -+-  7.i/.-i  -/jk 
où  les  m  et  les  y  sonl  p  =  2/i+  aA'  expressions  indépcndanles. 
]!)e  j)lus,  on  jjeut  toujours  s'arranger  pour  que  les  équations 

ro,  =  y ,  =  o 

soient  les  équations  d'un  clément  Hp_2  arbitraire. 

32.  Examinons  maintenant  le  second  cas  où  l'on  a  les  for- 
mules (aa).  En  raisonnant  comme  dans  le  premier  cas,  on  arrive 
à  la  conclusion  suivante  :  Toute  relation  de  la  forme  (27) 

(27) 

entraîne  les  relations 

(3i)  / 

[   À,a,-<-..  .+ )vp-.iap_4+  [.i,6i+.  .  .4   i^p.-., /^p-j  =  o. 
Cola  étant,  supposons  (jue  l'on  ait 

y] «''./.'■  7. '•  =  /.I7.2  +  ----'-  /.■iy.-\/:i-j.'' 
alors  la  première  des  équations  ('^i)  montre  que  l'on  a 

[i|   =    1^2   =...=  [Ij^  =  0, 

de  sorte  que,  si  l'on  considère  ces  premières  équations  (3i)  elles 
sont  au  nombre  de  0  —  4  —  aa  indépendantes  au  plus;  elles 
sonl  aussi  au  nombre  de  aa  indépendantes  au  moins:  car  sinon, 
parmi  les  équations  (27)  il  y  en  aura'il plus  de  s  —  4  —  2 a  pour 
lesquelles  tous  les  p.  seraient  nuls,  ce  qui  est  imi)0ssiblc,  car  pour 
ces  équations  on  a  nécessairement 

On  voit  donc  déjà  <|ue 

&  -  -  4  —  2  ï  î  2  2 .        p  —  4  1 4  5^  • 


Il  V  ;i  plus.  Les  expressions  / -2x^-1  ■  •  ■  •  1  '/p-i  ne  poiiviint  ligurcr 
(pie  cl.ins 

ces  s  —  'i  expressions,  lorsqu'on  v  fait 


/.i  =  /.i 


■=/.-2ï^ 


sont  au  nombre  de  p  —  '\  —  2a  indépendantes;  par  suite,  si  l'on 
ne  considère  que  les  p  —  4  —  2  a  dernières,  elles  sont  au  nombre 
de  p  —  f  —  4^  indé|)endantes  au  moins;  par  suite,  dans  les  équa- 
tions (2-)  il  V  en  a  an  plus 

p  —  4  —  ■>  a  —  1  p  —  4  —  .i  a  )  =  V.  a 

indépendantes  par  rapport  aux  u,  et  comme  nous  avons  vu  tout  à 
riieure  qu'il  y  en  avait  2a  indépendantes  ait  moins,  il  en  résullc 
(|ue  parmi  les  premières  éi/i/ations  (3i)  if  j-  en  a  exactement 
■>.%  indépendantes. 

Les  aa  équations  (aj)  d'où   elles  résultent   peuvent  alors  être 
supposées  de  la  forme 


Si  l'on  f.i 


,1(M- 


^"■.■u    V- 


/../.•a+j -••■--  /.2:</..x- 

et  (|u'on  rclranclic  cette  expression  île  (>)',,  on  obtient  une  c\|)res- 
sion  ne  dépendant  j)Ius  que  do  y,,  y 2-j.\  '/iï+i,  •  •  •,  '/,p-ii  "^'i  "^'^ 

changeant  au  besoin  '/j-x+i '/-.ï^   o»  peut   faire  en   sorte  ([ue 

l'on  ait 


irT,0,  -+-  ra,    ^   "  i '/J -r-  Yj /j         -t- •••-!- "/iï-l'/.iï. 
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De  plus,  les  rclalions  (.il)  monlrciU  ([iic  l'on  a 

Oo-^  i.a+i  =  rt|  -r  Ifioii-i  =  .  .  .=«2«-l-  ''ioc-i  =  —  '''2«-l+  ^4 a  =  "^ 

mais  en  changeanl  convenablemeiU  y,,  y...   .  .  .,  ■/■•■x  on  pcul  faire 

en  sorte  qne 

(il  suffit  de  prendre  y,  +  i'o,^_^,ra^,  ....  ■/■2'x-h  !'>;i^>  pour  nou- 
velles expressions  y);  alors  on  voit  que  tous  les  a  deviennent 
nuls;  en  changeant  ensuite  y 20(4.1 ,  •••'  '/p  '"  "^'^  peut  annuler  tons 
les  b,  de  sorte  que,  finalement  et  en  cliangcant  les  notations,  on 
arrive  aux  formules  réduites  suivantes  : 

i      (0,  ns  TO]  TTij-i- .  .  . -i- ra,/,_|Tno/,, 

(  (iiiod  (.(1,   .  .  . ,  to.ç  ), 

et  l'on  voit  que  l'on  peut  toujours  supposer  que  les  équations 

représentent  l'élément  IIp^j. 

33.  En  résumé,  si  le  syslènie  donné  de  caraclère  deux,  sa/is 
élément  caractéristique ,  est  systalique,  on  se  trouve  dans 
r un  des  deux  cas  sin\ants  :  ou  hicn  on  a 

(  01',  =  CTirao-H.  .  .-(- m^/i-iraj/, 

(     '"J   —  ■/.!  /.2  +  ■  •  ■  +  /.S/--!   Xi/- 

ou  bien  on  a 

l  I  nifitl  W|,  .  .  .,  (u,'). 

La  réciproque  est  vraie  et  je  ne  m'arrête  pas  à  la  démontrer. 

34.  \  ojons  maintenant  quelles  sont,  dans  cliacun  de  ces  deux 
cas,  les  valeurs  des  entiers  n,  s,,  s-j,  .  .  . ,  s„. 

frétions  d'abord  le  premier  cas  (forni.  3o).  Nous  pouvons  tou- 
jours supposer 

/(  :  /. . 

Alors,  étant  donné  un  élémenl  linéaire  intégral  l'],,  le  lien   des 


éléments   iiilégraiiv  en   iiivohulon  avec  E,  esl  un  élément  llp_2, 
dont  les  équations  peuvent  être  sujtposécs 

ra,  =  /^  —  n. 

Les  conditions  pour  que  deux  éléments  de  }lp_o  soient,  en  iii- 
volution  sont  alors  fournies  |5ar  les  deux  covarianls 

(y  I    ;^  ^^3  ^v  ~^  .  .  .  -^  Tn^/i—i  TTÎjy, , 
"*2  =  7.3  ■/.■.-;-■■•-+-  /.2/.-1  /.!/.• 

Si  11  est  égal  à  i ,  le  lieu  des  éléments  de  IIp  2  en  iuvolu- 
lion  avec  un  élément  linéaire  arbitraire  de  Hp_2  est  un  élément 
à  p  —  S  dimensions,  et  l'on  a,  par  suite, 

io  =  I  ; 

si,   au  contraire,    /;  esl  supérieur  à  i,  ce  lieu  est  à   p  —  1  dlincn- 

sions  H(j_,,  ce  qui  donne 

Si  =  ■).\ 

en  continuant  de  proche  en  proche,  on  voit  qu'on  a 

.vi  =  ij  = . .  .  =  S/,  =  -2  ;         s/,+,  =  . . .  =  .S/..  =  I         (si  /,  >  /i), 
et  la  Corniide 

p  =  X| -t-  .52 -i- .  .  . -i-  S„ -i-  /t 

nous  donne  ici 

1  h  -t-  2  /.  —  /i  -h  /,■  -(-  /( , 
c'csl-à-dirc 

(33)  n  =  h  -h  /.,         p  =  'i». 

Donc  on  se  trouve  dans  le  cas  où  le  nombre  p  est  égal  à  in, 
les  11  premiers  caractères  sont  égaux  à  2,  les  suivants  Jus- 
qu'au /,"■""■  sont  égaux  à  l'unité 

Il  =  Il  -h  A,     .«i  =  . .  .  =  S/,  =  2,     x/,^,  =  .  .  .  =  j/,.  =  I ,     i/..n  =...=  .«„  =  o. 

Prenons  niainlenanl  le  second  cas,  caractérisé  par  les  for- 
mules (32);  /i  étant  un  entier  positif  ou  nul.  On  |)eut  supposer 
que  les  équalions  de  Hp_o  sont 

^t  =  /î  =  "> 
de  sorte  f|ue,  pour  les  éléments  situés  dans  llp_j;  on  a 

t,/,  =mjTTTi  — ...-<- rao/,_|ra,/,. 

(./,  =  m, /_i-^. .  -  —  ^ih/.ih-  "i'),  — . ..— 0j/,_,02/.  ; 
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on  esl  ramené  à  des  rorniules  analof;iies,  mais  où  //  csl   iliiiiiniu' 
criine  unité.   SI  /(  est  égal  à  i,  on  a 

«1  =  2,       .v,  =. ..  =  s/,-n  =  i; 

si,  au  eonlraiic,  //  esl  sii|)éi'ieur  à  :'.,  s-,  est  égal    à  a.   D'une  ma- 
nière généi'ale,  on  voit  que  l'on  a 

s,  =.«,=...=  .«/,  =  •>.,  S/,  +  t  =  .  .  .  —  4-/,  +  /,  =  I  ,  S/,  +  /:+,   =  .  . .  =  s„  =  o, 

et  la  formule 

p  =  ,?l  -H.  .  .-+-.««  ^-  /( 

donne  iei 

4  /(  H-  '2  /.'  =  2  /i  -i-  /i  -i-  n 

ou 

(  3/|  )  Il  =   'l/l  -i-  /  ,  p  =  7lt. 

On  arrive  donc  au  résultat  suivant  : 

THl•:olli•;^rE.  —  Si  un  svslème  de  Pj<i[f  de  earactère  deux, 
n' admellant  aucun  élément  caractéristique,  est  systalicjue, 
l'excès  p  du  nombre  des  variables  sur  le  nombre  des  éçu/i- 
lions  du  système  est  égal  au  double  in  de  la  dimension  de 
l'intégrale  générale. 

La  réciproque  esl  d'ailleurs  vraie,  car,  si  p  esl  égal  à  m,  l'élé- 
nicnl  Hp_.2  admet  un  élément,  caractéristique  pour  Hp_o,  à 

■2  /(   —  (  p  ■.>  )  =    1 

dimensions  au  moins,  et  le  système  est  svslatique. 
IX. 

I.i:S   SYSTl'i.MES    SINliLLlKUS    DE    CAtlACTÈRE    tlcll.r. 

3o.  En  général,  si  les  coefficients  des  équations  d'un  système 
de  caractère  deux  ne  sont  pas  particuliers,  on  a 

s,  =  :Ço  =  .  .  .  =  s„_,  =   i  ; 

quant  à  s,,,  il  est  égal  à  zéi'o,  un  ou  di'ux,  suivant  le  reste  de  la 
division  de  p  par  ■> 

s„  —  n         si  p  =  5  /i  —  •>., 

i',,  =  I         si  p  =  3«  —  r, 

,s-„  =  2         si  p  =  '3  /I  : 
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/(  se  trouve  être  ainsi  le  qiiolient  à  une  unit»^  près  par  excès  de  la 
division  de  p  par  3. 

Nous  dirons  qu'un  système  de  caractère  deux  est  singulier 
si  l' avant-dernier  caractère  est  plus  petit  que  deux.  D'une 
manière  générale,  si  nous  désignons  par  h  le  nombre  des 
caractères  égaux  à  deux,  ce  nombre  h  est  au  plus  égal 
an  —  1,  si  le  système  est  singulier. 

Nous  ne  nous  occuperons  plus  maintenant  que  des  systèmes 
singuliers  sans  caractéristiques. 

Remarquons  que,  pour  tout  système  singulier  de  caractère  deux 
sans  caractérislicjiie,  n  est  au  moins  égal  à  3  et,  par  suite,  p  est 
au  moins  égal  à  6. 

Recherchons  d'abord  quels  sont  les  systèmes  systaliques  singu- 
liers. Si  un  système  svstatiquc  n'est  pas  singulier,  on  a  Tune  des 
trois  hypothèses 

p  =  3/i — 2,        3rt  —  I     ou    3/j. 

Comme  d'autre  part  p  est  égal  à  2«,  cela  n'est  possible  que 
si  n  est  égal  à  2,  et  dans  ce  cas  d'ailleurs  le  système  nest  certai- 
nement pas  singulier. 

Donc  tous  les  systèmes  systatiques  sont  singuliers  pour  n  au 
moins  égal  à  3. 

En  nous  reportant  aux  formules  (3o)  et  (3a),  on  voit  que  l'un 
des  covariants  uio\  -+-  t'io!,  est  de  genre  h  (m',  avec  les  nota- 
lions  adoptées).  On  peut  remarquer  de  plus  que  l'un  des  cova- 
riants  um\  4-  vw'^  est  de  genre  au  moins  égal  à  h  -\-  t.;  \\  suffit 
de  considérer  w', -i-  w',  dans  la  formule  (3o),  tu!,  dans  la  formule  (32)  : 
dans  les  deux  cas  le  genre  est  n. 

Ce  sont  ces  propriétés  que  nous  allons  étendre  aux  systèmes 
singuliers  non  systatiques. 

36.  Faisons  d'abord  une  remarque  générale.  Considérons  un 
système  non  svstatiquc,  sans  élément  caractéristique,  et  prenons 
l'élément  Hp_2  lieu  des  éléments  intégraux  en  involution  avec  un 
élément  linéaire  intégral  arbitraire  E,.  Soient 

nJi   =  TBo  =  o 

les  équations  de  Hp_2  et  soient 

ra,   3-  77,.,  -  ^ ,  =  .  .  .  =  y  jj_,  —  o 

XXIX.  ig 


I 
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celles  fie  E|  ;  soit  enfin  0  une  expression  de   Pfall  indépeudanle 

de  cji ,  TDj,  y , ,  .  .  . ,  '/p-s  (et  de  (o, Wj).  On  verra  facilemenl 

par  un  raisonnement  déjà  fait  que  l'on  peut  écrire 


(35) 


to',  =  m,  0  -f-  m,  "S  rt,-  /_,-  -4-  ra,  \  «;  /_,  ^  \  an-  -/_,  //, 
lo'j  =  m, 0  H-  m,  ^ i,  /_,  -h  m.;  ^  b',  /_,  4-  ^  b,,,- yj  fj, 


(  mo(i  w 


Nous  désignerons  par  w', ,  w'^  les  seconds  membres  de  ces  con- 
gruences  où  l'on  a  fait  ra,  =  tbj  =  o-  Les  équations 


(!)■,   =  to.,  =  o 


déterminent  les  éléments  intégraux  situés  dans  IIp_2  ;  par  Iivpo- 
tlièse,  ces  deux,  covariants  w', ,  w!,  ne  peuvent  pas  s'ex|)rimer  au 
moyen  de  p  —  4  seulement  des  expressions  y.  On  peut  encore  les 
regarder  comme  définissant  un  système  d'éléments  intégraux 
dans  un  élément  plan  à  p  —  3  dimensions,  avec 

A'  =  A  —  I ,         «'  =  «  —  I  ; 

c'est  donc  encore  un  système  ,<<«o'M/je/' d'éléments  intégraux. 

37.  Cela  étant,  considérons  d'abord  le  cas  où  le  seul  carac- 
tère Sx  est  égal  à  a,  p  étant  au  moins  égal  à  6.  Alors  en  ap|)li- 
quant  les  formules  (35),  les  covariants  to',,  w'.,  définissent  un 
système  pour  lequel  h  est  nul;  donc  w', ,  par  exemple,  est  iden- 
tiquement nul.  De  plus,  le  genre  de  w',  est  au  moins  égal  à  2 
(sans  quoi  o  —  3  serait  au  plus  égal  à  2);  par  suite,  le  genre  de  w., 
est  au  moins  égal  à  3. 

Si  maintenant  le  genre  de  w',  n'était  pas  égal  à  1 ,  il  serait  mani- 
lestement  égal  à  2,  et  tout  covariant  h w',  +  c to'.,  voisin  de  (.), 
serait  de  genre  au  moins  égal  à  3.  Par  suite,  tout  élément  H'_, 
voisin  de  Hp_2  ne  pouvant  diminuer  que  de  deux  unités  au  plus 
le  genre  d'un  quelconque  des  covariants  uiJi\  +  f  10!,,  diminuerait 
nécessairement  de  deux  unités  le  genre  de  w', .  Mais  si  alors,  ce 
qu'on  peut  toujours  supposer,  on  a 

(.)',  î^  m,  0  -1-  m-j-/,  (  1)10(1  lu, 10.,  I 

les  deux  équations  de  11',.,  ne  devraient  dépendre  (jue  de  ra,,  TOo, 


f),  y,  (inodoji,  ....to^);  par  suite,  fo!,  «e  pourrait  contenir  que 
ro, ,  cjo,  &,  '/(  (')et  l'on  aurait  p  =  4>  contrairement  à  l'hypothèse. 
Il   résulte  donc   de   là  que  le  covariant  w',  est  de  genre  i,  le 
covariant  (o.,  étant  de  genre  au  mciinségal  à  3. 

38.  Nous  allons  niaiiUenant  dénionlror  le  théorème  général 
suivant  : 

Théorème.  —  Si  un  système  singulier  de  caractère  deux,  sans 
élément  caractéristique,  possède  h  caractères  et  h  seulement 
égaux  à  a  {h^n  —  2),  l'undes  covariants  hw',  -t-  i'Wj,  soit  tu',, 
est  de  genre  /«,  tandis  que  pour  des  valeurs  arbitraires  de  u 
et  de  V  ce  genre  est  au  moins  égal  à  h  +  -i. 

Ce  théorème  est  vrai  pour  les  systèmes  systatiques,  d'après 
une  remarque  faite  plus  haut.  Jl  est  vrai  aussi  pour  les  systèmes 
non  systatiques,  lorsque  h  est  égal  à  1.  Supposons-le  vrai  pour 
une  certaine  valeur  de  h  et  démontrons-le  pour  la  valeur  sui- 
vante /i  +  I  ■ 

Conservons  aux  formules  (35)  leur  signification  de  tout  à 
l'heure;  nous  supposons,  par  hypothèse,  que  w',  est  de  genre  h 
et  que  10'.,,  par  exemple,  est  de  genre  au  moins  égal  à  A  -f-  2.  11 
résulte  déjà  de  là  que  w'^  est  de  genre  au  moins  égal  à  A  -H  3,  ce 
qui  démontre  la  dernière  partie  du  théorème. 

D'autre  part,  co',  est  de  genre  au  moins  égal  à  /t  -I-  1 .  Si  lo',  était 
de  genre  /(  -(-  2,  w',  +  t'w^  étant  au  moins  de  genre  A  H-  3  pour 
des  valeurs  suffisamment  petites  de  c  et  tout  élément  Hp_j  suffi- 
samment voisin  de  \ic_-,  devant  réduire  à  h  le  genre  de  l'un  des 
covariants  w',  -h  t' w!,,  il  en  résulte  que,  pour  un  élément  H'p_2  ar- 
bitraire, c'est  le  genre  de  w',  qui  doit  être  réduit  à  h.  Mais,  d'après 
un  raisonnement  déjà  fait  pour  /«  =  i ,  il  en  résulterait  que  0 
serait  égal  à  %h  +  ^,  ce  qui  est  incompatible  avec  l'hypothèse 
faite  sur  le  genre  de  w'^. 

Le  théorème  est  donc  démontré  dans  toute  sa  généralité. 

On  peut  ajouter  qu'jï  n'y  a  pas  de  covariant  moj',  -i-  rioj,  dont 
le  genre  k  soit  inférieur  à  h,  parce  qu'alors,  pour  l'élément  Hp_2 


(')  Au  covarianl  w',  ronespond  une  des  cqualions  de  Hj_.  et  ccUe  équation,  si 
1I._.  est  arbilr,iir>;.  runtienl  ncir-sairiTuerif  Iniilcs  \v-  variables  Hnnl  dépend  w',. 
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lieu  (les  éléments  intégraux  en  involiuion  avec  un  élément  linéaire 
intégral  arbitraire  E,,  le  genre  du  covariant  serait  au  plus  k — i; 
pour  le  lieu  des  éléments  en  involution  avec  un  élément  intégral 
arbitraire  Ej,  il  serait  au  plus  égal  à  />'  —  2  et  ainsi  de  suite,  de 
sorte  qu'au  bout  de  k  opérations  il  serait  nul  et  l'on  aurait 

Sk+\  =   'm 

ce  qui  est  impossible. 

Celte  remarque  est  d'ailleurs  valable,  que  le  système  soit  sin- 
gulier ou  non. 

X. 

DÉTERMINATION    DES    CARACTÈRES    d'iN    SYSTÈME    SINGILIER. 

39.  Voici  d'abord  comment  on  peut  procéder  pour  reconnaître 
si  un  système  donné,  n'admettant  pas  d'élément  caractéristique, 
est  singulier  ou  non. 

On  déterminera  le  genre  minimum  A'  du  covariant  ;/io',  4-  ('<')',. 
en  recherchant  successivement  si  l'un  de  ces  covarianls  est  de 
genre  i ,  2,  ....  Pour  exprimer  que  h  10',  +  l'tol,  est  de  genre  1 , 

(mio'j  -+-  cto.j  )-=^  o         (  mod  (o,,  (U.2,  .  .  . ,  tOj), 

il  y  a,  par  exemple,  à  écrire  que  les  coefficients  de  tous  les  termes 

TÏTi  7ÎÎ.2  ra,BIy  (  J,  y  =  3,    .  .  .  ,  p  ) 

sont  nuls  (en  supposant  que  le  terme  en  ra,ct2  de  iim\-\-  vm'.^  ne 

i\  ■    r    ■      (  P  —  2)(p  —  3),  .  ,  ,, 

soit  pas  nul),  ce  qui  tait  — -^-^ équations  du  second  degré 

en  -  ;  ces  équations  devront  avoir  une  racine  commune  si  k  est 
égal  à  I  ;  ce  qui  donne 

(,o-7.)(p-3)  _  ^  ^  (p-i)(p  -4) 

■J.  2 

équation  de  condition  entre  les  coefficients  de  w',  et  w'^.  De  même 
pour  exprimer  que  A"  est  égal  à  2,  il  j  a 

(p-3)(p-6) 
2 

équation  de  condition,  et  ainsi  de  suite. 

Une  fois  l'entier  k  trouvé,  trois  cas  peuvent  se  présenter  : 

1"   0^.3/,+  i;  alors  le  système  n'est  certainement  pas  singulier, 
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car,  s'il  l'était,  A"  serait  égal  à  /;,  n  serait  au  moins  égal  à  A  +  -j 
et  p  serait  au  moins  égal  îi  a/i  -i-  n,  c'est-à-dire  à  3A'  -+-  a; 

2°  o>3Â'-|-3;  alors  le  système  est  certainement  singulier,  car, 
s'il  ne  l'était  pas,  h  serait  au  plus  égal  à  k,  et  n  au  plus  égal  à  h+  i , 
de  sorte  que  p  serait  au  plus  égal  à  3  A  +  a  ; 

3°  p  =  3  A" -1- 2  ;  dans  ce  cas  le  système  peut  être  singulier, 
mais  il  peut  aussi  ne  pas  l'être  ;  mais,  dans  tous  les  cas,  h  est  égal 
à  A,  sinon  o  serait  au  plus  égal  à  3A — i.  Nous  verrons  plus  loin 
comment  on  distingue  les  deux  cas  l'un  de  l'autre. 

40.   La  question  qui  se  pose  maintenant  est  la  suivante  : 
Le  système  étant  singulier  et  connaissant  la  valeur  de  A  (c'est- 
à-dire  de  h),  trouver  la  valeur  de  l'entier  n.  11  est  clair  que,  si  l'on 
connaît  rt,  on  en  déduira  les  valeurs  de  tous  les  caractères;  si,  en 
etl'el,  il  y  a  /  caractères  égaux  à  l'unité,  on  aura 

p  =  ih  -h  l  -r-  n, 
c'est-à-dire 

l  —  p  —  ih  —  n. 

Plus  généralement,  supposons  que  nous  ayons  un  système  pour 
lequel  on  connaît  l'entier  A  et  tel  que  p  soit  au  moins  égal  à  3  A; 
alors  on  voit  facilement  que  /«est  ici  égal  à  A.  Cherchons  la  valeur 
de  n. 

Nous  supposerons  que  le  covariant  lo',  de  genre  h  puisse  s'ex- 
primer au  moyen  des  2/1  expressions  m,,  rao,  ...,-!rs.,h  indépen- 
dantes entre  elles  (et  indépendantes  de  w,,  ...,  lo^).  Considérons 
alors  w'.,  et  supposons  qu'en  y  faisant  ra,  =. .  .  =  732^=  o,  le  genre 
de  0J2  se  réduise  à  |3,  de  sorte  que  10'.,  peut  alors  s'exprimer  au 
moyen  de  2^  expressions  y,,  /n,  ...,  y2p  indépendantes  de  ra,,  ..., 
w.,/,  (p  pouvant  d'ailleurs  être  nul).  Endn  il  se  peut  que  p  soit 
supérieur  à  a/i  -+-  2  |3,  soit 

p  =  2  /(  -i-  ■>.  p  -f-  X  ; 

nous  désignerons  alors  par  ^,,^-,,  ■■■,^ot.,  a  nouvelles  expressions 
indépendantes  des  précédentes.  Le  covariant  ti)'„  se  présente  alors 
sous  la  forme 

to,  -  -  V  b.jWimj  —  ^  c',^  T7J,  0^  ^- V  d,j  m,  / ,  -'-  /.,  l-_  —  .■.-.-  7,î^-i  /.!;i. 
Ou   peut    maiiilcnant   s'arranger  de    manière   que    tous   le»  (/,/ 


soient  nuls  en  ajoutant  à  chacune  des  expressions  y  une  combi- 
naison linéaire  convenable  des  ro.  De  plus,  les  a  coelficienls  de 
81,62)  •••)  9a  sont  nécessairement  des  formes  linéaires  indépen- 
dantes de  cj,,  TUa,  .  .■ . ,  TOaA,  sinon  w!,  ne  dépendrait  des  0  que  par 
l'intermédiaire  de  moins  de  a  formes  indéjjendantes  et  il  y  aurait 
des  éléments  caractéristiques.  On  peut  donc  supposer  que  les 
coefficients  de  9,,  . . .,  O^  sont  précisément  w,,  . . .,  TOs,.  Enfin  on 
peut  supposer  également  que  dans  les  coefficients  bij  les  indices  i 
et  y  ne  prennent  que  les  valeurs  a-f-i,  ...,  2/1  (en  ajoutant  à 
chaque  6  une  combinaison  linéaire  convenable  des  tb). 
Finalement  nous  arrivons  aux  formules  suivantes  : 


(36) 


s-   2 

1  '.; 


2 


^,y   ro,  roy  -H    CT]   0  I     -(-...    +    CT  j  0  ;j 

^■/r/.2---.--^-7.'^?-i/.2?- 


Les  entiers  a  et  ^  se  trouvent  immédiatement  une  fois  qu'on 
connaît  k  ;  par  suite,  la  réduction  (36)  est  toujours  facile  à  eflecluer. 
Ces  entiers  a  et  P  satisfont  d'ailleurs  aux  inégalités 


(,37) 


a  1  2  /( , 


la  dernière  résultant  de  l'hypothèse  d'après  laquelle  p  est  au  moins 
égal  à  3/j. 

41.  Avant  de  passer  à  la  détermination  du  nombre  /;,  nous 
ferons  la  remarque  suivante  :  Pour  tout  élément  annulant  w', , 
les  2/1  expressions  ro, ,  ...,  ra^^  doivent  être  liées  par  «m  moins 
h  relations;  autrement  dit,  tout  élément  annulant  10',  est  au  plus 
à  p  —  /i  dimensions.  De  plus,  si  l'on  considère  h  quelconques 
(ou  un  moindre  nombre)  des  expressions  ro, ,  ...jTïIja,  ces  h  ex- 
pressions restent  indépendantes  pour  un  élément  arbitraire  Ep_A 
annulant  w', .  C'est  une  proposition  que  je  laisse  au  lecteur  le 
soin  de  démontrer. 

Cela  étant,  considérons  d'abord  le  cas  où  a  est  inférieur  à  h. 
Il  est  clair  que  tout  élément  intégral  E„  est  contenu  dans  l'un  des 
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éléments  Ep_/,  qui  amuilent  dj', .  Cherchons  d'abord  la  dimension 
maxima  des  éléments  intégraux  contenus  dans  un  élément  Ep_/, 
arbitraire. 

On  peut  d'abord,  d'après  la  remarque  faite  plus  haut,  supposer 
que  les  x<Cli  expressions  Wi,  nij,  ••-,  nja  sont  indépendantes  pour 
l'élément  considéré  Ep_/i,  de  sorte  que  cet  élément  sera,  par 
exemple,  défini  en  se  donnant  d'une  manière  convenable  wa+ii  •■•; 
■ss-ih  en  fonctions  linéaires  de  ro,,  roo,  ... ,  ra^.  En  substituant  dans  co!, , 
on  obtient  une  expression  de  la  forme  suivante  : 

1^1.,. ./, 
(38)      o>;  =      2^      ?,yra,ra^-^-ra,0',-^...^777ïOj  ^  y_,/_,-l-...+  /_53_i  y_5p, 
'■; 

où  ())  se  déduit  de  0,  par  addition  d'une  combinaison  linéaire  con- 
venable de  Wi,  ...,  ra^.  Soil  alors  t  le  genre  de  l'expression 

a+i,....A 

'■/ 
on  peut  remarquer  que  l'entier  a  satisfait  à  l'inégalitc' 
,  h  —  a 

et  aussi,  en  vertu  de  la  deuxième  inégalité  (•5^),  à 

(4o)  !j1(Î. 

Cela  étant,  le  genre  de  to^  est  égal  à  a-  +  a  +  [i,  de  sorte  qu'il 
faut  au  moins  t  +  a  -+-  ^  relations  entre  les  ra,  les  0  et  les  y  pour 
annuler  w!,.  Finalement  la  dimension  maxima  des  éléments  inté- 
graux contenus  dans  Ep_yi  est  égale  à 

(  4 1  )  p  —  A  —  (  H-  a  -t-  p  )  =  /i  -^  fl  —  ï. 

Je  dis  maintenant  que  ce  nombre  h  -{-'ii  —  t  est  précisément 
égal  à  n.  Remarquons,  en  ellet,  que  pour  un  élément  intégral 
arbitraire  V^h+^-a^  contenu  dans  l'élément  arbitraire  Ep_A,  les 
/t  expressions  ro,,  njo,  ...,  ra/i  sont  indépendantes,  car  le  nombre 
a-f-  as-  de  celles  de  ces  expressions  dont  dépend  m'.,  est  au  plus 
égal  au  genre  a  +  [i  +  t  de  co'^,  à  cause  de  (4o)-  Par  suite,  pour 
l'élément  inlégral  Ea+^_,  les  ili  expressions  cJ|  ,  ...,bj,a  sont  liées 
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exactement  par  les  h  relations  qui  ciéfînissent  Ep_^.  Autrement 
dit,  ^h+^-a  est  contenu  dans  un'^seul  élément  Ep_A-  Par  suite, 
si  n  était  supérieur  à  /«  4- ,3  —  s-,  par  l'élément  intégral  K/,^^_^ 
passerait  au  moins  un  élément  intégral  E„,  et  cet  élément  devrait 
être  contenu  dans  un  élément  à  p  —  h  dimensions  annulant  lo',  et 
qui  ne  pourrait  être,  par  suite,  que  l'élément  donné  Ep_A-  Or, 
par  hypothèse,  cet  élément  Ep_^  ne  contient  pas  d'élément  inté- 
gral à  plus  de  /(  +  I j  —  T  dimensions.  On  a  donc  nécessairement 

(42)  rt  =  /(-^P  —  J. 


=  «  =  ?•+-/' 

résultant  de  (Sg)  et  (4oV 
On  a  de  plus  le  théorème  : 

Tout  élément  intégral  E„  est  contenu  dans  un  et  un  seul 
des  éléments  Ep_^  obtenus  en  annulant  le  covariant  w', ,  et  réci- 
proquement chacun  de  ces  éléments  Ep_A  contient  une  infinité 
d'éléments  intégraux  E,,,  obtenus  au  moyen  du  covariant  w'^, 
réduit  en.  tenant  compte  des  relations  qui  définissent  Eq_a. 

Enlin,  la  relation  fondamentale 

p   =  A'i  -+-  SS  -1-  .  .  .  -f-  S„  ^  « 

donne  les  valeurs  suivantes  des  caractères 

(  «I  =...=  «/,  =  2, 

(■44)  <  i/m  =  .  .  .  =  i;t+pj„5  =    I  , 

f   *i+3-t-a+-i  =  -"  =  -V(+fl-5  =  ", 

ce  qui  exige  encore  les  inégalités 

(45)  (T^/i-a  — 6,         /iîa-i-ap. 

42.  Considérons  maintenant  le  cas  où  a  est  supérieur  ou  égal 
à  h.  Le  raisonnement  est  tout  à  fait  analogue.  Si  l'on  considère 
un  élément  arbitraire  Ep_A  annulant  w'^ ,  on  peut  supposer  que, 
pour  cet  élément,  les  h  expressions  ro,,  cîo,  ....  ro/,  sont  indépen- 
dantes. En  portant  alors  dan?  w',  les  valeurs  de  ra^^, ra./,.  ii 
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vient  une  expression  de  la  forme 

m',  ^  ra,  6',  —  .  .  .  +  ra/,  d',,  -+-  y^  y_,  +  .  .  .  -^  y  ,p_,  ^^3, 
OÙ  H'i  se  dédiiil  de  B,  par  addition  d'une  conihinaison  linéaire  con- 
venable de  Ha+,  ,  .  .  . ,  9a,  '^i  )  ■  •  ■ ,  wa-  Le  genre  de  w'^  est  alors 
égal  k  h  +  [it,  de  sorte  que  tout  élément  intégral  contenu  dans 
Ep_A  est  obtenu  par  h  +  j3  relations  au  moins  entre  ts,,  . ..,  royi, 
9',,  .  . .,  9^,  y , ,  . . . ,  '/î^-  La  dimension  ma\ima  des  éléments  inté- 
graux contenus  dans  Ep_^  est  alors 

p  —  A  —  (■  A  -^  P  )  =  a  -+-  S, 

el  l'on  dénionlre,  comme  dans  le  premier  cas,  que  ce  nombre  repré- 
sente la  valeur  de  n.  Le  théorème  énoncé  dans  ce  premier  cas  est 
encore  valable  ici,  el  l'on  a  facilement  les  égalités 

(46)  rt  =  a  +  p, 

(i7)     il  =.  .  .=  S/,  =  2,     «/i+i  =  .  ..  =  SA+p=  1,      S3+/<+i  =■•  •  =  s?+a=  o- 

-43.   Ces  résultats  nous  permettent  de  déciiier,  dans  le  cas  resté 

douteux  où  l'on  a 

p  =  3  /(  +  ■>. 

si  le  système  est  singulier  ou  non.  Si  d'abord  a  est  inférieur  à  /(, 
Tégalité 

(48)  a-l-2?  = /(-l-'2 

OU 

A  — a  =  2(P  — I) 

donne  pour  d  les  inégalités 

a<p  —  I,         aïp-'i; 

il  n'y  a  donc  pour  o-  que  les  deux  valeurs  possibles  [5  —  :»,  et  |3  —  1  ; 
à  la  première  correspond  pour  n  la  valeur  h  ■+-  a,  à  la  seconde  la 
valeur  h  -\-  i .  Pour  que  le  système  soit  singulier,  il  faut  donc  que 
(T  soit  égal  à  |3  —  2,  ce  qui  exige  d'ailleurs  p  -^  2. 

Si,   au   contraire,   a  est  supérieur  ou  égal   à   h,  on  doit  avoir 
n  =  h  ^-  2,  c'est-à-dire 

a  -  p  =  /(  -t-  ■'., 

ce  qui,  joint  à  (48),  donne  pour  'i  la  vaiour  zéro.  Il  faiil  donc  et 
il  suffit  que  3  soit  nul. 
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Enfin  remarquons,  comme  vérilication,  que  si  l'on  a 

a  =  o,         a  =  o 
ou 

a  =  2  /( . 
on  oblient 

p  =  '•". 

ce  qui  concorde  avec  les  résultats  trouvés  directement  pour  les 
systèmes  systatiques. 

CHAPITRE  IV. 

INTKGnATION     DES     SYSTEMES     SINGULIERS    DE    CAnACTIillE    cleUX. 


XI. 

LES    SYSTÈMES    SINGULIERS    POUR    LESOUELS   LE   SYSTÈME    DÉRIVÉ 
n'est    PAS   COMPLÈTEMENT    INTÉGRABLE. 

■il.  Dans  l'étude  des  systèmes  de  caractère  un,  nous  avons 
trouvé  deux  cas  essentiellement  distincts  :  celui  où  le  système 
dérivé  était  complètement  inlégrable  et  celui  où  il  ne  l'était  pas. 
Cette  distinction  se  présente  ici  aussi  pour  les  systèmes  de  carac- 
tère deux,  singuliers  ou  non.  Mais  comme  notre  but  n'est  d'étu- 
dier l'intégration  que  des  systèmes  singuliers  sans  élément  carac- 
téristi(jue,  nous  nous  bornerons  à  ceux-là. 

Supposons  donc  d'abord  que  le  système  dérivé  ne  soit  pas 
complètement  intégrable.  Si 

(l)  0)3  =.  .  .  =  Wj  =  o 


sont  les  équations  du  système  dérivé  et  si  ra,,  ros»  ...,  Wp  consti- 
tuent avec  iO|,  . . .,  (1)^  un  système  de  /■  expressions  de  PfafT  indé- 
pendantes, on  peut  réduire  10',  et  w',  à  des  expressions  du  second 
degré  en  ro, ,  .. .,  Wp  (mod  W( ,  . . .,  w^). 

Enfin,  d'après  les  résultats  du  Chapitre  précédent,  on  peut 
supposer  que  u',  est  de  genre  /*,  en  conservant  toujours  à  cet  en- 
tier sa  même  signification,  et  que  w'^  est  au  moins  de  genre  h  -\-  i. 

Cela  étant,  on  aura  des  congruences  de  la  forme  suivante  : 

I     W'j   ES  W,73-MO.,03 

(2)  I   (mod  103,  .  . ..  (0,), 


-  -un  — 

où  les  y  el  les  0  désignent  des  coinljinnisons  linéaires  de  rai,  .  .., 

CTp,    (■),,    W.^. 

Si  nous  dérivons  les  deu\  membres  de  la  première  des  con- 
gruences (2),  nous  obtenons 

(u'i  /i  -+-  (o'o  O3  —  (0|  y',  —  M-id'^  s5  o,         (  moil  (03,  .  .  . ,  (Oj;  co,.  . .  .,  10', ) 

Cl,  a  fortiori , 

(3)  (o'i  734-  w'î ''3  —  °         (niod  co,,  w,,  .  .  ..  lo,). 

delà  étant,  d'abord  -/s  et  83  ne  pcuvcnl  pas  être  indépendantes 
entre  elles  et  indépendantes  de  to,,  (o^  ;  car,  s'il  en  était  ainsi,  on 
aurait  en  particulier  (n"  14) 

'"'«Oa/s^o         (  mod  cu,,(ijj,  ...,<0j), 

ce  qui  exigerait 

(«'2'  ^  o         (  iiukI  toi,  102 (".«)■; 

le  genre  de  10'^  serait  donc  au  plus  égal  à  2,  ce  qui  est  contraire  à 
l'hvpotlièse  d'après  laquelle  ce  genre  est  au   moins  égal  à  li  +  2. 
Si  maintenant  il  y  a  une  relation  et  une  seule  entre  ya,  O3,  W|, 
o)o,  soit 

O3  =  l'/ji        (mod  0),,  tu, ), 

la  congruence  (3)  entraîne 

(  to',  -i-  /lo'j  y-  ^^o         (  mod  (1), ,  (Oo.  .  .  . ,  (o.ç)  ; 

l'un  au  moins  des  covariants  t/ u>\  +  l'w!,  est  donc  de  genre  1; 
donc  on  a  nécessairement 

/'  =  •; 
d'ailleurs   ce   covariant  ne   peut  être  que  w', ,  car  si  un  covariant 
difTérent  de  w',  était  aussi  de  genre  i,  p  serait  au  plus  égal  à  4  et 
le  système  ne   serait  pas  singulier.  Donc  la   deuxième  hypothèse 
considérée  exige 

/i  =  I ,        /  =  o  ; 

autrement  dit  83  dépend  linéairement  de  u,  el  Wo  el  on  voit  faci- 
lement qu'on  peut  le  supposer  nul  en  changeant  au  besoin  y^. 
Quant  à  y,,  c'est  une  combinaison  linéaire  de  d);  et  des  deux 
expressions  ro  au  moyen  desquelles  peut  s'exprimer  tij,. 

Enfin,  supposons  que  ys  et  O3  dépendent  tous  les  deux  de  o), 
el  u>2  el  qu'il  en  soit  de  même  pour  y,,  dj,  . . .,  y„  Oj.  Pour  que 
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le  sjslt'ine  dérivé  ne  soit  pas  complètemenl  inlégral)le,  il  faiitcjue 
l'un  des  covariants,  par  exemple  w'^.  soil  de  la  forme 


0)3  ?3  /toiioj         (niod  (U3. 


mais  alors  le  système  adjoint  du  système  dérivé  serait  précisé- 
ment le  système  donné,  et  ce  système  n'est  |)as  complètement 
intégrable. 

•io.   Nous  arrivons  donc  au  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Si  un  système  singulier  de  caractère  deux,  et 
sans  élément  caractérislirjue,  admet  un  système  dérivé  non 
complètement  intégrable,  le  deuxième  caractère  s-,  est  infé- 
rieur à  deux  et  l^un  des  covariants,  par  exemple  u, ,  est  ré- 
ductible à  la  forme  TH,  m-,.  De  plus,  on  a  des  formules  telles  que 

(mod  loj,  ....  (0,), 

(o;  =  w,  /_, 

les  y  dépendant  linéairement  de  w,,  m.,,  to.^. 

On  peut  ajouter  que  les  équations  du  système  adjoint  du  sys- 
tème dérivé  n'entraînent  pas  l'équation 

car  sinon  l'on  aurait 

Wj  ES.0  (lliod  <!),,  102,   ■  ■  ■  i  '^"st^lt  ^i), 

ce  qui  exigerait 

w'J'  E3  o        (  mod  (oi,  (02,  ....  (Oj.  ), 

contrairement  à  l'hypothèse,  le  genre  de  to'.  étant  au  moins  égal 
à  3. 

Par  suite,  on  peut  toujours  choisir  ra,,  ra^  de  manière  fj ne 
'/;,,  .  . .,  y,  ne  dépendent  que  de  ra,  et  ra^. 

46.  Cela  étant,  remarquons  que  le  système  dérivé  (1)  du  sys- 
tème donné  est  aussi  le  système  dérivé  du  système 

(  5  ;  10,  =  wj  = . . .  =  (0,.  =  o. 

el   ce  dernier  svslème  esl    de  caractère  un.    Il  en  rcsuile  (  n'^  ;2(t  ) 


que  le  covariant  w',  est  de  genre  i  (rnotl  w,,  lO;,,  ...,  i<>s),  sinon 
le  système  dérivé  serait  complètement  intégrable. 
On  a  donc  encore  une  congruence  de  la  foriue 

(6)  W|ï^ra,m2  (  moil  <0|,  (■) , ">,•  i  ; 

il  suffit,  pour  cela,  conformément  d'ailleurs  à  ce  qui  a  été  fait 
plus  haut,  de  choisir  ttsi  et  m-,  de  manière  que  le  sjstème  adjoint 
du  système  (5)  soit 

(7)  101=103=     .  .  =  Wj=  CJi  =  do  =  o.] 

47.  Finalement,  si  un  système  de  Pfajf  singulier  de  carac- 
tère deux,  sans  élément  caractéristique,  a  un  système  dérivé 
non  complètement  intégrable,  on  peut  trouver  s  —  i  équations 
du  système  formant  un  sous-système  de  caractère  un  et  ad- 
mettant des  caractéristiques  à  r  —  s  —  \  dimensions. 

De  plus,  d'après  les  résultats  du  Chapitre  III,  tout  élément  inté- 
gral du  système  donné  est  situé  dans  un  élément  intégral  arbitraire 
du  sous-système.  Par  suite,  pour  avoir  l'intégrale  générale  du 
système  donné,  on  prendra  une  multiplicité  intégrale  arbitraire 
Mr_j  du  sous-système 

(  5  )  loi  =  (03  =  . . .  =ojj.  =  o, 

et  l'on  cherchera  les  multiplicités  intégrales  de  l'équation 

(O2  ^=  o 

contenues  dans  Mr_j.  Ces  multiplicités  M^^j  dépendent  d'une  fonc- 
tion arbitraire  d'un  argument  et  sont  engendrées  par  des  caracté- 
ristiques à  /■  —  5  —  I  dimensions  données  parles  équations  com- 
plètemenljnlégrables 

(  7  )  (Oi  =  toj  =  .  .  .  =  Wj  =  ra,  =  CI,  =  o. 

48.  On  peut  préciser  davantage  les  propriétés  des  multiplicités 
intégrales.  Une  discussion  facile  montre  que  trois  cas  peuvent  se 
présenter  relativement  à  la  forme  de  w!,  ;  ils  sont  caractérisés  par 
les  formules  suivantes  : 


1     w'.   =  CTlTiTo  (    lllllll  '"1.  "'3.    ■  ■  -,  (O.,   >, 

'8) 

(     (Oq  SS  TÎTsTTTi-f-.  .  . -1-  ra2„_i  T7T2// 


(I  (0|,  (O2,  tO.,,    .  .  .,  m,}, 


(<t^ 


(     (O  I   S  TTT,  7!T,  I  lllf"!  '"1  .  W3,    •  •  •  ,   <0,-  1. 

(   lu'j  =3  TTiirai-H '^«ra,-)- ra;7n,;-i-    . .  ~  mj„_,  ttt.,,  i  iiukI  to,,  ojj,  .  . .,  lo.,- i 


-  204  - 
et 

(   oj'i  ^TniTïi»  I  niotl  (0),  C03,  .  .  . ,  to,  ), 

(     tb2  ^  Tî7i  T7T3  -+-  TÎT^  ro^ -f- .  .  , -4-  TTT2H  7n2/M-I  (  lllOQ  (Oj ,  tljj ,    .  .  .  ,  (Of  ). 

IJans  les  trois  cas,  n  désigne  fa  dinictision  niaxiina  de  l'inté- 
grale générale. 

Dans  le  premier  cas,  la  recherclie  dos  multipllcilés  intégrales 
contenues  dans  nne  multiplicité  Mr_j  exige  l'intégration  d'une 
équation  de  Pfair<]ui  admet  des  caractéristiques  à  une  dimension 

(1)2  =  nij  =:  mj  =  . .  .  =  WiH  =  o  ; 

dans  le  second  cas,  il  en  est  de  même;  seulement,  si  la  relation 
entre  ro,  et  rs^  qui  caractérise  M,._j  est 

les  caractéristiques   à   une   dimension  de  l'équation  de  Pfaffqui 
reste  à  intégrer  sont 

t02  =  TO]  =:  TTT^  -H  rt  TÏT3  Tzzi  T7T5  =:  .  .  .  ^  ^ïn  ^^  ^  '. 

enfin,  dans  le  troisième  cas,  léqualion  de  l'fallà  intégrer  n'admet 
plus  de  caractéristique. 

Les  deux  premiers  cas  correspondent  à  des  systèmes  systaliqiies 


le  troisième,  à  un  système  non  systatique 

ii  =   2,  ^2  =  •  •  .  =  ^«-1  =  ■''«  =  I  • 

49.  Nous  arrivons  maintenant  à  une  notion  nouvelle  :  celle  de 
caractéristiques  d'une  nouvelle  nature,  que  nous  désignerons 
sous  le  nom  de  caractéristiques  de  Monge  pour  les  distinguer 
des  caractéristiques  considérées  jusqu'à  présent  et  (jue  nous 
appellerons  dorénavant  caractéristiques  de  Cauchy.  Ces  der- 
nières engendrent  les  multiplicités  intégrales  à  n  dimensions,  et 
par  chaque  point  de  l'espace  il  en  passe  une,  et  une  seule,  de 
sorte  que  toutes  les  multiplicités  intégrales  M„  qui  passent  par 
un  point  donné  ont  en  commun  la  caractéristique  issue  de  ce 
point.  La  première  propriété  seule,  d'être  des  génératrices 
pour  les  multiplicités  intégrales,  se  conserve  pour  les  caracté- 
ristiques de  Monge. 


-  293  — 

Considérons  une    quelconque  des   multiplicilés   inlégrales  de 
l'un  des  systèmes  dont  nous  nous  occupons. 

L'équation  de  PfafT 
(il)  rai=  o 

est  pour  cette  intégrale  une  équation  aux  difTérentielles  totales 
par  rapport  aux  n  variables  indépendantes  choisies  ;  mais  on  est 
sûr  d'avance  qu'elle  entraîne  les  équations 

(ui  ^  toa  =  .  .  .  ^  10,  —  ra,  =  o  ; 
or,  le  système 


(  "  )  tO)  =  (1(3  =;...=  (o,  ^=  73 1  =  7^2  =  O 

est  déjà  par  lui-même  complètement  intégrable  quand  les  /■  va- 
riables primitives  sont  regardées  comme  indépendantes;  donc, 
a  fortiori,  sur  la  multiplicité  intégrale  considérée  M„  la  seule 
équation  (i  1)  à  laquelle  ce  système  se  réduit  est-elle  complètement 
intégrable.  Par  suite,  elle  définit  sur  M,,  une  famille  de  multi- 
plicités à  /(  —  1  dimensions  dépendant  de  n  paramètres  arbitraires 
engendrant  M„,  et  telles  que  par  chaque  point  de  M„  il  en  passe 
une,  et  une  seule.  Ce  sont  des  caractéristiques  de  Monge.  Si  l'on 
change  la  multiplicité  intégrale  ]M„,  ces  caractéristiques  an  —  i 
dimensions  satisfont  toujours  au  système  suivant  : 

(\-i)  (ui  =  10.,  =  .  .  .  =  (o,  =  roi  =  TO-2  =  o; 

c'est  le  système  différentiel  des  caractéristiques.  Remarquons 
que  l'on  a,  pour  ce  système,  suivant  les  cas, 

l       »./      «.»'  :=    i.\'    -, — =    TTt       =^    7TT  _    =    n 

(  mod  ttJ],    .  .  .  ,  77^2  t. 


(i3i 

' 

3 

s               1                2 

(  "^j 

^  TïTaTiT;  —  .  . 

•  -^  ^2ff— 1  ^2« 

(i4) 

(   '"s 

.  .^B  u)'f^  ro',  ^  ro^  ^  0 
■  •+  ''in— l'«l2« 

\   io\ 

=  10'      = . 

..î^CO^^TÏTj^TïTj^O 

(i5) 

(    w. 

,  =  cTiros-l-. 

.  .-f-  T^înCî/j+i 

(  mo<l  (0|,  ....  m,  ). 

Elles  sont  données  par  l'intégration  d'un  sys  tème  de  caractère  ««. 
Dans  le  premier  cas,  elles  dépendent  d'une  fonction  arbitraire  de 
/(  —  1  arguments;  dans  le  second  cas,  ce  sont  toutes  les  multipli- 
cités à  n  —  I  dimensions,  situées  dans  des  multiplicités  à  n  dimen- 
sions dépendant  d'une  fonction  arbitraire  de  n  —  ■>.  arguments  et 


engendrées  par  des  nuilliplicités  caracléiisliqiies  de  Cauchv  à 
deux  dimensions,  à  savoir 

(  iG  )  (u|  =  (oo  =  .  .  .  =  (0,  =  uti  =  raj  =  dj  :=  raj  =  .  .  .  =  m»,,  =  o; 

dans  le  troisième  cas,  ce  sont  encore  toutes  les  multiplicités  à 
n  —  I  dimensions,  situées  dans  des  multiplicités  à  n  dimensions 
dépendant  d'une  fonction  arbitraire  de  //  —  i  arguments  et  en- 
gendrées par  des  multiplicités  caractérislicpies  de  Cauchv  à  une 
dimension,  à  savoir 

(  1  -  )  tOi  =  tOo  ^  •  •   =   W.v  ==^  ^l  =  "^i  =  TÏT;  =  TTTj  ^  .  .  .  ^=  VS^n  +  X  ^^   O. 

Enfin,  dans  les  trois  cas,  elles  sont  situées  dans  des  multipli- 
cités à  /•  —  s  — ■  1  dimensions  dépendant  de  5  4-  i  constantes  arbi- 
traires, à  savoir 

W|  =  t03  =^  .  .  .  =  liig  =  TÏTi  =  TjTj  =  O. 

50.  Enfin,  dans  les  deux  j)remiers  cas  (o^  2«),  il  existe  aussi 
des  multiplicités  cavactc ristiqucs  de  Mongc  à  une  dimension. 
Dans  le  premier  cas,  défini  par  les  formules  (8),  ces  multiplicités 
caractéristiques  sont  définies  par  les  équations 

toi  =  toj  =  . . .  =  tu,  =  nj3  =  TÎI4  ^ . . .  =  tïi2„  =  o; 

elles  dépendent  d'une  fonction  arbitraire  d'un  argument,  car  on 
a,  par  exemple, 

tu,  =;  T<7i7n|,         (  mod  tO|,  t02,  . . .,  to,5,  ^3.  .  .  .,rni„)\ 

par  chaque  point  d'une  multiplicité  intégrale  M„  il  en  passe  une 
et  une  seule;  elle  n'est  d'ailleurs  pas  contenue  dans  la  multiplicité 
caractéristique  à  /?  —  i   dimensions  qui  passe  par  ce  point. 

Dans  le  second  cas,  défini  par  les  formules  (9),  les  caractéris- 
tiques à  une  dimension  sont  définies  par  les  équations 

(16)  tO|  =  too  =  .  . .  =  to,,  =  mi  =  TîTo  =  cjs  =  . . .  =  rn,„  =  o; 

elles  sont  contenues  dans  les  multiplicités  caractéristiques  à 
n  —  I  dimensions;  ce  sont  d'ailleurs  toutes  les  multiplicités  à 
une  dimension  contenues  dans  les  multiplicités  à  deux  dimensions 
définies  par  le  système  complètement  intégrable  (16). 


—  '2VI7 


LES   SYSTEMES    SINGULIERS    POLR    LESQUELS    LE   SYSTEME    DERIVE 
EST   COMPLÈTEMENT    INTÉGRABLK. 

ol.  Si  le  systc'me  di-rivé  est  complt'lemenl  iiilégral)le,  nous 
pouvons  le  supposer  intégré,  de  sorte  que  nous  sommes  ramenés 
au  cas  où  le  svslème  ne  contient  que  deux  équations. 

Si  h  désigne  alors  le  nombre  des  caractères  égaux  à  5,  on  peut 
supposer  que  le  covariant  w',  est  de  genre  h  (mod  lo,,  oj^)  avec 

n5A-f-2,         pS3/<^-2; 
soit 

1 2A 

(i8)  *"'i  ^     7    (^ij^i'^j  (mod  (1)1,  wj). 


i\ous  conserverons  les  notations  du  Chapitre  111  t^form.  ?>G)  et 
nous  supposerons  choisies  les  expressions  ro,  ,■ . . .,  cso/i,  0|,  . . .,  'i^, 
y,,  . . .,  '/o^  de  manière  à  avoir 


1   w',  =     ^     fl/yra/ray 

1  '•' 

(ig)    '  a+i....,2/i  (  mod  ti),,  (0,). 

1    <U«^S  ^        6,y  CJ,rT^ -T-  T5,  0|   -T-.  .  . -h  T3ïBi 

I  'V 

Nous  allons  d'abord  cKaminer  dans  quel  cas  w',  est  de  genre 
/< -|- I  (rnodo),),  c'est-à-dire  dans  quel  cas  on  a  une  congruence 
de  la  forme 


(ao)  ''^1^     7     «,ym,7;Ty-f- tijj'i         (  mod  w,  ), 

'•/ 
i  désignant  une  expression  de  PfafT  convenablement  choisie,  indi'-- 
pendanle  de  oj,,  Wo,  m,,  . . .,  m-2h- 

Pour  quune  congruence   telle  que  (20)  soit   |)ossiblc,    il   faut 
d'abord  que  l'on  ait 

(il)  lo'j  E=  o         (  mod  (i)| ,  <o_>,  m,,  .  .  .,  ra./,,  il  ), 

car  le  système  adjoint  de  l'équation  to,  =  o  est 

(U|  =  (I),  =   73|  =  .  .  .  =  TJSil,  =   'i/   =  O. 


et,  ce  sjslèmc  est  coinplètemcnl  inlrgi-ililo.  M;Ùa  la  conf;riicncc  (y.  i) 
n'esl  évidemment  possible  que  si  l'on  a 

(oV- S3  o         (  flliid  (Oi,  cj,.  m,.  ...,Tn.,/,), 

c'esl-à-dirc  si  l'entier  [i  est  nul  ou  égcil  ù  l'unité. 

52.  i"  [3  =  o.  —  Si  P  est,  nui,  on  peul  évidummenl  supposer 
que  A  est  une  combinaison  linéaire  de  6,,  ....  O^:  de  plus,  a  est 
lin  entier  au  moins  égal  à  h  -\-  i. 

En  raisonnant  comme  nous  Tavons  fait  au  Chapitre  III  pour 
('•lablir  les  formules  (■^)''^),  nous  verrons  qu'on  peut  mettre  m\  sous 
la  forme 


i'a+i 


(22)   \  +  CTy^^i      T^:+%       +...-l-m^_,    T7!y,  (mnildji). 

en  désignant  par  y  un  entier  qui  peut  être  nul,  mais  an  plus  égal 
à  a  et,  de  plus,  de  même  parité  que  a. 

Cela  étant,  on  aura,  on  prenant  les  dérivées  des  deux  membres 
de  la  congruenec  (-,*■?), 

+  njy^  I ra j.+o  —  Tiî'j,^2TiTj._i  -T-. .  .-1-  TOu_,ro2  —  Tn'y_-m^^^ 

+  CTj,_^y_^,  nJa+Y+î  +  •  •  •  —  ^2/1-1  'i'i/,  4-  «o'o  'Jj  —  («2'!;'=  o         (  iiiod  (•),,  (./,  ). 

Désignons  par  ra, .  ro.,,  .  .  .,  ro',^  ce  que  deviennent  t^'^,  iri',,  .... 
77!^,^  lorscpi'on  y  fait 

(0|  :=   (U2  =  TT7|  =  .  .  .  ::^   T^îlt  =  O  ; 

on  a  alors  l'identité 

-4-  ri7y_,.[rr!).+  2  —  '"y+s  '"l'+i  "*"•  •  •  —  ^«'"a-i 

+  raJj^Y_^,inc(+Y+2  +  .  .  •—  rao/,ra2/,-i  +  {^,0,  -H.  .  .-i-  m^jOa)'!;  =  o. 

Par  suite,  en  égalant  à  zéro  les  coefficients  de  rai,  . .  .,  ra^^  dans 
le  premier  membre  de  celle  identité,  il  vient 


(■ïi) 


m,=. 

=  ^Y 

=  Ol 

^\+i  = 

- 

Ov  +  2 

•1- 

TTIy 

+2 

=  0y. 

K-,A^ 

0 

'i 

ra 

ï+y  — 

'^i+v-M 

= 

=  ^'m. 

=  0 

Enfin,  en  prenant  les  déiivées  des  deux  membres  de  la  denxiùme 
congriicnce  (19)  et  y  faisant  ra,  =. .  .  =  73.)^  ^  o,  il  vient  l'identité 

(«4)  —  2(6y+,0y+2-l-...-h0^_,0ï)'i=    O. 

Cette  identité  exige  que  y  soit  égal  éi  y.  —  a  ou  à  %.  Mais, 
d'autre  part,  on  a 

et  la  deuxième  de  ces  inégalités  est  incompatible  avec  la  troisième 
si  y  est  égal  à  a  —  2  ou  à  a. 

Donc  le  premier  cas  est  impossible. 

53.  2°  j3  =  I .  —  Dans  ce  cas,  /;  =  a  +  i  est  au  moins  égal 
à  /*  +  a.  Donc  a  est  au  moins  égal  à  h  -\-  \ . 

On  a  toujours  la  congruence  (20),  mais  ici  'L  dépend  nécessai- 
rement de  y,,  y 2  et,  de  plus,  en  prenant  les  dérivées  des  dcu\ 
membres  de  celle  congruence,  on  trouve  facilement 

■/_,-/_2'i'  =  O  (ilioil  w,,  10,,  rr, r^ih), 

ce  qui  permet  de  prendre  (L  =  y , . 

Ici  le  système  peut  être  mis  sous  une  forme  assez  simple.  Le 
covariant  ta',  étant  de  genre  li  +  i  (mod  w,),  la  première  équation 
du  système  peut  toujours  s'écrire 

dz  — y)i  dxi  — /)2  dx,  —  .  .  .  —  />/,+!  dx/^+i  =  o; 

de  plus,  le  système  adjoint  de  cette  équation  étant 

(O,  ^  (.«2  =  Cîl  =  .  .  .  =    7ïl2/l  =   'i   =   O, 

le  premier  membre  w.>  de  la  seconde  équation  est  une  combi- 
naison linéaire  de  rfc,  clx^,  . . .,  clp^^^  ;  par  suite,  on  peut  supposer 
le  système  mis  sous  la  forme 

\   dz—pidx,  —  ...~p,,^tdx/,+^  =  o, 

(   dph+i^  Hi  (//j|-H..  .—  Il;,  dp/,  —  r,  dxi—.  .  .— iv,  +  ,  dx,,+t  =  o, 

et  parmi  les  a/j  -+-  i  fonctions  u  et  c,  il  y  en  a  a-H  i  indépendantes 
entre  elles  et  indépendantes  des  x,  z  et/>;  ou,  si  l'on  préfère,  il 
existe  a/t  —  a  relationsi  ndépendanles  entre  les  4/i-|-4  variables  x, 
:-,  p,  u,  r. 

Cela  étant,  il  est  facile  de  voir  que  pour  toute  multiplicité  inté- 


-  3!)0  — 

i;r;ilc  du  svslùnie,  les  u/;  +  J  \ailables  ./■,  :,  ii.p  soiil  lices  par 
//  +  2  relations  seiilcnienl,  les  h  -+- 1  expressions ttî,,  ...,ts/,,  -l  élaiil 
en  elTel  indépendantes  pour  un  éK''nieiil  inlt'gra!  E„.  Il  résulte  de 
la  que,  pour  avoir  l'intégrale  générale  du  système  (ai),  il  sulfil  de 
prendre  l'intégrale  générale  de  la  première  équation  du  sjstème 


(  2(1  I 


o(,ri,  .Ti, 


ôx, 


ph+\  = 


en  portant  dans  la  deuxième  équation 
devant  rester  indépendants, 


(2-) 


o.>;,+,  d.7 


Ox/,+i  ()j-/,+i 


-^  «I 


0.r,  Ox/,  +  i 


II/, 


'  il.r,,  Ox, 


tlXl, 


=  <V,+|. 


Ces  équalions,  jointes  aux  ■>  Il  — a  relations  (pii  doivent  exister 
entre  les  \ariables  x,  z,  /?,  ii,  r,  permettent  d'exprimer  toutes  les 
variables  en  fonctions  de  .r,,  . . .,  x/,_^.^  et  de  -j.  —  //  des  variables  ii, 
ce  qui  donne  bien  des  midtiplicités  intégrales  à  a4-  i  dimensions. 

La  réduction  du  svstème  donné  à  la  l'orme  (■?'))  exige  //  -I-  a  opi''- 
lalions  d'ordres 

■>./i  -1-3,     ■xh  +  i,     . . .,     3,     I. 

oi.  Ces  systèmes  nous  ft)urnissent  un  exemple  de  carculrris- 
licjues  d'une  nouvelle  espèce.  Considérons  les  équations 

(  28  )  (0,  =  (1).,  =  m,  =  .  .  .  =  -m,/,  —  o, 


appliquées  à  une  multiplicité  intégrale;  elles  se  réduisent  à  //  seu- 
lement; mais  on  peut  ici  appliquer  les  formules  (a.3),  et  elles 
montrent  que  parmi  les  covarianls  d)', ,  w!,,  Tni,  ...,  ra!,^  il  y  a 
toutes  les  ex]iressions 


"r/.i 


/.!• 


»/.!■   /y/.--\ 


or,  pour  une  multiplicité  inlc'grale,  'J/,4.1,  ..  .,  0^,  y,,  par  exemple, 
sont  indépendants;  donc  le  système  considéré  de  li  éqiiii lions 
de  PfoJ]'  c>  /;  =  a -t-  I  variables  n'admet  que  des  intégrales  à 
une  di/ne/ision.  iniisciu'ou  a  m'ccs^alremeiit .  imur  ('lémeul  iiil('yral 


de  ce  svslènie 

77T[  ^  CTo  =  .  .  .  =  T^/i  :^   (>, 

0/,+  ,  =  rt/,  +  1  'i,  0^=«x'i. 

Ces  inléj^rales  dépendent  de  a  —  /t  fondions  arbilraires  d'un 
argument.  De  plus,  les  caractéristiques  dans  leirr  ensemble  dé- 
pendent de  a  +  I  =  rt  fonctions  arbitraires  d'un  argument. 

Ainsi,  les  équations  (28)  définissent  des  caractérisli(|ut's  à  une 
dimension;  mvi\i,  tandis  que  les  caractéristiques  dr  Caucliy 
dépendent,  dans  leur  ensemble,  seulement  de  constantes  arbi- 
traires, tandis  que  les  caractéristiques  de  Monge  dépendent, 
dans  leur  ensemble,  de  fonctions  arbitraires,  celles  d'entre 
elles  qui  sont  situées  sur  une  uiulliplicilé  intégrale  ne  dé- 
pendant néanmoins  que  de  constantes  arbitraires,  ici  les  carac- 
téristiques définies  par  (28)  ne  jouissent  même  plus  de  celle 
dernière  propriété,  celles  de  ces  caractéristiques  qui  sont 
situées  sur  une  multiplicité  intégrale  donnée  dépendant  de 
/onctions  arbitraires. 

Le  système  étant  mis  sous  la  forme  (2.)),  les  équations  difl'é- 
renlielles  des  caractéristiques  sont  d'ailleurs 

■    (hj^  _  dxi^  _        _  tlr/i  _  (Ir,,^, 
\     Ui    ^    'h  ~    "/,    ~        1 

(2<)), 

'     j  dpi  _  dp/,  _  dpk+i  dz 


\  Vi  l'/,  17,+,  p,,  +  ,-^  llipi-h.  .  .-^-  U,,p/, 

il  suffit,  pour  s'en  rendre  compte,  de  remar(|uef  f|iic  l'on  a 

(.)',  =  (dxi—  »i  c?.r/,  +  ,  )  (dpi  —  i\  d.r/,^,  )-4-.  .  . 

-+■  {djr/i —  H/,  dx/i^i  )  (dp/i —  (■/,  <lx/i-t-i  >         (niod  w,,  Wj). 

00.  Il  ne  reste  plus  maintenant  qu'à  examiner  le  cas  où  o)\  est 
de  genre  h  (mod  w,  ).  Alors,  d'après  ce  qui  a  été  montré  au  Cha- 
pitre III,  pour  avoir  l'intégrale  générale  il  suffira  de  clierclier 
l'intégrale  générale  de  l'équation 


ce  qui  donne  une  multiplicité  à  /• —  /(  —  1  dimensions  et,  en  por- 
tant dans  la  deuxième  équation  du  système,  de  chercher  l'intégrale 
la  plus  générale  contenue  dans  cette  multiplicité.  O/i  -est  ainsi 
ramené  à  l' intégration  successiic  de  deux  équations  de  Pfajf. 
Il  y  a  ici  des  carac/crisliqnes  de  Monge  à  n  —  //  dimensions. 


—  'Mi  — 
définies  par  les  ccjiialions 

(28)  loi  =  C02  =  jjTi  =  .  .  .=  ro»/,  =  o, 

mais  ici  l'on  a  évidemmenl  [d'api'ès  (m))] 

1  II),  ES  ra',  ^  .  .  .  ^  m'.,/,  ^  o 
(3o)      j  "  (  mod  10  ,  tui,  raj.  .  . . ,  raj/i   : 

(     <''2=^7.l/.!-t----^/.2,'3-l/.2? 

ce  sont  loules  les  mnltiplieités  à  «  —  h  dimensions  conleuucs  dans 
des  mulliplicilés  à  7.-\-  p  dimensions,  engendrées  par  des  caraclé- 
risliqiies  de  Gauchy  à  a  dimensions  et  dépendant  d'une  fonction 
arbitraire  de  ^  arguments.  Sur  chaque  multiplicité  intégrale  il  y 
en  a  une  infinité  dépendant  de  h  constantes  arbitraires. 

Dans  certains  cas  il  peut  y  avoir  naturellement  d'autres  carac- 
téristiques que  les  précédentes;  par  exemple,  sous  certaines  con- 
ditions, le  système 


oj,  =  (O;  =  T7J,  =  .  .  .  =  ra;,  =  y_i  =  .  .  .  =  y  jjj  =  o 

|)eut  aussi  définir  des  caractérislic(ues  ;  mais  je  laisse  de  côté  ce 
sujet,  qu'il  n'est  pas  dans  mon  intention  de  traiter. 

06.  En  résumé,  nous  voyons  que  les  systèmes  singuliers  de 
caractère  deux  n  admettant  pas  de  caractéristiques  de  Caucliy 
jouissent  tous  de  la  propriété  très  remarquable  que  leur  inté- 
grale générale  peut  être  obtenue  par  l'intégration  de  systèmes 
d'équations  dilférentielles  ordinaires.  Cela  ne  veut  pas  dire, 
bien  entendu,  que  pour  ces  systèmes  le  problème  de  Caucby  puisse 
être  résolu  au  moyen  d'équalions  dillerentielles  ordinaires;  cette 
conclusion  est  néanmoins  exacte  pour  les  systèmes  singuliers 
dont  le  système  dérivé  n'est  pas  complètement  intégrable;  car, 
en  conservant  les  notations  employées  dans  l'étude  de  ce  cas,  la 
connaissance  d'une  multiplicité  intégrale  à  une  dinjension  par 
laquelle  doit  passer  la  multiplicité  intégrale  cliercliée  permet  de 
déterminer  la  fonction  arbitraire  dont  dépend  la  multiplicité  M^-^; 
cette  multiplicité  étant  connue,  on  est  ramené  à  résoudre  le  pro- 
blème de  Caucby  [)Our  une  seule  équation  de  Piair. 


—  30:i  — 

REMARQUE  SUR  LES  ZÉROS  DES  SÉRIES  DE  TAYLOR; 
Par   Al.    Michel   Petrovitch. 

\.  En  cherchant  une  limite  supérieure  du  module  d'un  déter- 
)ninanl  quelconque,  dont  on  connaît  des  limites  supérieures  des 
modules  des  éléments,  M.  Hadamard  (')  est  arrivé  au  théorème 
suivant  : 

Liant  donné  le  dvtiTnunant 


"il     "i 
Ut,      a. 


a„i     a„i     ...     a, 

si  l'on  désigne  par  s/,  la  somme  des  carrés  des  modules  des 
éléments 

«/M!  «/l.->.  ■■■'         «/!,« 

opporlenant  à  la  ligne  liorizontale  du  rang  h,  le  carré  du 
module  de  A  ne  saurait  jamais  surpasser  la  valeur  du  produit 


Le   lliéorème,   convenablement  ap|)lK|ué,   conijuit    'a    ciiiclques 
résultats  relatifs  aux  séries  de  Tavlor,  ([ue  nous  allons  indiquer. 

2.    Considérons  la  série 

(\)  /[  z  )  =  a„-r-  («1  ;;  -H  «2  --  +  •  •  • . 

où  les  coefficients  rto)«ii«2i  •••  peuvent  être  réels  ou  imagi- 
naires, ;  représentant  une  variable  complexe.  Le  coefficient  «„ 
peut  toujours  être  supposé  dillérent  de  zéro;  s'il  n'en  était  pas 
ainsi,  on  envisagerait  la  série  obtenue  en  divisant  (i)  par  zP,  où 
p  est  l'ordre  du  zéro  :;  =  o. 


(')  Bulletin  des  Sciences  niultiénialitjiies.  t.  \\  II.  p.  l!'|0-2'|(';  ^'^'J^- 


—  'Mi  — 
Soit,  /•  le  rayon  de  convci-gence  de  (i)  cl  posons 

y  étant   une  nouvelle    variable  complexe  et   t   un  nombre  réel, 
positif  et  inlérieiir  ù  /'.  La  série  deviendra 

(3)  /{z  )  =  o{y)  =  b^+  b,y  -k-  (>.,}'-  -h  ■  .  ■ 

avec 

(i)  b„=ant 

et  avec  le  rayon  de  convergence 

(5)  ,-,=  ^>,. 

l'osons 


(6) 


=  Cu  +  Cl  r  -1-  Co  y2  _^. 


les  coefficients  c„  seront  donnés  par 

(~0" 


(7) 
avec 

(8) 


h"*^       " 


l'x 

à. 

..       o 

l>. 

l>, 

b,        . 

o 

hn~l 

b„-« 

bn-Z       . 

..        bo 

bn 

l>„-, 

b„-.2       . 

..  b, 

Posons  ensuite 


(9) 


s,      =|6„|2+|;,,|î, 

s,  =|i,„|2H.|/;,|2+|6,p, 

P«      =\b,\'-^\b,\"-  +  ...+  \ù„\\ 


D'après  le  lliéoréme  de  M.  Hadamard,  cité  précédemnicnl,  on 
aura 


(lo)  A,,;; /*,*o. .  .;ç„_i  P„. 

Comparons  la  série  (6)  avec  la  série 

(il)  Oi(,+  ^i}-  -h  Oi,}'--t.  .  ., 


—  Mo  — 
doDl  les  cocificients  sont  donnés  |)ar 


(12) 


\-r-\        v's,i2...i-,,_,  P„. 


D'aprrs  rint'galllé 


la   série  (6)   convergera   pour  loute  valeur   de  y   pour   laquelle 
converoe  la  série  (i  i).  Or  comme  on  a,  pour  ii  ^=  ce, 


(i3) 


en  posant 

on  aura 
('4) 
avec 
(.5) 


0  0 

3  =  lini  — —  , 


P  = 


iool 


rai/)  =  'y  irt„/"i 


el  la  série  (i;"))  sera  convergenle  d'après  l'inégalité  t<_r.  La 
valeur  p  seia  donc  dilTérente  de  zéro,  et  comme  elle  représente  le 
rayon  de  convergence  de  la  série  (i  i),  la  série  (G)  convergera 
aussi  dans  un  cercle  de  ravoa  au  moins  égal  à  o.  La  fonction  'f  (jk) 
ne  saurait  donc  avoir  aucun  zéro  de  module  inférieur  à  p.  Et 
comme  on  a 

•=  =  '„r, 

la  fonction  /(^j)  ne  saurait  avoir  aucun  z(''ro  de  module  infé- 
rieur à 

(.6)  1""" 


v/ra(0 


rpielle  que  soit  la  valeur  réelle  de  /  comprise  entre  o  el  /■. 
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On  en  lire  le  résiillal  suivanl  : 

Si  l'on  désigne  par  K  le  plus  petit  module  des  zéros  de  la 
.série 

(  I  ;  )  «u  ->-  «  1  -  -i-  «2  --  -I-  •  •  • 

et  si  l'on  forme  la  fonction 

('8)  «i^)=  |I|2l«„;"|•^ 

0 

on  aura 

(.9)  ).>J^. 


quelle  que  soit  la  valeur  de  la  variable  coniple.ve  z  à  l'inté- 
rieur du  cercle  de  convergence  de  la  série  (17). 

3.  Le  résultai  précédenl  ofTre  le  moyen  de  calculer  des  limites 
inférieures  des  modules  des  valeurs  annulant  une  série  de  Tajior 
donnée,  lorsqu'on  se  donne  la  loi  des  coeflicienls  ou,  du  moins, 
les  \aleurs  numériques  d'un  nombre  suffisanl  de  ces  coefficients. 

A  cel  effel  on  donnera  à  z  une  valeur  quelconque  de  module 
inférieur  à  /•  el  on  la  remplacera  dans  le  second  membre  de  (19); 
dans  le  cas  particulier  où  les  coefficients  «oi  «n  ^21  •••  sonl 
tous  réels,  on  prendra  pour  z  une  valeur  réelle  quelconque  com- 
prise entre  o  el  /•.  Chacune  de  ces  valeurs,  remplacée  dans 
l'expression 

</uCz  ) 

conduirait  à  une  limite  inférieure  des  modules  des  zéros  de  la 
série  considérée.  L'évaluation  d'une  telle  limite  se  trouve  ainsi 
ramenée  au  calcul  exact  ou  approché  de  la  somme  de  la  série  (18) 
sous  la  ioimc  fixée.  On  peut  alors  procéder  comme  ceci  : 

1"  Ou  bien  calculer  la  valeur  approchée  de  u[z)  el  une  limite 
supérieure  de  l'erreur  commise; 

2"  Ou  bien,  ce  qui  est  préférable,  s«/ii-^/<«e/-  aux  coefficients 
|a«|-  de  la  série  (18)  d'autres  coefficients  e„,  choisis  de  ma- 
nière qu'on  ait 
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et  que  l'on  sache  calculer  la  somme  de  la  nouvelle  série 


*(.)=y«-„.- 


ainsi  obtenue.  Il  est  manifeste,  d'après  ce   iiiii  précède,  que  si 
l'on  pose 

et  que  l'on  attribue  à  z  une  valeur  réelle  quelconque  comprise 
entre  o  et  r,  la  valeur  correspondante 


V  i>i-) 


serait  une  limite  inférieure  cherchée. 

En  alliilniaiit  à  ;  diverses  valeurs  réelles  et  positives  infé- 
rieures à  /•,  on  aurait  diverses  valeurs  de  la  limite  inférieure  u. 
Pour  qu'une  telle  limite  soit  la  plus  élevée  possible,  il  faut  que 
la  valeur  correspondante  de  »'(j)  soit  la  plus  petite  possible. 
Examinons  donc  la  manière  dont  variera  cette  dernière  fonction 
lorstjue  :;  croît  de  o  jusqu'à  /'. 

Si,  pour  abréijer  l'écriture,  on  cnlenil  par  ;  le  module  de  ;,  on 
aura 


''(-)  = 


■2 


-+-   >   c.,-- 


dz 


!^(«-.)c^,-■=''-^ 


d'y 


■X  \  (  «  —  I  )  ( «  —  ■jt)e„z-"- 


,       dK- 


Pour  ;  positif  et  très  petit  la  dérivée  -,-  sera  négative;  lorstpie  ; 

commence  à  croître  à  jiartir  de  ;  =  o,  les  deux  cas  suivants  peuvent 
se  présenter  : 

1°  Ou  bien  celle  dérivée  restera  constamment  négative  dans 
l'intervalle  de  ;  ^  o  à  z  =  r  (on  reconnaîtia  ce  cas  à  ce  qu'elle 
est  nci;iiti\c  pour  ;  =  /•); 
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■2"  ()ii  Ijleii  clic  s'iiiiiiiilc  dans  ccl  intervalle  (  on  lu  icconnaîlia  à 
ce  qn'cllc  csl  positive  ponr  ;  =  /■).  L'é{|uali<)n 

11"" 
ne  sanrait  d'ailleurs   avoir  plus  d'une  racine    réelle   cl   positive, 
))uisque  la  dérivée  -r-,  est  jiosilivc  pour  une  valeur  réelle  et  posi- 
tive quelconque  de  :•. 

Dans  le  premier  cas,  la  fonction  ï(;)  décroîtra  constanimenl 
pendant  que  ;  varie  de  o  à  /•;  la  nieillenre  valeur  à  prendre  jiour; 
serait  donc  z  =  /•. 

Dans  le  second  cas  (qui  se  présentera  toujours  lorscjue  /•  est 
suffisamment  ijraiid)  »'(;)  présente  un  minimum  pour  une  cer- 
taine valeur,  ;  =  a,  comprise  entre  o  et  /■  et  ce  minimum  est  alors 
unique.  La  meilleure  valeur  à  prendre  pour  ;  serait,  dans  ce 
cas,  ;  =  7.. 

Par  suite,  la  plus  faraude  THilcur  de  u,  doniu'-c  par  la  propo- 
sition précédente,  sera 


Une   telle   limite  est   toujours   inférieure  au  rayon   de  conver- 
gence /',  puisqu'on  a  a  ■<  /■  et 

]iour  toute  salcur  réelle  et  positive  de  i. 

A.    Ap|)li(pions  ceci  à  quehjues  cas  spéciaux. 
Premier  exemple.  —  (Considérons  la  série 


/i       \/i       /j 
(où  r?  est  uiie  constante  réelle  cl  positive  (j  u  cl  eo  ni  pie),  a  vaut  /•  =  1 
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comiiip  ra\(in  de  con\  cii;ento.  En  faisanl 


,  .  ,  .        «/.•  .    . 

1^  uqualion  -,     =  o  est  ici 
'  az 

— — -— ;  -+-  lo;;(i  —  ;-)  —  «-  =  n; 

elle  adniel  une  racine  ;  =  a  comprise  entre  o  et  i,  et  cette  racine 
est  iini(|iie  pour  cet  intervalle.  Une  limite  inférieure  des  modules 
des  zéios  de  la  série  considérée,  comprise  dans  l'intervalle  (o,  i), 
sera  par  conséquent  donnée  par 


liemarcjuons  aussi  que  la  valeur 


V- 


étanl  comprise  à  l'intérieur  du  cercle  de  convergence  de  la  série 
donnée,  en  la  remplaçant  dans  i'(-:)  on  trouve  que  la  série  ne 
saurait   sannuicr  pour  aucune  valeur  de  r  de  module  inférieur  à 

o,79J  a 

/a- -h  I 

Deuxit'-ine  exemple.  —  Considéions  la  séiic 


convoi-gente  dans  tout  le  plan.  En  faisanl 


—  :iio  - 

on  aura 

L't'fjualion 

^.  =" 

est  ici 

(  z-  —  Il  P-'  —  a2  _(_  I  —  o, 

et  aura  une  seule  racine  positive  comprise 


entre     I     et     4/ 

entre     o     et      i,  si     o<n<i. 

En  désignant  cette  racine  par  a,  une  limite  inférieure  des  mo- 
dides  des  zéros  de  la  série  (aS)  sera 


Troisième  exemple.  —  Pour  la  série 

-3  -5 

n  +  — -4-  ^  +  ^  -h  .  . . , 
v/i        v/3        /5 
on  aura 

En  faisant  par  exemple  z^=  -,  laquelle  valeur  est  comprise  à 

l'intérieur  du  cercle  de  convergence  de  la  série,  on  trouve  que  la 
valeur 


2  y/rt-  -t-  k 
avec 

I         5 
/.■  =  -  log  -  =  o,  i  log'».. 

représente  une  limite  inférieure  cherchée. 
Quatrième  exemple.  —  Pour  la  série 

a  H — - —  H —     "       — I " 


—  311  — 

une  toile  limite  serait  représentée  par 


/ 


OÙ  a  désigne   la  racine  réelle   et   [losilive   unique   de    ré(|ualion 
transcendante 

«-(«-' —  e~  -"■')  —  6''  —  e--''  —  2  a-  =  o. 

5.  J'ajouterai,  en  terminant,  une  proposition  simple  ([ui  résulte 
immédiatement  des  résultats  du  n"  !2. 
De  l'inégalité 

en  posant 
on  lire 

D'autre  part,  d'après  ce  qui  précède,   une  limite  inférieure  des 
modules  des  zéros  de  la  série 


sera  donnée  par 

Par  suite,  en  posant 


/il-  (  -  ) 

s  !«„;:« 

1  =  1 

^    laol 

}^> 


or-)' 


el  cela  ([iielle  que  soit  la  valeur  de  ;  à  l'intérieur  du  cercle  de 
convergence  de  la  série  considérée. 
Il  s'ensuit  la  proposition  suivante  : 

Une  fonction  /{:■)  Jioloninrphe  dans  une  circonférence  C 
décrite  autour  de  l'oriiiiine  comme  centre,  ne  s'annulant  pas 
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Il  roriiiino,  ne  saurail  avoir  de  zérn    de   module  injériciir n 
l'e.rjuession 

1/(0)1 
A!      ' 

oïl  M  désii;ne  l<i  /dus  grande  judenr  ijue  /nend  le  module  du 
rapport  de  la  fonction  majorante  dej\z)<i  la  variable  z  pour 
lex  valeurs  de  z  comprises  à  l' intérieur  de  la  circonférence  (>. 
Dans  le  cas  particulier  où  les  valeurs  de  la  fonction /(;)  et  de 
ses  dérivées  successives  pour  ^  =  o  sont  loules  réelles  et  posi- 
tives, et  si  l'on  désigne  par  ).  le  plus  petit  parmi  les  modules  des 
singularités  de  la  fonction,  celle-ci  ne  saurait  s'annuler  pour 
aucune  valeur  réelle  ou  imaginaire  de  z  dont  le  module  serait 
inférieur  à  la  plus  grande  valeur  que  puisse  prendre  la. 
fonction 

pour  les  valeurs  réelles  et  positives  de  z,  comprises  entre  o  et  ).. 


COMPTES  mimus  des  séances. 


SÉANCE  DU  6  NOVEMBRE  1001. 
pniisiDii.Nci!  ui;  Ji.  d'ocagnk. 
Communications  : 

M.  André  :  Sur  les  permutations  alternées  et  leurs  lelalions 
avec  les  développements  en  série  de  sécx  et  de  tang.?-. 

M.  Andoycr  :  Sur  les  courbes  paraboliques  des  su /faces 
Algébriques  et  certaines  singularités  de  ces  sut  faces. 

M.  DE  Séguier  adresse  la  Noie  suivante  : 

Courbe  remplissant  un  cube  à  /i  dimensions. 

Considéi'ons  l'ensemble V des  points  (x,,  ...,x„)['  )(«  >2)défini 

(')  MM.  Pf.axo  (Af..i.,t.  XXXVIj,  HiLnF.nT  {M.  A.,  l.  XXWIII),  MoonE  {Trans- 
action of  tlie  American  Socitir,  1900)  ont  étudié   le  cas  où  «  =  3.  Voir  aussi 

!•;.  l'icAiiD,  Traité  il'  \iialysc,   •'  cililion.  ('.\\.  I.  (>  ({ni  >uil   u'c^l  qu'une  généra- 
lisalion  ilo  rr\euipl.'  dcniié  par  M.   lIlilnTl. 
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par  o  <  ^i  <  1  et  renscmlile  [^  des  poliils  [x)  délini  par  o  5^  <  i , 
puis  les  variétés 

t  t. 

X  =  -rr  (;  =  "i  i>  •  •  •>  2"*' —  '  )•         ''1=  -^  ($1  =  0,  . . . ,  2'-' —  I  ), 

■j.iik  2* 

(|ui  partagent  1^  et  V  en  2*"  parties,  LsVf^    5,  définies 


[  j'appellerai -|y  le  jioint    initial    de  Lçet(^j-'-i  ^'1    le   point 

initial  de  V|,  .  sj. 

Supposons  d'abord  A'  =  i  et  cherchons  à  ranger  les  VJ^  t^  dans 
lin  ordre  tel  que  chacun  se  déduise  du  précédent  par  une  transla- 
tion égale  à  17  et  parallèle  à  un  des  axes,  c'est-à-dire  (|ue  si  l'un 

d'eux  est  défini  par  —  "^  j";  <  ^^^— —  >  le  suivant  le  sera  par  les  mêmes 
'22  ' 

inégalités  où  un  et  un  seul  des  ?,-  sera  augmenté  ou  diminué  de  i. 

Soit  S„  la  suite  ainsi  formée.  L'ordre  des  termes  sera  déterminé 

j)ar  la  suite  s„  des  svstèmes  ^i  .  ..  ç,,  qui  y  figurent.  Supposons  s,, 

formée  pour  n  =  v,  le  premier  système  étant  o,  o...,  o,  le  dernier 

iM'pondant  à  ^/,  seul  ^  o,  l'avant  dernier  à  \h  et  ^,-  seuls  ^  o.  Pour 

IVjrmer  .«v+i  O'i  peut  procéder  ainsi.   Entre  le  i'^""-'  élément  et  le 

suivant  (le  premier  étant  regardé  comme  succédant  au  dernier)  de 

ciuupie  système  de  s^  écrivons  un  o  qui  sera  le  f  +  1   élément,  le 

rang  de  chacun  des  éléments  suivants  jusqu'au  dernier  se  trouvant 

ainsi  accru  de  1 .  Soit  s,,^i,  la  suite  ainsi  formée.  Formons  une  suite 

analogue  .Sv.i  en  insérant  entre  let"^"'^et  le  (î-h  i)'*"'"  élément  de  s^ 

un  1  au  lieu  d'un  o.  Ecrivons  alors  tous  les  termes  de  5v,o,  sauf 

le  dernier,  dans  l'ordre  où  ils  se  présentent,  j)uis  tous  les  termes 

de  5v,),  sauf  le  dernier,  dans  l'ordre  inverse  en  commençant  j)ar 

l'avanl-dernier,  puis  le  dernier  terme  de  Sv.i;  puis  le  dernier  terme 

de  5v,o-  La  suite  ainsi  formée  sera  une  suite  .s'v+i    '■  nous  dirons 

i\i\e\\e  conduit  an  point  (o,  o, ..  .,0)  au  point 

(  n  =  .r2  =  . . .  =  J7, _ ,  =  j/, H- 1  =  . .  .T„-n  =  o.        X,,  =  1/1 

XXIX.  2 1 
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l'our  ohlenir  une  sulle  s^^i  conduisant  du  point  (o,...,  o)  au 
point  X|  ^  . . .  =  .r.,  =;  o,  .rv+  i  =  i ,  on  écrirait  5v,o  puis  s.,_,  dans 
l'ordre  inverse. 

Cela  posé,  désignons  les  termes  de  .<„  par  Voi  •••»  Vj"-i  ^^ 
faisons  correspondre  V^  à  L^,  les  points  initiaux  se  correspon- 
dant. Pour  /i •=  2  on  peut  réaliser  une  correspondance  analogue 
entre  les  V^^  .  j^  contenus  dans  Vjj.  et  les  L|  contenus  dans  L|i, 
en  ayant  soin  que  la  suite  des  Vç^  .  5^  conduise  du  point  initial 
de  Vil  au  point  initial  de  Vfn_,.  Soit  V|  le  V|_      ^^  répondant  à  Lç. 

On  pourra  de  même  faire  correspondre  à  L|  un  V|^  ^_^  que 
j'appellerai  V|.  Quand  A"  croît  indéfiniment,  un  point  (x,,  ...,  x,,) 

dont  les  coordonnées  ne  sont  pas  toutes  de  la  forme -^  (a  impair) 

sera  intérieur  à  toute  une  série  de  V|^  ^^  où  chacun  contient  tous 
les  suivants;  cette  série  définit  (:ri,  ...,  x„).  La  série  des  Lç  cor- 
respondants définit  un  point  x  correspondant  à  (a;,,  ...,x„). 
Ainsi  on  a  réalisé  une  correspondance  biunivoque  entre  les 
points  de  V  et  ceux  de  L  qui  peut  être  représentée  par 
Xi^  fi{\){i=^\ -,  ...,  /)).  Entre  deux  points  (a,,  ...,  a„), 
(/>(,  ...,  bn)  quelconques,  l'arc  de  la  courbe  Xi^fii^)  qui  rem- 
plit V  est  toujours  infini,  car,  pour  A'  assez  grand,  («,,  ...)  et 
(fe,,  ...)  sont  dans  deux  V|^  . ç^  non  adjacents  et  la  courbe 
remplit  chaque  Vç       5_  au   point  initial  duquel  elle   passe.  Plus 

précisément,  la  variation  de  Xi  étant  >■  Ty— ^  dans  Vp"^^j  et,  par 
suite,  >  ~f.  dans  une  Jile  de  'i-^^ i^,,',^^  intérieurs  à  V;^  t^  dont 
chacun  se  déduit  du  précédent  par  une  translation  de  ^_^^.  paral- 
lèle aux  Xi  sera  >  2'"~"^2"*  dans  Vç^.  .5  ;  donc  la  variation  de 
fi{\)  ne  peut  être  bornée  dans  aucun  V|      ç^,  si  petit  soit-il. 


M.  CoMiiKBiAr  adresse  la  Note  suivante  : 

Sur  la  force  vive  utilisable. 

Le  BiiUrlin  a  publié  dans  sou  dernier  fascicule  une  Note  de 
M.  Lecornu  sur  la  Dynamique  des  corps  déformables. 

[|  ne  paraît  pas  sans  intérêt  de  compléter  cette  Noie  par  la 
nropnsilidM    .siiiv;iiilc  : 


Dans  le  cas  où  les  forces  extiM-ieiires  se  fout  équilibre,  la  force 
vive  utilisable  est  uniquement  fonction  de  la  position  du 
système. 

Je  rappelle  que  M.  Lecornu  appelle  force  viie  utilisable  la 
force  vive  que  prendrait  le  corps  si,  à  l'instant  considéié,  il 
venait  à  se  solidifier. 

Nous  considérerons,  comme  M.  Lecornu,  le  mouvement  par 
rapport  à  un  point  fixe.  Il  est  clair  que  la  proposition  est  égale- 
ment vraie  pour  le  mouvement  autour  du  centre  de  gravité  et, 
par  suite,  pour  le  mouvement  général  du  système. 

Soit  y  le  vecteur  représentatif  du  moment  résultant  des  quan- 
tités de  mouvement  de  tous  les  points  du  système. 

Soit  e  le  vecteur  représentatif  de  l'axe  instantané  de  rotation 
du  mouvement  que  prendrait  le  système,  s'il  était  brusquement 
solidifié. 

On   sait  que  la   force  vive    de  rotation   du   système  solidifié  a 

pour  expression 

T  =  (ï)(y)cosO, 

où  (e)  et  (v)  sont  les  grandeurs  respectives  des  vecteurs  e  et  y 
et  6  l'angle  que  ces  vecteurs  forment  entre  eux. 

On  sait  également  que,  dans  un  corps  solide,  le  vecteur  v  est 
une  fonction  du  vecteur  s  déterminée  par  la  position  des  axes 
principaux  d'inertie  et  par  les  valeurs  des  moments  principaux 
d'inertie. 

Réciproquement,  s  est  une  fonction  analogue  de  y,  et,  9  ne 
dépendant  que  de  e  et  de  yi  i'  en  résulte  que  T  ne  dépend  que 
de  y  et  des  positions  des  différents  points  du  système. 

Dans  le  cas  où  les  forces  extérieures  se  font  équilibre  (au  sens 
qu'a  ce  mot  dans  la  Mécanique  des  systèmes  indéformables),  le 
vecteur  y  est  constant  en  grandeur  et  en  direction,  et  l'expression 
T  n'est  fonction  que  de  la  position  du  système,  c.q.f.  d. 

11  résulte  en  outre  de  la  démonstration  que  l'expression  T 
prendra  la  même  valeur,  non  seulement  quand  le  système  passera 
par  la  même  position,  mais  encore  quand  il  passera  par  des  posi- 
tions présentant  la  même  forme,  au  point  de  vue  de  la  répartition 
de  la  masse  par  rapport  au  vecteur  constant  y. 

On  voit  que,  jinur  loule  autre  positii)ii.  la  force  vive  utilisable 


-  316  — 
est   forcément  comprise  entre    cerlaincs    limites,    comme   la   in- 
diqué M.  Lecornn. 

Si  les  forces  intérieures  n'équilibrent  pas  l'action  des  forces 
centrifuges,  le  système  se  dilatera  et  la  force  vive  utilisable 
diminuera  en  même  temps  que  (s). 

Si,  au  contraire,  les  forces  intérieures  centripètes  ont  la  prépon- 
dérance sur  les  forces  centrifuges,  le  système  se  condensera  et  la 
force  vive  utilisable  augmentera,  puisque,  (y)  restant  constant, 
(s)  croîtra  pendant  que  les  moments  d'inertie  diminueront.  Si  le 
mouvement  de  condensation  se  produit  suffisamment  lentement, 
le  travail  des  forces  internes  sera  presque  entièrement  employé  à 
accroître  la  force  vive  utilisable. 

Dans  le  cas,  cité  par  M.  Lecornu,  du  système  formé  par 
l'écureuil  et  sa  cage,  la  force  vive  utilisable  serait  constante,  si 
l'écureuil  n'était  pas  soumis  à  la  pesanteur,  et,  à  défaut  d'impul- 
sion primitive,  le  système  s'arrêterait  cliaque  fois  que  l'écureuil 
se  fixerait  à  la  cage. 

Dans  la  réalité,  le  moment  du  poids  de  l'écureuil  par  rapport  à 
l'axe  fixe  n'est  équilibré  que  par  des  forces  d'inertie,  et  c'est  ce 
moment  qui  accroît  la  valeur  de  (s),  le  moment  d'inertie  restant 
ici  constant. 

Il  y  a  lieu  d'observer  que  la  considération  de  la  force  vive 
utilisable  correspond  à  une  décomposition  remarquable  du  mou- 
vement. 

Soient^,  q,  r  les  composantes  de  l'axe  instantané  de  rotation 
£  suivant  les  directions  des  axes  principaux  d'inertie  à  l'instant 
considéré,  et  A,  B,  C  les  valeurs  des  moments  d'inertie  princi- 
paux; soient  X,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  du  système  par 
rapport  aux  axes  principaux  d'inertie,  et  soient  x',  y'  ,z'\  es  coni- 
posantes  suivant  ces  axes  de  la  vitesse  absolue  de  ce  point. 

On  a,  d'après  la  définition  de  s, 

\p  =  l.m{yz'  —  ^y'),         ]iq=^in(zx'  —  J"-'),         C/' =  S  m  (ay' — yx'). 

Décomposons  le  mouvement  en  deux  autres,  dont  l'un  serait  le 
mouvement  de  rotation  sans  déformation  déterminé  par  l'axe 
instantané  î,  c  esl-à-dire  posons 

.r'  =  t/z  —  ry  —■  ii,        y'  =  r.r  — pz  -t-  r,         z'  =  py —  qsr  -+-  w. 
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On  a 

T  =  A/J-  -+-  B^-  -+-  Cr-  H-  S  «i  (  u-  4-  i-  -+-  w-  \ 

H-  ■i^m[u((/z  —  ;;/)  +  IM  r.r—pz)-\-  w{py  —  qjr]. 

Or  le  troisième  terme  est  mil  (el  c'est  ce  qui  constitue  l'intérêt 
de  cette  décomposition). 

Ce  troisième  terme  peut  en  cfFet  s'écrire,  en  remplaçant  u,  i> 
et  II'  par  leurs  viiletirs, 

Zm  [-r'ifjz  —  ry)  -^y'  {rx—pz)  -h  z' (py  —  qx)]  —  (Xp-  +  'Qq'-  -»- C;-- ) 

OU 

p'Lni (yz  —  zy')-^  q  Z  nu  z.r' —  .rz'  )  -f-  r  S  /n  ( xy'—yx')  —  ( A/>'-  +  Bt^^  +  C  s'), 

quantité  nulle,  d'après  la  définition  de  p,  y,  /■. 
On  a  donc 

T  =  A/)2  ■+■  liq-  -^  C  z-^  -\-  Z  m  (  tf^  +  ('S  +  ic»  ). 

Observons,  en  terminant,  que  les  lettres  p,  q,  r  n'ont  pas  la 
même  signification  que  dans  la  Note  de  ÎNI.  Lecornu,  pas  plus  que 
les  lettres  x' ,  y\  :■' . 

M.   L.  KiPKRï  lait  la  Communication  suivante  : 

Sur  trois  propriétés  de  six  points  d'une  conique. 

I.  —  Le  théorème  de  la  droite  de  Simson  du  point  M  d'un 
cercle  (ABC),  étant  une  propriété  de  six  points  (A,  B,  C,  M,1,J) 
du  cercle,  a  cette  conséquence  projective: 

Soient  A,  B,  C,  D,  E,  F  si.v  points  d'une  conique  ;  A,,  B,,  d 
les  points  oii  BC,  CA,  AB  coupent  EF;  A^,  Bo,  C^  leurs  points 
conjugués  sur  EF.  Les  droites  DAo,  DBj,  DC2  rencontrent  les 
droites  BC,  CA,  AB  en  des  points  situés  sui-  une  droite  d. 

Au    triangle   ABC,    en     permutant    circulairement    les    points 

D,  E,  F,   correspondent   trois   droites  rf,   c,  /.  Or,  il  y   ■''   vingt 

triangles 

\BG(i),  ABDc2),  ...,  CI':F(i9),DliF(-20). 

Doue,   à  six  points  donnés  sur  une  conique  correspondent 
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soixante  droites^  essenliellenienl  dlslinclcs  des  Pascals,  cl  (jue 
l'on  peut  nommer  Sinisons. 

Le  calcul  montre  que  le  triangle  DEF  et  le  triangle  formé  par 
les  droites  f/,  e,y  sont  homologiques.  En  désignant  par  R,  et  /.'i 
le  centre  et  l'axe  d'homologie,  on  voit  cpie,  (iiix  soixante  Sini- 
sons correspondent  vingt  points  K  et  vingt  droites  k. 

Si  l'on  opère  sur  DEF  par  rapport  à  (A,B,  C)  comme  on  a 
opéré  sur  ABC  par  rapport  à  (D,E,  F)  on  obtient  R20  et  une 
droite  A'2o-  Si  les  six  points  donnés  sont  tels  que  les  triangles  ABC 
et  DEF  soient  homologiques,  la  droite  K,  K^o  passe  parle  centre 
d'homologie  et  les  droites  A-,  et  A^o  se  coupent  sur  l'axe  d'homo- 
logie. 

II.  —  Une  aulre  propriété  des  six  points  se  déduit  du  Icmmc 
suivant: 

Soient  A,  B,  C,  E,  F  cinrj  points  d' une  hyperbole  êquilatère. 
Les  perpendiculaires  abaissées  du  point  F  sur  les  droites 
AE,BE,  CE  coupent  les  droites  BC,  CA,  AB  en  des  points  situés 
sur  une  droite  A  c/ui  est  perpendiculaire  à  EF. 

En  ed'et,  le  triangle  ABC  étant  de  référence,  soient  a,  [Î5,  y? 
«',  (i',  y',  les  coordonnées  barycenlriques  de  E  et  F.  Si  l'on  pose 

i'-l-c-  —  a^  =  a,         c^-\-a- — 6-=b,         a- -{- Ij- — c'^=C, 

on  trouve  que  le  pied  L  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  F  sur 
AE  a  pour  coordonnées 


o, 


P'(b!i  —  C-,')  — ^'(■^i''--C  -*-  a?),     Y'(b3  —  c-p  +  «'(^c^p  -t-a-; 


En  formant  la  condition  pour  que  le  point  L  et  les  deux 
points  M  et  N  que  Ton  obtient  par  permutation  circulaire  soient 
collinéaires,  on  trouve 

y  oc(b^-CY)  ^  ^ 

C'est  la  condition  qui  exprime  que  la  conique  ABCEF  passe 
par  l'orthocentre  D  de  ABC,  c'est-à-dire  est  hyperbole  êquila- 
tère; elle  estremplie  par  hypothèse.  On  vc'rifie  d'ailleurs  que  les 
coordonnées  des  droites  EF  cl  LAIN  (ou  A)  satisfont  à  la  condi- 
tion de  pc]'|)i'ii(licularilr. 
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Or,  l'orlhocenlre  D  d'un  triangle  ABC  est  le  point  du  plan  tel 
que  les  côtés  AD  et  BC,  BD  et  C A,  CD  et  AB  du  quadrangle  ABCD 
soient  conjugués  par  rapport  an  cercle  des  neuf  points  de  ce  qua- 
drangle, défini  projectivement  par  les  milieux  des  six  côtés  et  les 
trois  points  d'intersection  des  côtés  conjugués. 

Si  l'on  remplace  l'orthocentre  de  ABC  par  un  point  arbitraire  D 
du  plan,  on  sait  que  le  quadrangle  ABCD  conserve  une  conique  12 
des  neuf  points,  de  même  définition  projeclivc. 

D'où  celte  conséquence  : 

Soient  A,  B,  C,  D,  E,  F  six  points  d'une  conique.  Les  conju- 
guées menées  par  F  des  droites  AE,  BE,  CE  par  rapport  à  fa 
conique  Q  du  quadrangle  ABCD  coupent  les  droites  BC,  CA,  AB 
en  des  points  situés  sur  une  droite  A,  qui  est  conjuguée 
de  KV par  rapport  à  iî. 

Aux  six  points  donnés  correspondent  cent  inngt  droites  A, 
car,  les  trois  points  D,  E,  F  avant  dans  la  propriété  des  rôles  dis- 
tincts, à  chacun  des  vingt  triangles  ABC  correspondent  six 
droites.  Les  cent  vingt  droites  se  répartissent  en  quinze  faisceaux 
de  huit  droites  parallèles,  respectivement  conjuguées  des  droites 

AB,  AC,  DF\  EF  par  rapport  aux  coniques  û  des  quadrangles 

CDEF,  ABCD. 

Il  est  aisé  de  généraliser  ce  théorème  de  manière  à  faire 
correspondre  à  six  points  d'une  conique  quinze  faisceaux  de  huit 
droites  concourant  en  quinze  points  situés  sur  une  droite  arbi- 
trairement donnée. 

TH.  —  Le  théorème  suivant  est  dû  à  M.  Lemoine  (.)/.,  1901, 

p.  .io): 

Soient  M  un  point  du  cercle  circonscrit  à  un  triangle  ABC; 
A',  B',  C  les  pieds  des  hauteurs.  On  porte  sur  AA',  BB',  CC 
les  longueurs  AL\,  MB,  MC  en  AA,,  BB,,  CC,  dans  le  sens 
AA',  BB',  C(y,  ou  dans  le  sens  opposé  siiii'ant  que  MA,  ^IB,MC 
coupent  BC,  CA,  AB  sur  les  côtés  du  triangle  ou  sur  leurs 
prolongements.  Les  quatre  points  M,  A,,  B,,  C,  sont  sur  une 
droite  o,. 

On  peut  ii'in,in|ucr  (|ue  :    i"   <i  ion  désigne  par  Aj  le  second 
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jiolnl  (1  inlcrseclion  de  AA'  el  du  cercle  de  cenlre  A  el  de  rayon 
\M,  el  de  même,  B^  el  C^,  les  poinls  M,  A2,  B^,  Co  sont  sur 
une  droile  o_,,  perpendiculaire  à  o,;  2°  les  droiles  BiCo  el  C|  Bo, 
Cl  Ao  el  Al  Bj,  A,  B^  el  Bi  Ao  se  coupenl  en  des  poinls  A3,  Bj,  C:i 
silucs  sur  une  droite  Oj  passant  par  M  ;  3"  les  droites  A|  A,,,  B|  Bj, 
C1C3  concourent  en  un  point  P|  et  les  droites  A^Aj^B^Bj,  C^Cj 
en  un  point  l'o.  D'où  cette  conséquence  : 

Soient  A.  B,  C,  D,  E,  F  six />oi/i(s  //'i/nc  co/ii/jiic  ;  AA',BB',C(>' 
les  droites  menées  par  A,  B,C  et  qui  coupent  EF  aux  points 
conjugués  des  intersections  de  cette  droite  mec  BC,  CA,  AB. 
Considérons  les  trois  coniques  passant  par  D,E,  F  et  ayant 
A,  B,  C  pour  pôles  respectifs  de  EF;  soient  A|  el  Ao,  B(  et  B^, 
C|  et  Ci  les  points  où  ces  coniques  co?//Jt'/// AA',  BB',  CC.  Trois 
de  ces  points  (A|,  Bi,  Ci)  sont  sur  une  droite  0|  passant  par  D; 
les  trois  autres,  sur  une  droite  o-i  passant  parD  et  conjuguée 
de  Si  par  rapport  à  EF.  Les  droites  B,  Cj  et  Ci  Bo,  . . . ,  etc. 

On  voit  aisément  que,  aux  six  points  donnés  correspondent 
cent  quatre-vingts  droites  0,  réparties  en  six  faisceaux  de 
trente  droites  chacun,  ajanl  respectivement  les  points  A,  ...,  F 
])Our  sommets  et  soixante  couples  de  points  P. 

Remarques.  —  'ious  les  théorèmes  j)récédenls  ont  des  corré- 
latifs. 

Les  figures  formées  par  les  soixante  droites  du  n"  1,  les  cent 
vingt  droites  du  n"  2,  les  cent  quatre-vingts  droiles  du  n°  3  ont 
d'aulres  propriétés;   ce  sont  des  questions  qui  restent  à  étudier. 


M.  Pellet  adresse  la  Note  suivante  : 

Sur  la  méthode  d'approximation  de  Newton. 

1.    Il  est  aisé  de  démontrer  que  l'é(|uation 

«,)-+-  a|.r  -i-  Ojar'-r- . .  .-t-  ff„a:"  -1-  . .  .=  o 

n'a   qu'une   racine  de   module  inférieur    à   la   ])lus   |)ctite   racine 
j)osilive  ?  de  l'équation  majorante 
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Sh  5  I  rt„  I  pour  /»  =  o,  a,  .  .  .,  et  a,  r/|  ;   |  (/,  |.  ,r, ,  .?%  ('laiil  ces  deux 
racines,  on  en  drdniiiiit 


J"2 ^1  ^2 J'i 

d'où 

«1  <  2  22  ^  -^ .  .  .  +  H  ï/l  ;"~'  H- .  .  . . 

Or  ai  esl  supérieur  an  second  membre  de  celle  inégalité  lorsque 
la  racine  ç  esl  simple,  et  lui  esl  seulemeni  égal  lorsque  ;  esl  racine 
double. 

On  peut  même  déduire  de  la  niélliode  une  démonstration  du 
théorème  fondamental  de  la  lliéorie  des  fonctions  implicites.  Si 
les  coefficients  a  sont  des  séries  holomorplies  en  /,  cio  s'annulani 
avec   t  et  non  a,,   prenons   pour  a„   une   fonction   majorante  de 

—  (n.  =  o,  a,...)eta,  =i. 
ai  ^  17/ 

On  pourra  assigner  deux  nombres  positifs,  -  et  E,  tels  que  t 
étant  inférieur  à  ■:,  l'équation  en  \  ait  une  seule  racine  positive  infé- 
rieure à  Z.  Celle  racine  pourra  se  dévelo|iper  suivant  les  puissances 
croissantes  de  l.  et  il  en  sera  a  fortiori  de  même  de  la  racine  de 
plus  petit  module  de  l'équation  en  .r. 

2.  La  niélliode  comporte  des  simplifications  dans  certains  cas. 
Ainsi,  soil  l'équation 

_/■(«)  =  ;<  —  e  çin  (  i  -I-  H  I  —  a  =  o. 

a,  b,  e  étant  des  quantités  réelles,  la  dernière  e  plus  petite  que  i 
en  valeur  absolue,  elle  a  nne  seule  racine  réelle  comprise  entre 

—  (I  />|  +  |e|)  et  I  i  I  +  |e|.  l'osons 


il  vient 
Or 


c  sin  b  -h  a 

"1  =  r  '< 

I  —  e  coso 

fiu\)         fit]      e  sin(6 -T- Omi  ) 


f'(U\)        \'i     1  —  e  coi(b - 

I        c  sin(  i  -4-  0!<i  ) 
I  7. [ I  —  e  ro5 ( 6  -f-  i(\)\ 


o<8 


<i, 


si  î  niodide  de  t' esl  <  -•  La  méilKnIc  de  New  Ion  n'péti'c  conduira 


,'{^2  

donc  à  une  suite  de  termes  ?<2,  i/),  ...,  »*,  ...,  tendant  vers  o  el 
tels  que  U/A  I  <  I  «A-i  I',  si  ;<,  a  un  module  inférieur  à  i . 
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{')  MM.  les  Memhres  de  la  Société  sont  instamment  priés  d'adresser  au  Secrétariat 
les  rectifications  qu'il  y  anrait  lien  de  faire  à  cette  liste. 

(')  La  date  (|ui  suit  le  nom  d'un  membre  du  Conseil  indique  l'année  au  com- 
mencement de  laquelle  expire  le  mandat  de  re  membre. 


1ST2.     ACIlAlin,    îincicn  directpiir   de   la    Compngnic   d'assiiiaiices    sur   la   vie   la  Foncière, 

iiii>de  la  Terrasse,  6  bis,  à  Paris  (17'). 
I!)llfl.     ACKKIIIUW-TEIIBVEK,  éditeur,  n  Leipzig. 

18'.(3.     ADAM  (Paul),  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  docteur  es  sciences  matliématiquos, 
boulevard  des  Invalides,  .'lo,  à  Paris  (7'). 

1900.  ADIIEIIAK  (vicomte  Robert  d'),  professeur  suppléant  ii  la  FacuJté  libre  des  Sciences, 

121,  boulevard  de  la  Liberté,  à  Lille  (Nord). 

18%.     A\DOYEII,   professeur  adjoint  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue   du   Val-do-Gràcc.   1,  à 

Paris  (b'). 

ISO'i.     AniDRADF,,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  il  Besançon. 

Mil.     AMIIU!    (Désiré),  docteur    es    sciences    mathématiques,    rue    Konaparie,    70  bis,    a 

Paris  ((>•). 

1901.  ASICIBOIJST,  rue  d'Assas,    lo^,  à  Paris  (  G- ). 

1890.     ANTOMAItl,  docteur  es  sciences,  professeur  au  lycée  Carnet,   rue    Daubigny,  11  Ai'j,  h 
Paris  (17'). 

1379.     APPEI,!,,  membre  de  l'Institut,  professeur  h  la  Faculté  des  Sciences  et  à  l'École  Cen- 
trale des  Arts  et  Manufactures,  rue  Bonaparte,  17,  :i  Paris  (li'). 

1881 .  ASTOII,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  place  Vaucanson.  4,  à  Grenoble  (Isère). 
1900.     AIRIC,   ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  il  A'aleuce  (Drônie). 

1882.  AlirO\\E,  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  rue  Mont-Bernard,  9,  il   Lyon  (Rhône). 
19U0.      BAIIIE,  docteur  es  sciences,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Mont- 
pellier (  Hérault  ). 

1396.     BAKElt,  professeur  à  l'Université,  Toronto  (Canada). 

1894.  RAI.ITHAM»,  ingénieur  a  Metlavin  (Tunisie). 

1889.  llE(illl\,  ancien    élève    de    l'École  Polytechnique,    rue    du    Clianip-de-Mars,     -n,  i< 

Paris  (7'). 

1875.     IIËItlIEM.E,  ancien  garde  général  des  forêts,  ii  Rioz  (Haute-Saône). 
1872.     itIEKAY.llE  (Arthur"!,  inspecteur  général  du  génie  maritime  eu  retraite,  rue  Revel,  ^!^, 
à  Toulon   (Var). 

18S8.     ItlOf.llK,  professeur    au    lycée    Louis-le-Gi-and,    rue    Notre-Dame-des-Chanips.    5r,,    i, 
Paris  (h-). 

1875.     IIISCIIDKKSIIEIM,  membre  de  l'Institut,  rue  Tailbout,  3,  ii  Paris  (  if  \. 

1898.      lll,AkE  (Edwin-M.),  1910,  Addisoii  street,  à  Berkeley,  Californie  (II.  S.  A.). 

1900.      lll.fME\TIIAI.  (Otto),  docteur  en  philosophie,  Herzberger  chaussée,  '49,  il  Gottingcn. 

ISOI.      III.ITEI.,    professeur   au  lycée  Saint-Loiiis,    mailre  de  conférences  ii  lu  Sorbonne,  rue 

Deulert-Roehereau,  110,  ii  Paris  (l'i'^). 
1892.     liOWlMIU'K  (prince  Roland),  avenue  d'Iéna,  10,  il  Paris  (1')'). 

1895.  IIOIIEI.,    raaitre   de    conférences   il    l'École   Normale  supérieure,  .'io,  boulevard  Sainl- 

<;erniain,  ji  Paris  (  5"). 

1896.  lîOlil,A.\GEIl,  mailre  de  conférences  il  TUniversilé,  rue  Caumarlin,  So,  ii  Lille  (^ord). 
1896.     ItODIlOEI'  (Henry),  maître  de  conférences  il  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Saint-Jacques, 

20,  il  Toulouse  (Haute-Garonne). 

1890.  II011RI/ET,    professeur  ii  l'École  des  Beaux-Arts   et    au    lycée   Saint-Louis,  avenue   de 

l'Observatoire,  22,  il  Paris  (i^"). 
1S86.     llliAIlLT  DE  lt01lll\0,\VII,I,E,  avenue  de  la  Grande-Armée,  79,  il  Paris  (16'). 
1900.      RIIEITLIXG,  proviseur  du  lycée  Saiut-Louis,  boulevard  Saint-Michel,  44  ('>')• 
IS97.     BRIf.ARD,  ingénieur  des    manufactures  de  l'État,  répétiteur  ii  l'École    Polytechnique, 

ti,  rue  Monge,  à  Paris  (5'). 
1S:3.     llUOCAItlI.chcf  de    bataillon    du    génie    eu    relraile,    Ville-Haute,  75,    a  liar-le-Duc. 


—   vil  — 


1901.  mUL  (AiloI|ihe),  docteur  es  scieiioos,  rue  de  la  Tombe-lssoire,  3;,  à  Paris  (14'). 

1893.  BIIIKIIARDT,  professeur  à  l'Université,  Kreuiplatz,  i,  à  Zûricli  (Suisse). 

1897.  CABREIRA,  membre  deTAcadémie  royale  des  Sciences,  rua  da  Alegria,  32,  à  Lisbonne. 

1894.  CAIIË\,  professeur  au  collège  RoUin,  32,  rue  de  la  Pompe,  à  Paris  (ifi*). 

1893.  r.»l,l)AllERA,  professeur  à  l'Université,  palazzo  Giampaolo,  via  délia  Libéria,  à  Palerme. 

1888.  CA\ET  (Gustave),  ingénieur  civil,   directeur   de   l'artillerie    de    MM.  Schneider  et  C", 

boulevard  Malesherbes,  i,  a  Paris  (8*). 

1885.  CA1Ï0)(,  professeur  de  géoraétrie  descriptive,  rue  Claude-lîernard,  -ji,  à  Paris  (5'). 

1892.  CAROXXET,  docteur  es  sciences  mathématiques,  rue  Demours,  62  bis,  il  Paris  (17^). 

1896.  CAKTA\,  maître   de  conférences   à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Suchet.  3S,  à  Lyon. 

1887.  CARVAlil.O,  examinateur  desortie  à  l'École  Polytechnique,  rue  Clovis,  i,  à  Paris  (5*). 

1890.  CKDEnr.RElTÎ   (baronne  Aanny,   née    de  Lagerborg),  Georgsgalan,  22,  à   Helsingfors. 

189-2.  f.ELLÉRlER  (Gustave),  quai  des  Eaui-Vives,  34,  il  Genève  (Suisse). 

1896.  CELS,  professeur  au  lycée  Condorcet,  fi,  square  du  Roule,  à  Paris  (S'). 

1SS7.  CERRiri,  professeur  à  l'Université,  rue  délie  Sette  Sale,  16,  à  Rome  (Italie). 

ISSS.  CIIAlLAJi  (Edouard),  rue  Berlhollet,  16,  h  Paris  (j'). 

18',)3.  CIIAIIMAT,  ingénieur  des  arts  et  manufactures,  rue  de  Paradis,  '|6,  il  Paris  (10'). 

1896.  CIIIRVE,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,   cours  Pierre-Puget,  60,  à   Marseille. 

ISS! .  OIIEMIX,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  avenue  Montaigne,  33,  à  Paris  (8"). 

1554.  CIIIIYSTAL,  professeur  à  l'Université,  il  Edimbourg  (Ecosse). 

IIHU.  Cl.AlRIV,   docteur  es  sciences,  agrégé  préparateur  h  l'École   Normale  supérieure,   rue 

d'rini,  45,  a  Paris  (5';. 

187.3.  CLAIIIE-IAKOXTAISE,  banquier,  rue  de  Trévise,  32,  ii  Paris  (9').     . 

189(1.  COI.OT,  cliùteau  du  Seuil,  à  Gérons  (Gironde). 

1S98.  COMBEBIAC,  capitaine  du  génie,  à  Limoges. 

1900.  COMTE  (Firmin),  ingénieur  des  ponts  et  chaussées  en  congé,  à  Bar-le-Duc. 

1S9G.  COSSERIT  (  E.),  professeur  à   la  Faculté    des   Sciences,  rue   de   Metz,  i,  il  Toulouse. 

isgn.  CDSSERAT  (F.),  ingén.  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  rue  d'Alsace,  ï3,  à  Paris  (iC). 

1900.  COTTOX  (Emile),  maître  de  conférences  à  l'Université  de  Grenoble. 

IS90.  C01IRTI\,  chef  de  bataillon  du  génie  eu  retraite,  rue  Alonge,  ai,  à  Paris  (5'). 

IS77.  CUEMONA,  sénateur,  directeur  de  l'École  des  Ingénieurs,  :i  Rome  (Italie). 

IS7Î.  RARBOIX,  secrétaire  perpétuel  de  l'Académie  des  Sciences,  doyen  de  la    Faculté  dis 

Sciences,  rue  Gay-Lussac,  3'i,  à  Paris  (5'), 

1S8Ô.  nAUTlIEïlIXE,  professeur  h  la  Faculté  desSciences,  ii  Montpellier  (Hérault). 

lOOI  .  IIAVIDOCLIII,  il  Berlad  (  Roumanie). 

ISSI.  DEf (ORGES,  colonel  au  3G- d'iulanterie,  il  Caen   (Calvados). 

ISS-;!.  DEI.AXAOY,  sous-intendant  militaire  en  retraite,  iiGuéret  (Creuse). 

r.lOI.  DEI.ASSIS,  charge  de  cours  il  la  Faculté  des  Sciences,  avenue  Alsace-Lorraine,  3|).  il 

Grenoble  (Isère). 

1895.  DELAIXAÏ  (\.),  professeur  ii  l'Institut  Polytechnique  Empereur  Nicolas  II,  h  Varsovie. 
1899.  DEI;E)IER,  ingénieur  des  pojits  et  chaussées,  à  Aubenas  (Ardéche). 

1555.  DEMARTRKS,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  à  Lille  (iVord). 

189-,'.  nKAI01LISI( Alp.),  professenrii  l'Université,  rue  du  Bas-Polder,  20,  à  Gand  (Belgique). 

IS97.  DEXIS  (Henry),  elcvc  libre  ii  l'Ecole  d'application  du  Génie  maritime,  rue  de  Fleu- 
rus.  23,  il  Paris  (•>'). 


—    VIII    — 


18S3.     nERll\TS,  piolesseurà  lUnivorsilù,  nu:  des  Aii(;nstins,  3.'..  à  Lir(;P  (Relciquc). 

1894.  DESAISiT,  docteur    es   sciences,    boulevard   Gonvion-Saint-Cyr,  tf-,   à  Paris  (17'). 

1900.  DICKSTKIIV,  117,  Marszalkowska,  Varsovie. 

189D.     DRVCIl  (Jules),  maître  de  conférences  ii  la  Faculté  des  Sciences,  boulevard  des  Écoles, 
3i,  à  Lille  (Nord). 

1890.  nUlAS  (G),  licencié  es  sciences,  ii  Gland,  canton  de  VauJ  (Suisse). 
1897.  DliHOiVT,  professeur  au  lycée,  rue  Royale,  10,  h  Annecy  (Haute-Savoie). 
188G.  DUNCAiV,  Consulting  En(jineer,  Empire  Building,  Broadway,  71,  New-York  City. 

1895.  DCPORCQ  (  Ernest  ),  ingénieur  des  télégraphes,  boulevard  Pereirc,  163,  à  Paris  (17*). 
189(5.  niiPORT  (Henry),   professeur    a    l'Université,   rue  Colonel-de-Grancey,  i,  à  Dijon. 

1897.  miR4X-l,0RICA,conimand.  d'artillerie,  20,  plaza  de  IMaria  Pita.à  la  Corogne  (Espagne). 
1885.  nVCK  (Walther),  Tecknische  Hocliscliule,  ii   Munich  (Bavière). 

1901.  EllELE\(van)  (Léopold),  boulevard  du  Château,  ^91,  à  Gand  (Belgique). 
1900.  ESTAXAVE,  docteur  es  sciences,  à  la  Sorbonne,  h  Paris  (5'). 

1900.     ESriEXJIE,  capitaine  au  19"  régiment  d'artillerie,  il  Nice. 

1800.      EUVliRTE,  ancien  élève  de  l'École    Polylecliiiiqne,  ancien    capitaine  d'artillerie,  ingé- 
nieur à  Denain  (  Nord  ). 

1888.  FARRÏ,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Monipellier  (Hérault). 

1891.  FAllQIElIBERfilE,  professeur  au  lycée,  il  Monl-de-IHarsan  (Landes). 

1898.  FERRER,  capitaine  d'artillerie,  à  Nice. 

1892.  FEHR  (Henri),  professeur  à  l'Université,  rue  Gevray,   19,  à  Genève  (Suisse). 

1885.     FIElillS  (John),  professeur  de  mathématiques,  21,  Liberty  Str.,à  Hamilton  (Canada), 

1881 .     FliOQUET,  professeur  i(  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Saint-Lambert,  17,  h  Nancy. 

1872.     KI.YE  SAI,\TK-HARIE,clief  d'escadron  d'artillerie  en  retraite,  ancien  répétiteur  ii  l'École 
Polytechnique,  place  Royer-Collard,  à  Vitry-le-François  (Marne). 

1890.  Ffl\TAiVEAli,  ancien  oflicier  de  marine,  cours  Bugeaud,  8,  à  Limoges  (  Haute-Vicune). 
1897.     FOXTEIVÉ,  professeur  an  collège  Rollin,  boulevard  de  Clichy,  (i,  à  Paris  (18*). 

1895.     FOXI'ES,  ingénieur  en  chef  dos   ponts   et  chaussées,  rue   Roniiguières,  3,  à  Toulouse. 

1891.  FO\rVIOI,AXT  (de),  profo.  h  l'École  Centrale,  rue  d'Erlani;er,  39.  Paris-Autcuil  (iG'). 

1889.  FOl'CIIE,  professeur  de  mathématiques,  rue  Soufllot,  5,  a  Paris  (5'). 

1872.     FOIRET,  examinateur  d'admission  à    l'École  Polytechnique,    avenue     Carnot,    /|,    a 
l'aris  (17-). 

1892.  FRflfOV  (le  général),  quai  des  Eaux-Vives,  3C,  ji  Genève  (Suisse). 

1000.     CWillEAXO  (Z.-S.  de),  professeur  ii  l'Universilé,  corso  99,  3,  à  Saragnssc. 

1872.     (iARIEI. ,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  professeur  à  la  l'acuité  de  Médecine, 
rue  Édouard-Detaille,  6,  a  l'aris  (i/). 

189G.      SAtTlIIER-VII.LARS,  ancien  élève  de  l'École  Polvloclinhiue,  éditeur,  quai  des  Grands- 

Aiiguslins.  55,  à  Paris  (  fi'). 

1890.  CEBRIA,  professeur  libre  à  rUuivcr>ité,  à  Palerme  (Italie). 

1872.     fiEXTÏ     (E.),     ingénieur  en    ciief   des     pnrjls     el     chaussées,    avenue    Bapp,    30,   ii 
Paris  (7'). 

189Û.      CEXTÏ  (Max),  lieutenant  de  vaisseau,  direcleur  du  Paie  d'aéroslation  de  Lagoiibran, 
villa  Emeriau,  il  Toulon. 

1890.     CERRALDI,  professeur  ii  l'Université,  via  Daila,   11,  à  Palerme  (Italie). 

1897       «ERRANS,  professeur  à  Worcestcr  Collège.  Saii.l-Jolin  Sireet,  20,  a  Oxford  (Grande- 
Bietagnc). 


)S9G.     filltARDVII.I.E,  cni.ilaino  crartilloi  ie,  avonnc  Maricny,  1 33,  h  MontrPiiil-sous-Eois  (Seine). 
ISSl.     SOllIlSAT,  professeur   à  la   Faculté  des  Sciences,    rcpétileiii- à  l'École  Polylecluiiqne. 

boulevard  Raspail,  270,11  Paris  (  1 '|' )■ 
ISOG.     GRKËMIII.L,  professeur  à  l'École  d'artillerie,  à  Woolwich  (  Orando-Brelajne). 
IS'M.     GliEVÏ,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  boulevard  Saint-Germain,  i3,  à  Paris  (5°). 
IS9'.).     ClUDET,  ancien  élève  de  l'École    Polytechnique,  boulevard  Saint-Germain,  a'io  iis,  à 

Paris  {7'). 

1550.  ïlCCU  (Jean),  professeur;»  l'Université,  via  Ru[;(;iero  Settimo,  ^o,  h  Palernie  (Italie). 
r.iOO.     «lICllAltB,  professeur  à  l'Université  de  Clermont-Ferrand. 

1891.  CIMIAItAES,   officier-   du   cenie,  h  l'Académie  des  Sciences,  rue  Nova  da  Piedade,  5.5, 

à  Lisbonne  (  Portufjal  ). 
188! .     GliJlTIIEn  (  D'  Sigismond  ),  professeur  à  l'École  Polyteclinique,  h  Munich  (  liavière). 
1885.     GliVOU,  uienil)re  de  l'Institut,  capitaine  de  frégate,  rue  de  l'Université, i3,  il  Paris  (7'). 
1873.     IIAAG,  injjénieur  en  clief  des  ponts  et  cliaussécs,  professeur  ii  l'École  Polytechnique, 

rue  Cliardiu.  11   bis,  à  Paris  (16'). 
18SÎ.     IIAIIICIl,  directeur  de  l'École  des  luj;éuieurs,  h  Lima  (Pérou). 
1S90.      IIAIIAMABD,  professeur  adjoint    h    la    Faculté    des    Sciences,    professeur   suppléant  au 

Collège  de  France,  rue  Humboldt,  25,  à   Paris  (l'i"). 
IS'.)'i.     IIAI.SÏED, professeur  il  l'Université  du  Texas,  GuadalupeStreet,  2^07,  h  Auslin  (Texas). 
19(11.      IIAXCOCK  (  Harris),    professeur    ii    l'Université   de   Cincinnati,    Airbrrrn  Holel(Oliio, 

Utals-Unis). 

l'.IDII.  lHliDF.l,,  élève  ingénieur  à  l'École  des  Ponts  et  Cliaussécs,  22,  place  Malesherbes,  à 
Paris  (r7'). 

187?.  IIAT05I  DE  l,A  GOlIPIl,l,IÈltE,  inenrlne  de  l'Institrrt,  inspecteur  général  des  mines,  direc- 
teur houorairi'  de  l'École  des  mines,  rue  de  Vaugirard,  55,  h  Paris  (6''). 

189?.      IIF.ItMAW,  libraire-éditeur,  rue  de  la  Sorbonne,  8,  à  Paris  (5''). 

1S93.      lllOfX,  professeur  en  retraite,  rue  des  Fossés-Sai ut-Jacques,   iG,  a  Paris  (5'). 

190(1.      IIIIFKBllER,  ancien  lieut.  d'artillerie,  rue  du  Faubourg-du-Temple,  54,  h  Paris  (11-). 

1879.     1101, ST  (Elling),  professeuràl'ÉcolePolytechniqrre,:!  Hovik,  prés  Christiania  (Norvège). 

1Sj5.     Iliur  (Stanislas),  professeur  il  l'École  S"'-Gcneviève,  rue  Bausset,  4,  à  Paris  (i5'). 

187?.     IIOmilCAVT,  chef  de  bataillon  du  génie  en  retraite,  rire  Lecourbe,  88,  àParis  (i5"). 

18SU.  IllilIllElif.  membre  de  l'Institut,  iugénieirr  en  chef  des  mines,  professeirr  à  l'École 
l'olyleclririque,  rue  Daubigny,  10,  à  Paris  (17"). 

1551.  IHllElt,  directeur  des  études  il  l'École  Centrale,  rue  Montgolfier,  i,  il  Paris  (3'). 

1S9G.     JACOIET  (E.),  professeur  au  Piytanée  militaire,  rue  Couchot,  8,  à  la  Flèche. 

1898.  JAIIXKE,  privât  dncont  il  l'É>ole  Polvtechnique  de  Charlotlcnburg,  Pariserstrasse,  55, 
h  Berlin  VV'^  (Allemagne). 

1898.     JARin  (N.),  ingénieur  civil,  rue  Michel-Bizot,  187,  à  Paris  (12'). 

1S7?.     JAVARY,  chef  de  bataillon  du  génie  eu  retraite,  chef  des  travaux  graphiques  il  l'École 

Polytechnique,  rue  du  Cardinal-Lemoine,  i,  il  Paris  (5'). 
1872.     JORItAJI,    membre   de    l'Institut,   professeur  à  l'École  Polytechnique  et  au  Collège  de 

France,  rrre  de  Vai-enue,  /|S,  il  Paris  (7'). 
1872.     JOUFFRET,  lieutenant-colonel  d'artillerie,  rue  de  l'Estrapade,  20,  il  Paris  {;>'). 
1875.     JUiVG,  professeur  il  rinstilut  technique  supérieur,  via  Borgonuovo,  9,  ii  Milan  (Italie). 
IS9U.     KdUR  (Gustaf),  maitre  de  conférences  à  l'Université,  a  Stockholm  (Suède). 

1892.  KOr.ll    (H.  vo>r),      maitre    de    conférences   il    l'Université,  à    Djursholra-Slockholm, 

(Suéde). 
ISSO.     KŒMfiS,   professeur  il  la  Faculté  des  Sciences  do  Paris,    répétiteur    ;i    l'École    Poly- 
technique, boulevard  Arago,  km,  a  Paris(ri'). 


ilo 

l'uiluiissiun. 

1S97.  LACAUCIIIE,  iii(;énieni'  civil,  clief  du  lal.oialoiro  du  la  Compagnie  ([ciiùralu  des  Omni- 
bus, l'uo  de  Douai,  48,  à  Paris  (  <f).       ' 

1873.  LAISANT,  docteur  es  sciences,  répétiteur  à  l'iicole  Polytechnique,  avenue  Victor-lln(;o, 
i(i2,  h  Paris  (ifi'). 

1893.     I.AXCI!M\,  astronome  adjoint  de  l'Oliservaloire,  rue  lioissonnade,  3,  à  Paris  (l 'i' ). 

1899.  LAIVDAl  (Edmond),  privât  docent  à  l'Université,  Dorotlieonslrasse,  ■>,  Berlin,  N.  W. 
189G.     LAUrtSE,  innénieur  des  télcRraphcs,  à  Lyon  (lUione). 

1896.  lAliOEl,  ancien  attaché  d'ambassade,  villa  des  Bruyères,  au  Golfe  Juau  (Alpos-Mar"'"). 

1873.  LAUTII,  manul'acturier,  il  Tliann  (Alsace). 

1896.  liEAU,  professeur  au  collège  Stanislas,  rue  Vavin,  6.  ,i  Paris  (6). 

1880.  I,ÉADTK,  membre  de  l'Institut,  boulevard  de  Courcellcs,   i8.  il  Paris  (17  ). 

1890.  lilîBEI/,    professeur    au    lycée    de    Montpellier,  villa    Mout-Carniel,  avenue  liouisson- 

lierlraud,  h  Montpellier. 
1893.      IKCORiVll,  ingénieur  eu  chef  des  mines,  répétiteur  à  IKcole  Polytechnique,  rue  Gay- 

Lussac,  3,  à  Paris  (')'  ). 
1895.     lil'îMEIlAY,  licencié  es  sciences,  inî;éuieur  civil  du  f;énîe  maritime,  rue  Ville-ès-Martin, 

109  bis,  à  Saint-Nazaire  (Loire-Inférieure). 
1872.     liEiUOliVE  (Emile),  ancien  élève  de  l'École  Polytcchniciue,  boulevard  do  VaugirarJ,  ')■ 

a  Paris  (..y  ). 
1879.     LE  l'AIGË,  professeur  h  l'Université,  h  l'observatoire  de  Cointe,  il  I.iép.e  (lîel(jique). 
1895.     I.E  liOU.V,  maître  de  conférences  ii  la  Faculté  des  Sciences,  faubourg  de  Fougères,  4", 

■a  lieiiues  (  llle-elVilaine). 
1898.     I.E  liOÏ,  docteur  es  sciences,  rue  de  l'Abbé-de-l'Épée,  S,  à  Paris  (.'i'). 

1891.  I-ERV,  agent  voyer  d'arrondissement,  il  Pontoise  (Seine-et-()ise). 

1872.  I.ESIMAUIT,  doyen  honoraire  de  la  Faculté  dc!s  Sciences  de  Bordeaux,  ii  Nérac  (Lot-et- 
Garonne). 

1901).      LEVI  CIVrrA(T.),  professeur  il  l'Université,  via  San  Gaelano,  33(^',.  a  Padouc  (Italie). 

1882.  I.EVY  (Lucien),  répétiteur  et  examinateur  d'admission  à  l'École  Polytechnique,  rue 
du  Kegard,  la,  à  Paris  ((i"). 

1872.  I.ÉVY  (Maurice),  membre  de  l'Institut,  inspecleur  général  des  ponts  et  chaussées, 
professeur  au  Collège  de   France,  avenue  du  Trocadéro,    ij,  a  Paris  (il')- 

1875.     I.E/,  (Henri),  à  Lorrez-le-Bocage  (Seine-et-Marne). 

1898.     LlVIlliliiiF  (Erust),  professeur  à   l'Université,  Nylandsgalan,  i5,  i»  Helsingfors. 

1877.     l.iniDEHANIV,  professeur  il  l'Université,  Franz-Josephstrasse,  13,  i>  Munich  (Bavière). 

188G.  I.IDUVII.IjE,  ingénieur  des  poudres,  examinateur  des  élèves  il  l'École  Polytechnique, 
quai  Henri  [V,  12,  à  Paris  (4). 

1900.  I.OVETT  (E.-O),  professeur  ii  Princeton  University,  New-Jersey  (États-Unis). 

1888.  I.UriS   (Félix),    ingénieur   en   chef    des    ponts    et    chaussées,    rue    Boissière,  3o,    ii 

Paris  (il)'). 

I8SC.  I,V0\,  docteur  es  sciences  mathématiques,  chemin  de  la  Pioseraie,  26,  ii  Genève 
(  Suisse). 

1882.  JIACÉ  IlE  I,ÉI'1IVAY.  professeur  de  mathémaliqucs  spéciales  au  lycée  Henri  IV,  rue 
Claude-Bernard,  79,  il  Paris  (j'). 

1895,  JIAlLIïEf,  docteur  es  sciences,  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  rue  de  Fontenay,  11, 
il  Bourg-la-Reine  (Seine). 

1872.  iHA\MIEI)l,  colonel  d'artillerie  en  retraite,  professeur  honoraire  il  l'École  Polytech- 
nique, boulevard  Bcauséjour,  i,  il  Paris  (16"). 

1884.  JIAItTI\  (Artcmas),  Columbia  street,  i634,  IV.  ^V.,  à  Washington  D.  G.  (Étals-Unis 
d'Amérique  ). 

1889.  .UAItrilV  (Emile),  ancien  cicvc  de  l'École   Polyleilnii.|iic,  professeur  de  nuithéma- 

liques.  rue  de  l'Fstriqiade,  17,  il  Paris  ("1). 


l'Jll.     MASSlli  (J.),  professeur  à  ^L■|livor^it^■,   nie  Marciix,  iv.i.ii  C.ainl  (  ltel|;ic|iie). 

IS'Ji.      MAlil'IV,  prol'esseiir  au  collège,  houlpv    ilo  lu  Maulière,  n),  à  Issoire  (Puy-de-Dôme). 

1S97.     JIEIIMKE,     professeur    à    l'Ecole    tecliuique    supérieure,   Wcisseiuburgstrassc    59.    à 

Stuttgart  (\\urtemberg). 
188',).     .WEXItlZlBAI.  TAHBOIÎEL  (de),  membre  de  la   Société  de  Géocrapliie  de  Me.\ico,  calle  de 

Jésus,  i.*î,  à  IVIe.\ico  (Mexique). 
IS8i.     MEiir.EREAU,  licencié  es  sciences,  rue  de  l'Université,  igS.  à  Paris  (7''). 
1893.     MICIIRIi  (  François),  clief  de  parcours  de  la  Compagnie  des  chemins  de  for  du  iNord, 

rue  Perdonuet,  12,  à  Paris  (lo'). 

1899.  W11,I,KR  (D'  G.-A.),  professeur  a  Stanford  Univcrsity,  Californie   (États-Unis). 
18?:!.     JllTTAG-I,ErFI.EIl,  professeur  i.  l'Université,  à  Stockholm  (Suède). 

1897.  MOXTCllEtll  (l'abbc  de),  école  de  riiumaculee-Conception   Sainte-Marie  (Caouson), 

il  Toulouse. 

1898.  JllUTESSCS  DE  BALLOIIE  (R.  de),  rue  de  Meaux.  12,  .H  Senlis  (Oise). 
1898.      XAID  (C),  éditeur,  rue  Racine,  3,  à  Paris  ((!'). 

18S5.     MilBEIIIi,  professeur  a  l'Université,  rue  Sclessin,  C,  h  I.iége  (Belgique). 

1897.  MCOLIjIEK,  professeur,  à  Monlreux  (Suisse). 

1900.  MEWElVfiliOWSKl,  docteur  es  sciences,  inspecteur  de  r,\cadémic  de  Paris,  rue  de  l'Ar- 

balétp,  35  (.■■>■  ). 
188'2.     OCA(i\E  (M.n*),    ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  professeur  à   l'École  des  Ponts 

et  Ciiaussées,  répétiteur  à    l'École  Polytechnique,  rue  La  Boëtie,  3o,  a  Paris  (8"). 
187.3.     OVIDIO  (Enrico  n'),  professeur  h  l'Université,  Corso-Oporlo,  3o,  h  Turin  (Italie). 

1901 .  l'ADE  (  H.),  chargé  de  cours  à  l'Universilc,  roule  de  Itordeaux,  26,  ii  Poitiers. 
1893.     l'AI\l,EVE,  membrede  l'Institut,  maître  de  conféreuces  ii  l'École  Normale  supérieure, 

répétiteur  à  l'Ecole  l'olylecbnique,  cité  Vanean,  9,  à  Paris  (  7-  ). 
1888.     rAl'ELlEll  (Georges),  professeur  de   mathématiques   spéciales    au   lycée,  rue  de   Re- 

couvranee,  uo,  à  Orléans  (  Loiret). 
188'i.      I*AIIAE,  maître  de  conférences  ii  la  Faculté  des  Sciences,  .*»  Toulouse. 

1872.  PAIl.llEXTIEIt,  général  du  génie  en  retraite,  rue  du  Cirque,  5.  il  Paris  (8'). 

1873.  PARUAIV,  ingénieur  en  chef  des  mines,  rue  des  Saints-Pères,  56,  à  Paris  (  7'). 
1881.     l'ELLET,  doyen    de    la  Faculté  des    Sciences,  rue  Pascal,  3o,  à  Clermonl-Ferrand. 
1883.     PEIiliETREAl!,  ing.  en  chef  des  chemins  de  fer  éthiopiens,  rue  Scribe,  5,  à  Paris  (9"). 

1898.  PEM.ETREAl)  (Georges),  sons-inspecteur  de  l'exploitation  des  chemins  de  fer  du  ^ord, 

3i,  rue  Ruiidin,  à  Paris   (g*"). 
1900.     PERCHOT,  astronome  adjoint  il  l'Observatoire  de  Paris,  7,  rue  Scheffer  (ili"). 
187i.     PERf.lN,  général  de  biigade,  chef  du  cabinet  du  ministre  de  la  guerre. 
1881.     PEKOTT  (Joseph),  Université  Clark,  il  Worcesler  (Massachusetts). 
1873.     PEUIIIV,  ingénieur  en  chef  des  mines,   avenue  d'Eylau,  9,  à  Paris  (ilj"). 
1893.     PERRI,\  (Elle),  professeur  de  mathématiques,  rue  Lnmaiulé,  7,  à  Paris  {i7'')- 
1896.     l'ETROVITCll.  professeur  à  l'Université,  Kossantch-Venac,  24,  il  Belgrade  (Serbie). 
1887.     PEZi!!l  (iiEi.),  professeur  ii  l'Université,  via  Gennaro  Serra,  75,  à  Naple.s  (Italie). 
1879.     PICARII  (Emile),    membre  de  l'Institut,  professeur  il   la    Faculté    des  Sciences  et  il 

rKc(.le  Centrale  des  Arts  el  Manufactures,  rue  Soulllot,  l3,   il  Paris  (  j' ) . 
187'3.     PICQllET,  chef  de  bataillon    du   (iénie,  examinateur  d'admission  à  l'Ecole  Polytech- 

ni(]ue,  rue  Monsieur-Ie-Prince,  4,  a  Paiis  (6"). 
1896.      PIERO\,  inspecteur  général  de  l'Instruction  pnbli(ine,  rue  d'Assas,  5o,  il  Paris  (6"). 

1899.  PIERPOM  (James),  prof,  de    l'Université   Vale,  '|2,  Manslield   st..  New    llaven,    Con- 

neciicul  (  États-Unis  ). 
1883.     POIXCARÉ,  membre  de  l'Inslilul  el  <ln   Bureau    des    l.ongilinles.    ingénieur   en   chef 
lies   mines,    prolesseui-  a    la   laeulle  .les  Sciences,  iiie  I  :iaudcBcrnard,  l<:\  tj'). 


1872.     POI,lC\AC(|)iincn  C.  np,),  villa  Jessir,  ii  Cannes  (  Alpes-Marilimcs). 

1899.  PftIXCSIIEIM.  piofesseiif  à  l'Université  He  Munich,  12,  Areisstiasse. 

1896.  PBIJVOST,  inspecteuf  général  do  l'Instruction  pnl>liqne,  11,  rue  de  la  Tour,  a 
Paris  (lO'). 

1872.     PITZ,  général  d'artillerie  en  retraite,  rue  Saint-iVIerry,  98,  h  Fontainebleau. 

1896.     QUIQUET,  actuaire  de  la  Compagnie /«  Nmionale,  rue  de  Grammont,  i3,  à  Paris  (2'). 

1895.  IIABDT  (Charles),  in(îénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  rue  Duplessis,  --,  à  Ver- 

sailles (  Seine-et-Oise). 

1872.     ItADAU,  niemlire  de  l'Instilnt,  rue  de  Tournon,  12,  à  Paris   {  C,-). 

1883.  liAFKV,  professeur-adjoint  il  la  Faculté  des  Sciences,  maître  de  coulérences  ,t 
l'École  Normale  supérieure,  rue  INicole,  7,  â  Paris  (5'). 

190n.     11E\A11I),  rue  de  la  Tour,  7,  à  Paris  (iG"). 

1898.     RIPEKT,  commandant  du  (jénie  en  retraite,  ;i  Poix  (Somme), 

1893.     KIVEUEAU  (l'abbé),  professeur  à  l'Institut  catholique,  à  Angers  (Maine-et-Loire). 

1872.      ROIIAIIT,  ingénieur  civil,  rue  de  Lisbonne,  :î,'|,  à  Paris  (S'). 

1872.  llOfCIIE,  de  l'Institut,  professeur  au  Conservatoire  des  arls  et  métiers,  examina- 
teur desélèves  à  l'École  Polytechnique,  boulevard  S'-Cerniain,  2].;,  a  Paris  (7'). 

1896.  ROliGIER,  docteur  es  sciences,  professeur  au  lycée,  h  Toulon  (  Var). 

1885.     RftUQUET  (V.),  professeur  honoraire  de  mathématiques  spéciales,  il  Belpecli  (Aude). 

1900.  SALTYKOW.  maître  es  sciences   mathématiques,  professeur  ii  l'Institut  Polytechniquei 

à   l'omsk  (  Russie). 

1896.  SAIVCIIKZ,  directeur  de  l'observatoire,  ii  San  Salvador  (République  de  San  Salvador). 
1872.     SARRAU,  membre  de  l'Institut,  ingénieur  en  chef  des  poudres,  professeur  à  l'Ecole 

l'olytechnique,  avenue  Dauniesuil,  9  bis,  .a  Saint-Mandé  (Seine). 

1872.  SARTIAUX,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  chef  de  l'exploitation  ii  la  Com- 

pagnie du    cheniiu    de  fer  <lu  Nord,  il  Paris. 
1885.     SAIVAGE,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,.!  Marseille  (  liouches-dn-Rlii5ne  ). 
1881.     SCIILEGEIi,  professeiii- ii  l'École  technique,  Volmestrasse.  63,  à  Hagen  (Allemugiie). 

1897.  SCIIOU  (Erik),  Gl.  Antvorskov,  à  Slagelse  (Danemark). 

1881.  SCIIOUTE,  professeur  à  l'Université,  à  Groningne  (Hollande). 

1901.  SEE  (Thomas-J.-J.),  profess.  il  la  United  States  Navy,  à  AVashington  (États-Unis). 
1896.     SËGIJIER  (J.-A.  de),  docteur  es  sciences,  rue  des  Saints-Pères,  56,  il  Paris  (7''). 

1882.  SÉIIVAIVOKF  (Démétrius),  attaché  ;i  l'Université,  Fontanka,  1 16,  log.  16,  h  Saint-Péters- 

bourg (Russie). 

1900.  SERVANT,  docteur  es  sciences,  Grande-Rue,  75,  !>  Bourg-la-Reine  (Seine). 

1900.  SPARRE  (comte  Magniis  de),  château  de  Vallière,  il  S'-Georges-de-Reneins  (RliAne). 
1881.  STARKOFF,  Maximilianovskiy  pereoiilok,  19,  log.  12,  h  Saint-Pétersbourg  (Russie). 
1879.  STEPRAiVOS  (D'  Cyparissos),  professeur  à  l'Université,  à  Athènes  (Grèce). 

1901.  STEISOV  (Orlando),  .i  Franklin  (Massachusetts). 

1898.  STOIIMER  (Cari),    chargé  de  cours  il  l'Université,  Holtegaden,  i4,  à  Christiania. 

1873.  STllBNICUA,  professeur  ii  l'Université,  .a  Prague  (Bohême). 
1872.     SÏI.OW,  professeur  à  l'Université,  ii  Frederikshald  (Norvège). 

1899.  SVniEIX,  boulevard  Beausejour,  :i3,  ii  Paris  (iG'). 

1896.  TAMVEXKERG  (dc),  professeur  h    la    Faculté  des  Sciences,  :i  Bordeaux  (Gironde). 
1S72.     TAXXERV(Paul),directeurdes  nuinufaclures  de  l'État,  à  Pantin  (Seine). 

1875.     TAX.VERY    (Jules),    sous-directeur    a  l'École    Normale    supérieure,     rue    d'Ulra,    45> 

il  Paris  (5"). 
18S2.     TARRY  (Gaston),  rue  d'Isly,  19, à  Alger  (Algérie). 

1897.  TARRY    (Harold),  inspecteur  des  finances  eu  retraite,  ii  Kouba  (Algérie). 
1872.     TERRIER,  professeur  nu  collège  Cliaplal,  a>cnue  Léonic,  ii  Saint-Cloud. 


1899.  TllïC\ir  (Alexandre),   doclmii- os  snienccs,  proIVsseni-  -.ii  Ivcéc   Caniol,    nio  du  Uo- 

clier,  i.ii,  â  l'a.is  (S'). 
1873.     TISSOT,  ancien  examinateiir  d'admission  à  l'Ecole  l'olylL'cImiqiic,  ;i  \  oreppc  (Isère). 
1896.     TISSOT,  onseii;ne  de  vaisseau,  professeur  au  ISunla,  à  lirest  (Finistère). 
1896.     TORRES,  membre  de  l'Académie  des  Sciences,  Val(;ame  Dios,  3,  ii  Madrid  (Espagne). 
1893.     TOUCHE,    lieulenanl-colonel  d'artillerie  territoriale,  rue  TrulTault,  23,  il  Paris(i7«). 

1872.  TRKSCA,    ingénieur    en    chef  des    ponts   et  chaussées    en  retraite,  château  de  Cour- 

tozé,  par  Vendôme  (Loir-et-Cher). 

1896.  TRESSE,  doct.  es  sciences,   prof,  au  collège  Rollin,  me  Cauliucourt,  30.  à  Paris  (iS'). 
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SUR  UN  SYSTÈME  NUMÉRIQUE  COMPLEXE  REPRÉSENTANT  LE  GROUPE 
DES  TRANSFORWATIONS  CONFORMES  DE  L'ESPACE; 

Par     M.    COMBEBIAC. 


TRANSFOnMATIONS    CONFOUMES  ET  GEOMETRIE  DES  SPHERES. 

On  sait  que  les  transfonnalions  conformes  de  l'espace,  c'est-à- 
dire  les  transformations  ponctuelles  par  lesquelles  une  figure 
infinitésimale  est  transformée  en  une  figure  infinitésimale  sem- 
blable, peuvent  être  caractérisées  par  la  propriété  de  transfor- 
mer les  sphères  de  rayon  nul  en  d'autres  sphères  de  rayon  nul, 
puisque  les  transformations  conformes  peuvent  être  définies 
celles  qui  conservent  le  complexe  des  droites  isotropes. 

Une  transformation  conforme  transforme  aussi  toute  sphère  eu 
une  autre  sphère,  car  la  sphère  est  la  seule  surface  qui  présente 
deux  séries  de  génératrices  isotropes. 

Les  transformations  conformes  sont  susceptibles  d'être  repré- 
sentées d'une  manière  très  simple,  quand  on  prend  pour  élément 
de  l'espace  la  sphère. 

Considérons  l'équation  d'une  sphère  sous  la  forme 

(  I    I  a,i(  J"-  -+-}■-  -r-  Z'-)  -+■   2  OtiJT-i-  -lOi-iy  -+-    iliZ  -^  0   =  O 

Cl  prenons  les  quantités  ao,  a,,  a^,  a^,  o  pour  coordonnées  homo- 
gènes de  la  sphère. 

.\xx.  I 


Nous  pouvons  rcpréseiUer  une  iransfoinialion  conlorine  de 
l'espace  par  une  Iransformalion  linéaire  liomogùnc  en  «o,  a,,  a^, 
0.3,  2,  laissant  invariante  l'expression  quadratique 

(2)  aj  +  a|  H-  5(5  —  a^o- 

C'est  ce  groupe  de  transformations  dont  nous  allons  établir  la 
représentation  au  niojen  d'un  système  numérique  complexe. 

Auparavant,  nous  ferons  remarquer  quelcjues  propriétés  de  ce 
groupe. 

Ce  groupe  conserve  la  variété  constituée  par  les  sphères  de 
rayon  nul  et  rej)résenlée  par  l'équation  quadratique 

(3)  a|  -i-  0(5  -(-  a^  —  2o  3  =  11. 

Il  conserve  égalenieiU  l'orlliogonalilé  des  sphères,  qui  s'écrit 

2  (a,  a\  +  oi-isc'j  -H  23  a'j)  —  a^  0  —  a'„  0  =  0. 

En  particulier,  les  sphères  de  rayon  nul  ayant  leurs  centres  sur 
une  sphère  S  sont  transformées  en  sphères  de  rayon  nul  ayant 
leurs  centres  sur  la  transformée  S'  de  S. 

Ce  groupe  constitue  le  groupe  fondamental  de  la  Géométrie 
des  sphères,  comme  le  groupe  des  déplacements  sans  déformation 
constitue  le  groupe  fondamental  de  la  Géométrie  ponctuelle. 

Remarquons  enfin  que  les  plans  forment,  dans  le  domaine  des 
sphères,  une  variété  qui  est  caractérisée  par  l'équation  linéaire 


et  qui  est  tangente  à  la  quadrique  (3),  l'élément  de  contact  étant 
le  plan  de  l'inlini. 

Le  plan  de  l'infini  doit  donc  aussi  être  considéré  comme  une 
sphère  de  rayon  nul. 

II. 

SYSTÈMES  NUMÉRIQUES  DE  LIPCHITZ. 

Lipchitz  (')  a  résolu  le  problème  consistant  dans  la  détermi- 
nation d'un   système  numérique  complexe  susceptible  de  repré- 

(')  LirciiiTZ,  Ueber  die  Siimmen    l'oii  Quadratcn.   Bonn,  Cohen    und    Solin, 
1886. 


—  3  - 
senter  un  groupe   de  Iransformalions  linéaires  homogènes  à  un 
nombre  quelconque  de  variables  laissant  invariante  la  somme  des 
carrés  des  variables. 

Nous  exposerons  d'abord  succinclemenl  les  résultats  auxquels 
il  est  parvenu.  Nous  en  ferons  l'application  au  cas  de  cinq 
variables.  Il  ne  nous  restera  plus  ensuite  qu'à  transformer  par  un 
changement  de  variables  l'expression  quadratique  (2)  en  une 
somme  de  cinq  carrés. 

Une  transformation  linéaire  homogène  à  n  variables 

^1,  .fn,  . . .,  :»•„, 
telle  que  l'on  ait 

.(-■','  -^  x'[  -t-  .  . .  -H  a-'„-  ^E^.  .v\  ^r-  x\  ^  .  .  .  +  X;„ 

peut  s'écrire  sous  la  forme  générale 


(4) 


Àn.r'i  -H  À?  |.(',-1-  .  . .  -i-  )w(i-i''/,  =  '■o-ï'i  -+-  Ài2  .1-2  -h  . .  .  -(-  \inXni 
X,,  j'i  H-  Xo-r',  -f-  . ..+  X„2:r'„  =  X.,,^)  H-  X„3-2-t-.. .+  X2„.r„) 

(   X|„j-',  -V  X2„a7',-i-  ...-+-  Xo^'„  =  X„,2-i  -I-  X„2.r2-H.  .  .  -t-Xo^:,,, 

OÙ  l'on  a 

X,v=-X„. 

I  II  .  H  (  /(  —  I  ) 

Le  nombre  des  paramètres  est  1  +  — ^ 

Introduisons  de  nouvelles   quantités    liées  à  ces   paramètres. 

Posons 

,  .                                            ^                     Xa/,  X,v/  -i-  Xac  \,ii,  -t-  \ad  "t^lic 
(  3  )  l^ihol  =  ^ ■ 

et,  plus  généralement,  si  a,  b,  c,...,  f  sont  a/-  nombres, 
désignons  par  \abcd ...  f  l'expression  qui  a  pour  dénominateur 
\'~^  et  pour  nymérateur  la  somme  des  produits  que  l'on  obtient 
en  multipliant  /•  coefficients  de  la  transformation  (4),  obtenus 
en  permutant,  de  toutes  les  manières  possibles,  les  ir   nombres 

Considérons  maintenant  l'expression 

A   =    Ao-f-ti2    Xi2-i-...-i-li234    ^J234~i~''-» 

OÙ ).o,  A,^,  . . .,  A,23i,  ...  ont  Les  significations  ci-dessus  définies  et 
où  /,.j,  . .  .,  i^2■.^■,■^■  ■  ■  sont  des  unités  complexes  ou  clefs  soumises  à 


-  i  — 

(les    règles    de   multiplication    que   l'on    peut     représenter   d'une 
manière  simple  en  posant 

tab  =  ^a  /'A,  ll,n   —  kl,  A„,  lahcri  =  ^  .i   /'/<  /•>  Xrf, 

OÙ  A',,  Â"2,  ..  .,  k„  sont  n  unités  primitives  soumises  aux  règles  de 
multiplication  suivantes  : 

k,,ki,  =  -ki,ka,  /.B=— I. 

Les  expressions  A  forment  un  système  numéri(]iie  complexe  à 
9,""'  unités  indépendantes  5,  /,  o,  ....  /,  ..34,  .... 

Ces  expressions  jouissent  des  propriétés  suivantes  : 

Si  les  coefficients  \  sont  soumis  aux  relations  (5),  à  chaque 
transformation  (4)  correspond  une  expression  A. 

Le  produit  de  deux  telles  expressions  est  une  expression  dans 
laquelle  les  coefficients  satisfont  encore  aux  relations  (5). 

Ce  produit  représente  précisément  la  transformation  résultant 
de  la  succession  des  deux  premières. 

Enfin,  si  l'on  pose 

X  =  kiXy  -\-  kiXi^- . .  .-I-  k„x„, 
X'=  Ai.?'|  +  kiX,-T-. .  .-H  k„.r'„, 

la  transformation  (J)  peut  être  représentée  sjmiîoliquement  par 
l'é(|uation  complexe 

AX=X.V. 

Tels  sont  les  résultats  dus  à  Lipcliitz,  que  nous  allons  d'abord 
appliquer  directement  au  cas  de  cinq  variables. 
La  quantité  complexe  A  est  alors  de  la  forme 

.V  =  Ào-1-  l23k,ki-^lnk3kt^l,,k,ki~-  ),n^|/,i—  l^k^k^ 
,  —  '■■iikiki-i-  li-okiki  -h  luk-ks—  Àj^/ojA-j-i-  li^k^k^ 

^  -i-  '>iiî3kikikik3-+-  hi3ikik-J<3ki-^li-,,.,k:kik,k, 

-\-  A|23v^"l  A'sA'sA'i  -i-  A1235  A'i  A'2/13  A"5. 

Nous  grouperons  les  seize  unités  du  système  de  la  manière 
suivante  : 

,,    /  =  /.,/,  3,       y  =  /.3/>i.        />■  =  /.•,/.>, 

k.k,.    k,k,i  =  k,k,kU3,        k..k,j=k,kaA;.         k,k,k  =  k,k-Aik„ 

k,k.k,k:,     {ktk^k3kji  =  —  k,k:,         ik^k^k^kO-J^—k^k..         {k,k,k3k.,)k  =  -  k^k^, 

/, ,  /,,  /.j  /, ,,     (  /. ,  kl k^kj  i  =  -  /. ,  /. 5.         I  /.  1  /.-.  /.3 /.■-,),/■  =  —  X 2  /■,.        (  /■,  k,  ki k,)k  =  -  /.-jX-j. 


On  vérifie  d'abord  que  i,j,  le  sont  les  unités  quaternioniennes 
satisfaisant  aux  règles  de  multiplication 

!'-=-  >,  J-  =-i,  -^^  =  -1, 

On  voit  donc  que  les  seize  unités  du  s}'stèine  numérique 
complexe  considéré  sont  les  produits  des  quatre  unités  quater- 
nioniennes 

.,  '■,  y.  /. 

par  les  quatre  unités 

coniinnlalives  avec  les  premières. 

On  vérifie  également  que  ces  quatre  dernières  unités  forment 
un  système  numérique  complexe  dont  les  règles  de  multiplica- 
liuu  sont  les  suivantes  : 

(  A-.  /.-s  y  =  -  I ,  (  /.-,  L,  /,-3  A-.,  )2  =  t ,  {A;  Ai  A,  Z..,  )^=t, 
(A,A:)(AiA,A3A,)  =  -(AiA,A-,k,){A:A,  i  ^  -  A,A,A,A„ 
(  k;  ki  )  (  /■,  k.2  A,  ki  )=-(/■,  /-,  Ai  A-5  )  (  Ai  A-  )  =  -  / ,  k.,  /,  3  k, , 

(k,k,k,k,)ik,k,k,k,)=-(k,k,k,ki)(k,k,k,k;)  =  -A,k-.- 

l'inlin  l'expression  A  peut  s'écrire 

/  .V  =  ),„^  X,3t  +  Xj,/  +  l,,k 
1  —  A-iksilii-^  ^'4i23'-)-  ^iSii./  +  ''^■,:,iiA) 

I  —  A,k^_kJ,.j'/.,.,j;—  Àr,«  —  À2V./     -  >-:ii/'  ) 

V  —  kik,kjk-J  ÀiMi—  "Au«  —  >■>;/  — À35/.J. 

III. 

SYSTÈME    NUMÉRUJIE    DliS   yUADRIOUATKIIMONS. 

INoiis  allons  maintenant  remplacer  les  coefficients  ).  etics  unités 
du  système  numérique  par  d'autres  coefficients  et  d'autres  unités 
susceptibles  d'une  interprétation  géométrique  plus  directe. 

Dans  le  système  d'équations  (4)  a[)pliqué  au  cas  de  cinq 
variables,  opérons  le  changement  de  variables 

•''l  =   ^1,  -'■••  =  2t2.  -'•3=  «3) 


(  (•,'"■<  I 


ainsi  que  le  changement  correspondant  sur  variables  accentuées. 
On  a 


CCi  -h  .T-,  ■+-  .Ti   -i-  X{  -\-  Xi 


et  les  équations  (4)  représenteront  alors  une  transformation 
linéaire  homogène  en  ap,  a,,  «2,  01.3,  0  laissant  invariante  l'expres- 
sion quadratique  (2). 

Le  système  d'équations  ainsi  obtenu  prendra,  après  combinaison 
convenable  des  deux  dernières,  la -forme 


Xoa'i  ■+-  ).2i  a'2  -+-  ),3i  a'.,  ■ 


).,3 /_,  +  ).,,    ,       X„v/-,  -).„,, 


=  AoaiH-  A|oa2+  Aisa.-jH «o  H ^, 


Xijo',  -+■  Xoa'j  -H  Xas^'a  + 


Xi,  y/—  I  -^  X52    ,     .    X., I  v'—  I  —  >.M  ^, 


,  ,  ,  X2iv/-.^X.„  Xo5v/-i->-55. 


I  ^isoi'i  -+-  ^S.li'^'o  +  ^'O^t'a 


^vs/— I-+  >^5 


(7) 


=  A3,  a,-f-  As^a-i-H  AoOisH ao  H 0, 

■î  •>. 

Xuy/— i-t-Xi3             X,i/— i  +  Xa5             Xaiv^— 1-^X35    ,        i.     .    .     j 
a,  ~\-  «2  -T-  ■ ^^3  —  V'«o-T-  ''5VV  —  ' 


^41  /—  '  -I-  X51  X42/ 1  +  ^'52  ^l.-l\/ I  +   ^53 

= Oi  H a,  H 

•22  2 


«3  — (^■0-+->'i5v/—  ")2, 


(Ào^Àiô/^ 


I  ,     À.,/—  I  —  X52  À43v/—  I  —  X53  .^  / 

-a,  H ^2-1 a3  — (.Ao-t-  Asiv'  — I 


Pour  mettre  les  nouveaux  coefficients  en  évidence  dans  l'ex- 
pression de  A,  il  suffit  de  prendre,  au  lieu  des  unités  h^k^, 
kikiksk;,  /.,/.;./,•  3 /,■,-,,  d'autres  unités  ^,  to,  (o'  définies  par  les 
relations 


X'i  Ai  =  |J.  v/ —  I .  /.  I  X'a  X-3 ^4  =  —  y/ —  l '  ^1  X's ^'3  X'ô  = 


L'expression  de  A  devient  alors 

A=  Xo-t-Xjst-l-  X,,,y'-f-X,5A-  -f-  (Jt(Xi3\/—  1  +  X..,,,,/—  Il -H  Xi5,,  y/—  ly  -+-  X^,,/ —  >^") 

Xi2.n\/— '-^  X|;a;  _^  Xit/—  I  +  X,5  .  _^  X...  y/— i-i-X-ir,   .  _^  Xn /— I  +  X.r,  ^  \ 

^^,(_X..3V=^-X,...        X,;v/^^llj.^Àny/-T-X,,  X3vs/^-X,.A 

\  2  ï  '2  •'  2  /' 

OU 

(GO^--)  A  =  y -I-  iJiyi-t-ujf/.  +  uj'</;,, 

en  désignant  par  (y,  (/i ,  <jr.i  et  ^3  des  quaternions  que  nous  écrirons 
dorénavant 

f]  =  a>  -T-  ix  -i-yV  +  kz, 

q\  =  "•!-+-  '■■«•i-i-y>i+  /t^i, 

y  2  =  »'î-t-  iXi-h  jj-i  -f-  A-,. 
03  =  ii'a  +  '>3  +y>3  +  /<Zi, 

où  a;,  ^1,  ^2,  ^^3   n'ont  aucun   rapport  de  signification  avec  les 
variables  du  paragraphe  II. 

Les  équations  (^)  de  la  transformation  deviennent,  par  l'intro- 
duction des  nouveaux  coefficients, 

H' a',  —  .rx'.,  -t- ya],  —  x->x'^  —  .V30'  =  ira,  -H  xol, —  ya^-i-  x-iig-r-  J-3S, 
I  -ï,  —  "■^'-1  —  •f^'z—.yi'^o  —J'-s'''  =  —  ;ai+  ivx,-hx%3-hyîOi.o-i-y3rj. 

—  ya',  -i-  ./-ïj  -H  ii'z',  —  -2*0  —  -:i3'  =  J'ïi  —  .va,-t-  iva3-\-  ZiOLo-h  Z3S, 

I  JT..  a,  -^  J'2«'.  +  -««'s (  II'  —  «',  )0'  =  —  0^,21  — ^2X2 —  -2  «3  —  (w  +  "'1)0. 

•^3»']  +r3»2-^  -3  =-'3—  I  "'  -+-  «'1  )«0  ==  —  ^3^1—73^1—  •33«3--(«'  —   "'l)au- 

Ces  équations  ne  contiennent  que  onze  paramètres.  Les  cinq 
autres,  x,,  yt,  z,,  1V2  et  iva,  sont  donnés  par  les  relations  (5), 
qui  deviennent 

«'_/,=  w,y  -h  ■i(z-iX3  —  XiZ3), 
(5*")  {   wzt  =  w,z  +  ■2(2:2^3—72 ■^3), 

W1V2  -i-  xx2-hyy-2  ■+-  ««2  =  " 
ivw3  -h  XX3  -^-yy,  -+-  --3  =  <)■ 

Enfin,  les  règles  de  multiplication  du  système  se  changent  en 


les  suivantes  : 

IJL-  =   I  ,  Iu2  =  o.  m'-  =  O, 

W[Jl  =  (JllO   =:  10,  (u'jJt  =  'Mil'  =  —  m'. 

(0(o'  =   ■2(  |A  —  I),  (o'(U   =  ■!(  |Jl  -H  I  ). 

Nous  sommes  donc  en  possession  d'un  système  numérique 
complexe  à  seize  unités,  que  nous  appellerons  système  des  qua- 
driquaternions,  comprenant  des  quantités  [celles  qui  satisfont 
aux  relations  (5*")]  susceptibles  de  représenter  les  transforma- 
lions  conformes  de  l'espace. 

IV. 

CALCUL  GKOMKTRIQUE. 

Nous  allons  maintenant  donner  au  calcul  des  quadriquaternions 
une  forme  qui  le  rende  apte  à  des  applications  géométriques. 

Remarquons  d'abord  que,  si  le  quaternion  q-i  est  nul,  A  se 
réduit  à  un  triquaternion 


Nous  avons  montré  que  le  calcul  des  triquaternions  constitue 
une  analyse  géométrique  ('). 

Le  calcul  des  quadiiquaternions  n'en  est  que  le  prolongement, 
comme  nous  allons  le  montrer. 

Un  triquaternion  satisfaisant  aux  conditions  (5*")  (qui  se  sim- 
plifient pour  un  triquaternion)  représente  une  transformation  par 
similitude,  et,  en  effet,  si  l'on  fait  dans  les  équations 

on  voit  que  pour  a  =  o   on  a  a,,  =  o,   c'est-à-dire  que  les  plans 
se  transforment   en   plans,    et   par   suite    que   la   transformation 
conforme  se  réduit  à  une  transformation  par  similitude  (succes- 
sion d'une  homothétie  et  d'une  rotation). 
Un  triquaternion  peut  s'écrire 

(v  +  /  -I-  », 


(')  CoMBEBlAC,   Calcul  des  triquaternions   (Bulletin  de  la  Socictc   mathé- 
matique de  France,  l.  \\\II;  i^<iO)- 


où  H' esl  une  quanlilé  Militaire  et  où  /  reprcsenle  ce  (|ui' nous  avons 
appelé,  dans  le  Mémoire  ci-dessus  menlionné,  un  élément,  linéaire, 
elyo  un  plan. 

L'élément  linéaire  s'écrit 

'■'■  -i-  jy  -t-  /.-  -H  I-l  '••  I  ^  f  (  '>.2  -f-  y>.  H-  /, ; 2  ) 

cl  peut  se  mettre  d'une  infinité  de  manières  sous  la  forme  de  la 
somme  d'un  point  et  d'une  droite,  et  d'une  seule  manière  sous  la 
lorme  de  la  somme  d'un  point  et  d'une  droite  passant  par  ce  point. 
Enfin  un  plan  s'écrit 

JJl  (  iXx  -^  jy\-V-  kZ\  )    -r-  10  U'j. 

Dans  celte  interprétation,  un  point  est  représenté  par  la  trans- 
t'orniatiou  par  symétrie  qu'il  détermine,  la  droite  par  la  rotation 
de  180°  dont  elle  est  l'axe,  et  le  plan  également  yvM-  la  transfor- 
mation par  symétrie  qu'il  détermine. 

Nous  allons  étendre  ce  mode  d'interprétation  aux  quadriquater- 
nions.  Il  convient  tout  d'abord  d'avoir  une  représentation  de  la 
sphère,  que  nous  avons  introduite  comme  élément  de  l'espace.  H 
est  naturel  de  représenter  une  sphère  par  l'inversion  (transforma- 
tions par  rajons  vecteurs  réciproques)  dans  laquelle  elle  reste 
invariante. 

A  la  vérité,  les  équations  (7*")  sont  inaptes  à  représenter  une 
inversion,  et,  en  particulier,  une  symétrie  par  ra[)porl  à  un  plan. 
Pour  avoir  les  équations  d'une  inversion,  il  faut  introduire  à  la 
place  des  coefficients  n-,  x,  j',  î;,  h',  les  coefficients  jr,,  y,,  ;i, 
u'2,  tï'a  au  moyen  des  relations  (5*")  et  annuler  ensuite  x..,_yo,  ;o, 
J^ii  y^1  -3- 

On  verra  ainsi  facilement  qu'une  sphère  est  représentée  par  un 
t|uadriquaternion  de  la  forme 

al  ix\  -r-  jy\  -\-  h^i  )  -4-  lu  w-i  -i-  co'  ii'j. 

On  parvient  au  même  résultat  en  parlant  de  l'expression  j)ar 
laquelle  nous  avons  déjà  représenté  la  sphère  considérée  comme 
l'élément  sur  lequel  s'opèrent  les  transformations  étudiées. 

Cette  exjji'ession  s"écril  en  cfiet 

I  1^  )  s  =  /.'i  ï]  -r-  Ut  a^  -(-  /.j  a;j  -t-  /,  j  — / —  1  -1-  k:,  — ■ • 


—  10  - 
D'autre  pari,  on  vérifie  ([iie  l'on  peut  poser 

/.  1  A -2  A-3 k\  As  =  —  /—  i , 
sans  contredire  en  rien  les  relations  fondamentales 

kh=-i,        />„/.,,=  -/.-/,  A-„, 

d'où  se  déduisent  toutes  les  règles  de  multiplication  du  svslcme 
numérique. 
On  aura  alors 

/.,  A. /, ,  Ai  =  As  v^-^,         /.-,  /.-..  A,  As  =  —  A-j  \/^~i, 
Ai  As  Ai  A,  =  /. ,  s/^,        Ai  As  Ai  A,  =  /-j  /^T,        A;  Aj  /c,  /to  =  A,  /^ , 

et  l'expression  (8)  devient 

s  =  —  AiAs\/ —  I  (A,  A3  Xi  -i-  A-^Aïaj-T-  A-,  A.201.3) 

A;  A,  A,  Ai  </^  -f-  A,  A2  As  A3  \  A,  A,  A,  A4  s/^  -  A,  A,  A,,  Ar.  , 


=  [ji(  /a,  H-y'ao  -+-  A0C3)  —  (o'ocu  -t-  <oo. 

liC  centre  de  la  sphère  a  pour  coordonnées 

ai  a.j  c(| 

3(|l  «0  îtl) 

et  le  carré  du  rayon  a  pour  valeur 


On  vérifiera  qu'un  quadriquaternion  peut,  d'une  manière  indé- 
pendante du  système  de  coordonnées,  se  mettre  sous  la  forme 

r  =^  IV  -h  l  -hp, 
=  Gr-4-Lr-t-  Pr, 

où  (»'  (ou  G/-)  est  une  (piaiililé  scalaire,/;  (ou  !'/•)  une  sphère 
(|)ouvant  devenir  un  plan),  et  /  (ou  L/')  une  expression  de  la 
forme 

i.r  -i-  j'y  -I-  A;  -+-  fx  ir,  +  w  (  1372  -+-  />-,  +  A^a  )  -t-  to  (  1X3 -h  j'y 3  -h  Azs  ). 

Une  telle  expression  est  caractéristique  d'une  transformation 
conforme  infinitésimale,  ou  plutôt  du  groupe  à  un  paramètre 
engendre  par  celte  transformation. 


L./7, 

v.ir  -  v.n. 

\-.pl. 

V.lp   =  p./)/, 

L.p'p. 

V.pp^o. 

—  Il  - 

El]  cH'cl,  une  Ininsl'ornialion  infinilcsiniale  pcul  s'écrire 

[  +  Idt, 

dt  élanl  une  quantité  scalaire  infinitésimale;  car  tous  les  autres 
termes  du  (juadriqualernion  sont  déterminés  parles  relations  (5*") 
et  sont  des  infiniment  petits  du  second  ordre. 

Dans  le  cas  où  la  transformation  infinitésimale  est  une  transfor- 
mation par  similitude,  l  se  réduit  à  ce  que  nous  avons  appelé 
un  élément  linéaire. 

Les  règles  de  la  multiplication  sont  les  mêmes  que  dans  le  calcul 
des  triquatcrnions,  savoir  : 

G.ir  =G./7,        h. If   = 
G.lp  =  o,  h.lp   = 

G.pp'=  G.p'p,       L.pp'  = 

Le  calcul  des  triquatcrnions,  coin  me  analyse  géométri(|ue,  pré- 
sente la  grave  défectuosité  de  ne  pas  donner  directement  l'expres- 
sion d'une  droite  joignant  deux  points  donnés  et  celle  d'un  plan 
passant  par  une  droite  et  un  point  donné. 

Le  calcul  des  quadriquaternions  ne  présente  pas  cette  lacune. 

En  effet,  soient  M  et  M'  deux  sphères  de  rayon  nul,  tn  et  m'  les 
centres  de  ces  sphères  ;  on  a 

LmM'=  Lm'M  =  ilroile  mm' . 

De  même,  si  rf  est  une  droite,  PMrf  représente  le  plan  déter- 
miné par  le  point  ni  et  la  droite  d. 

Il  est  à  remarquer  que  P»iM',  qui  représente  la  sphère  décrite 
surmm'commediamètre,  estce  que  Grassmann  a  appelé  le  yo/orf«/ù 
intérieur  de  deux  points.  C'est  ainsi  que  Grassmann  a  été  amené 
à  introduire  la  sphère  comme  élément  dans  son  calcul  géomé- 
trique. 

Il  nous  faudrait  beaucoup  trop  allonger  celte  Note  pour  exposer 
méthodiquement  l'emploi  du  calcul  des  quadriquaternions  comme 
procédé  d'analyse  géométrique. 

Il  nous  suffit  d'avoir  montré  quece  système  numérique  constitue  : 

1°  Une  représentation  du  groupe  géométrique  des  transforma- 
tions conformes,  le  plus  important  a|)rès  celui  des  transformations 
par  similitude  \, 


2"  Une  analyse  géométrique  conipreiiaiil  celle  que  nous  avons 
déjà  exposée  ici  sous  le  nom  de  calcul  des  triqualernions  et  qui 
se  complète  ainsi  d'une  manière  heureuse. 


SUR  UN  PROBLÈME  RELATIF  AUX  LIGNES  ASTMPTOTIQUES: 
l'ar  ^1.   E.    GouRSAT. 

1.  On  connaît  un  certain  nombre  de  surfaces  dont  les  lignes 
asyniptotiques  de  l'un  des  systèmes  sont  des  courbes  égales.  Ce 
sont  les  surfaces  réglées,  les  surfaces  de  révolution  et  les  surfaces 
hélicoïdes;  il  m'a  paru  intéressant  de  rechercher  si  l'on  avait  ainsi 
toutes  les  surfaces  jouissant  de  cette  curieuse  propriété  ('). 

Le  problème  peut  se  formuler  ainsi  :  Trom-er  une  courbe 
gauche  Y,  telle  qu'on  puisse  lui  imprimer  un  mouvement 
continu,  dans  lequel  elle  reste  constamment  ligne  asymplo- 
lique  de  la  surface  S  quelle  engendre.  Considérons  la  courbe 
mobile  dans  une  de  ses  positions;  soient  M  un  point  de  celte 
courbe,  M/  la  tangente  à  la  courbe  en  ce  point.  Me  la  direction  de 
la  vitesse  du  point  M  à  l'instant  considéré,  et  MN  la  normale  à  la 
surface.  Cette  droite  MN  est  normale  à  la  vitesse  d'un  de  ses 
points,  le  point  M  lui-même,  et,  d'autre  part,  elle  est  la  binormale 
de  la  courbe  F,  puisqu'on  suppose  que  Y  est  une  ligne  asympto- 
tique  de  S.  Mais  on  sait  que,  dans  un  corps  solide  en  mouvement, 
les  droites  qui,  à  un  moment  donné,  sont  normales  à  la  vitesse 
d'un  de  leurs  points  appartiennent  à  un  complexe  linéaire  ayant 
pour  axe  l'axe  du  mouvement  hélicoïdal  tangent.  Les  courbes 
gauches  Y  répondant  à  la  question  sont  donc  les  courbes  dont 
les  binormales  appartiennent  à  un  complexe  linéaire. 

Soit  r  une  courbe  gauche  possédant  cette  propriété.  Deux  cas 
peuvent  se  présenter.  Si  les  binormales  appartiennent  à  un  seul 
complexe  linéaire,  l'axe  du  mouvement  hélicoïdal  tangent  coïncide 
à  chaque  instant  avec  l'axe  du  complexe,  et  le  pas  de  la  vis  instan- 

(')  Cette  Note  était  déjà  rédigée  quand  j'ai  appris,  par  une  obligeante  commu- 
nication de  M.  Brieard,  que  M.  Hazzidakis  s'était  occupé  de  cette  question  et 
de  questions  analogues  (Journal  de  Cret/e,  t.  95,  p.  lan;  t.  9S,  p.  49)-  Cepen- 
dant, la  solution  que  j'indique  me  parait  plus  intuitive  et  plus  affranchie  de 
lalcul;  d'un  autre  côté.  M.  Hazzidakis  n'a  pas  clierché  à  ramener  à  la  furnie  la 
plu>  simple  réquatiuu  dill'crcnticllc  du  ^cc^nd  ordre  dont  dépend  le  problème. 


tanéc  esl  conslaiU  aussi.  Cel  axo  esl  ilonc  li\o  par  rapport  à  la 
courbe  mobile  F  et,  par  suite,  il  esl  fixe  aussi  dans  l'espace.  Le 
mouvement  de  la  courbe  F  se  réduit  donc  à  un  mouvement  héli- 
coïdal, et  la  surface  engendrée  S  est  une  surface  hélicoïde.  Si  le 
pas  de  la  vis  instantanée  est  nul,  le  mouvement  se  réduit  à  une 
rotation,  et  les  binorrnales  à  la  courbe  F  rencontrent  l'axe. 

2.  Pour  obtenir  d'autres  solutions  du  problème,  il  faut  donc 
que  les  binormales  de  la  courbe  F  fassent  partie  d'une  infinité  de 
complexes  linéaires  et,  par  conséquent,  appartiennent  à  une 
congruence  linéaire.  Supposons  que  nous  ayons  obtenu  une 
courbe  gauche  F  possédant  celte  propriété;  les  binormales  appar- 
tiennent à  une  infinité  de  complexes  linéaires  dont  les  axes 
engendrent  un  conoïde  de  Pliicker,  et  chaque  génératrice  de  ce 
conoïde  esl  l'axe  d'un  complexe  linéaire  déterminé  qui  renferme 
toutes  les  binormales  de  la  couibe  F.  On  connaîtra  donc  le  lieu 
des  axes  des  mouvements  hélicoïdaux  tangents  dans  le  corps 
solide,  que  l'on  |)eul  supposer  représenté  par  un  trièdre  Irirec- 
langle  invariablement  lié  à  la  courbe  F;  de  plus,  on  connaîtra 
aussi  le  pas  de  la  vis  instantanée  correspondant  à  chacun  de  ces 
axes.  Le  problème  se  décompose  donc  de  lui-même  en  deux  pro- 
blèmes distincts  : 

i"  Trouver  les  courbes  gauches  dont  les  binormales  font 
partie  d'une  congruence  linéaire; 

2°  Étant  donnée  une  surface  réglée  (S),  invariablement 
liée  à  un  corps  solide,  trouver  les  mouvements  de  ce  corps  solide 
pour  lescjuels  la  surface  (2)  est  le  lieu,  des  axes  centraux,  le 
pas  de  la  vis  instantanée  étant  donné  pour  chacune  des  géné- 
ratrices de  (S). 

3.  Je  m'occuperai  d'abord  de  ce  dernier  problème.  Dans  le  cas 
dont  il  s'agit,  la  surface  réglée  (2)  est  un  conoïde  de  Pliicker, 
mais  la  solution  peut  être  présentée  sous  forme  générale.  Le  corps 
solide  en  mouvement  étant  supposé  réduit  à  un  trièdre  trirec- 
tangle,  et  les  lettres  p,  y,  /•,  ^,  y>,  X,  ajant  la  signification  habi- 
tuelle ('),  on  sait  que  l'axe  central  du  mouvement  à  Finstant  t 


(')   Dauboux,   T/icoric  des  siir/ace-1,  (.  I.  Cliap.  1" 


-    14  — 
est  représenté  par  les  ccpiations 

i,  +  q  z  —  ry  _   'i  +  rr—p  z 


0) 

/'  7 

tundis  que  le  pas  de  la  vis  instantanée  a  pour  expression  (') 

Soient 

(  X  =  ar  +  m, 
\  y  =  hv  -\-  Il 

les  équations  d'une  génératrice  G  de  la  surface  (S),  a,  6,  w,  n 
étant  des  fonctions  d'une  variable  indépendante  <,  que  l'on  peut 
toujours  regarder  comme  représentant  le  temps. 

En  écrivant  que  la  génératrice  coïncide  avec  l'axe  central  (i)  à 
l'instant  t  et  que  l'expression  (2)  est  une  fonction  connue  de  <, 
on  établit  cinq  relations  entre/),  </,  r,  ç,  r,,  X.  et  la  variable  t.  On 
peut  donc  prendre  arbitrairement  une  de  ces  six  fonctions  de  t, 
et  le  mouvement  le  plus  général  répondant  à  la  question  dépend 
d'une  fonction  arbitraire.  La  détermination  efleclive  de  ces  mou- 
vements se  ramène,  comme  on  le  sait,  à  l'intégration  du  système 


(3)  '-J;=.'u,-y.r, 

a  7—  f!/' 


di 


et  à  des  quadratures.   L'intégration   du   système   (3)  se   ramène 
lui-même  à  l'intégration  de  l'équation  de  Riccatti 


(4) 


do'  .    _        CI  —  ip 

—r  =  —  i/-a'-t- ~ 

dl  ?, 


Cette  équation  s'intégrera  par  des  quadratures  dès  qu'on  en 
connaîtra  une  solution  particulière.  Or,  si  l'on  écrit  qu'elle  admet 
pour  solution  une    fonction   donnée  d^fi^t),   on  établit  entre 

(')  KiENiGs,   Leçons  de  Cinei>iatique,  p.   io5. 


»,  (7,  /■  et  t  une  nouvelle  relalion  (]ui  permcllra  de  délerniiner 
Ç,  y,,  ^,  /),  (j',  /■  en  fonction  de  /.  En  défuiilive,  si  l'on  connaît  une 
courbe  gauche  F  dont  les  binormales  appartiennent  à  une  con- 
gruence  linéaire,  on  obtiendra  par  des  quadratures  tous  les  mou- 
vements à  un  paramètre  dans  lesquels  cette  courbe  F  engendre 
une -surface  S  dont  elle  reste  ligne  asvmptolique  dans  toutes  ses 
positions.  Ces  mouvements  dépendent  d'une  fonction  arbitraire 
d'une  variable  indépendante. 

i.  Pour  avoir  des  surfaces  répondant  à  la  question,  il  suffirait 
donc  de  connaître  des  courbes  gauches  F  dont  les  binormales 
appartiennent  à  une  congruence  linéaire.  La  recherche  de  ces 
courbes  conduit  à  une  équation  difTérentielle  du  second  ordre  qui 
ne  paraît  pas  inlégrable.  Je  dévelopj)erai  seulement  les  calculs  en 
supposant  que  les  droites  focales  de  la  congruence  sont  rectangu- 
laires. Prenons  pour  axe  des  x  la  perpendiculaire  commune  à  ces 
deux  droites,  pour  origine  le  point  à  égale  distance  des  deux 
droites,  et  pour  axes  O:;  et  Oy  des  parallèles  à  ces  droites.  Elles 
seront  représentées  respectivement,  dans  ce  système  d'axes,  par 
les  équations 

1     -     =    o,  [      7    :-=    o. 

A  \'   ■ 

I  X  =  ft,  I   X  —  —  «  ; 

toute  droite  D  de  la  congruence  sera  représentée  par  des  équations 
de  la  forme 

(5)  y  =  l(x  -h  h),         z  =  ix(x  —  h), 

X  et  jji.  étant  deux  paramètres  variables.  Lorsque  l'on  établit  une 
relation  arbitraire  entre  A  et  jji,  cette  droite  engendre  une  surface 
réglée  dont  les  droites  A  et  A'  sont  deux  directrices  rectilignes. 
Nous  allons  chercher  quelle  relation  on  doit  établir  enlre  /  et  jx 
pour  que  les  droites  D  ainsi  obtenues  soient  les  binormales  d'une 
courbe  gauche  F.  Soient  x,  y,  z  les  coordonnées  du  point  oîi  la 
courbe  F  admet  la  droite  D  pour  binormale;  ces  coordonnées 
vérifient  les  relations  (5),  et  l'on  doit  avoir  en  outre 

(  6  )  (Ix    -j-  À  dy    -i-  \j.  ds    =  o , 

(7)  d-x -i-ld-y -{- [id-z  =  o. 


La  dernière  de  ces  conditions  peut  êiro  lemplacée,  comme  on 
le  sait,  par  la  siiivanle 

(8)  dl  cly  +  ,h,x  dz  ^  o 

obtenue  en  difrérenliant  la  première  (6),  et  le  problème  revient  à 
trouver  cinq  fonctions  a:,  y,  z^  ),,  [a  d'une  variable  indépendante 
vérifiant  les  quatre  équations  (5),  ((5)  et  (8). 
Des  relations  (5)  on  lire 

dy  =  (  .r  -h  /i  )  dl  -i-  X  f/.r ,  dz  —  i  r  —  //  )  f/jJ.  -t-  [a  d.r, 

et,  en  portant  ces  expressions  de  dy  el  clz  dans  (6)  et  (8),  il  \icnl 

(  <)  )  (  I  -t-  X^  -f-  |Ji-  I  </.r  -+-  .r  (  X  c/X  -I-  ijL  d\J.  )  -\-  /i(  X  d'i,  —  ;jt  dix)  =  o, 

(  Kj  )  (  X  dl  -^  ;jt  du)  d.r  -h  .r(dl/.--^  d[x- )  -!-  //(dl'-—  d^''-  i  =  o. 

On  tire  de  ces  équations 
(il)     d.r\d\--^  dix-+  (X  d[x  —  \x  d'k  )2]  -4-  -xln  X  d<x—  \xdh)d).  d>x  =  o. 
(\-}.)     .r|f/X'2  +  dix-  -4-  { Idy. —  a  c/X  i-]  —  /(  [(  i  -+-  a-  ir/X-  —  I  i  -i-  '/,''-  )  da-]  —  o; 

en  diflérentiant  l'équalion  (12),  il  vient  encore 

{  d.r  \dl''--\-  dix'-  ^  i  X  dix  —  iji  dJ.  )î  ] 
(  1 3  )   •        -(-  2  .r  [  (/X  f/5  X  +  ^/jji  c/ï  jji  -+-  (  X  (/ij.  —  iji  r/X  )  (  X  r/2  [ji  _  [jL  ,/2  \  )^ 

(        -1-  ■^.  /(  |(  I  H-  |i.-  I  f/X  f/^  X  —  (  I  -4-  X'^  )  dix  (/2  u  -^  ,/"/,  rfa(  [j,  ,/X  —  X  dix  )|  =  o. 

En  relrancbant  membre   à   niembie  les  relations  (11)  et  (i3),  il 
reste,  en  divisant  par  2, 

,      \  x\dld'-l-t^  dixd-'ix-hildix  — ixdX)(ld'ix—ixdiX)] 

^     \       H-  A  [(  I  -*-  ;jt-  j  e^X  (/^  X  —  (  1  +  X^  )  dix  d-\x-Jr-  -JL  d\  rf[ji(  jjt  f/X  —  X  rfjji )]  =  o. 

Enfin,  en  éliminant  x  entre  les  deux  relations  (12)  et(i4),  on 
obtient  l'équation  difTérentielle  cherchée  entre  X  et  p..  La  variable  a 
étant  prise  pour  variable  indépendante,  onad^]x=^  o,  et  l'équation 
s'écrit 

f(l  -+-  jJi^irfX  f/^X  -1-  -idl  dixi  IX  dl  —  Xr/;j.V][f/X^-)-  r/iJi^-^  (  X  (/;i  —  ;i  dl)"-] 
=  [(1-4-  .a^l^X^— (l-f-  X--')f/|JL-^)  f(l  -i-  iJL-^)f/X  —  X;jtf/;jiJf/îX, 

,,         dl       ,,,         d'I 

OU,  en  posant  K  =  -r-,    >/=;—-, 
'  iiix  oa- 

\    j2X'(l4-X■^-^  |Jl2)  — Xj4i-h  X'2-4-(X  — ;jlX')°-1|X" 
^      '  )  -H-.'.X'(;jiX'— Xi|i-l-X'2-4-(X  — ;jiX')2]  =  o. 


Celte  éqiialion  jirenJ   uul-  lorme  plus  simple  si  ou  lui  appiupic  la 
Iransfonnaliiin  de  Lcj^cniJro,  en  posant 

\  =  X',  Y=,u).'— X: 
ou  a  eusuile 

rfV  _  _  ,/\'  _   I 

"^  f/\  ~  ^'  f/\  ~  À  "  ' 

et  inversement 

■X  =  V,        ),  =  XV'—  Y,        X'=  X,        X'=  ;^,. 

L'('(pialion  transformée  est  donc 

^,xY(,-.x^+v^)r 

^         (       -■.'.X[i-^  Y'i-4-(XY'-Y)^]-Y'(XV- Vj(t  +  X5+Yn  =  o; 

c'est  une  é(juation  de  la  forme  (  '  ) 

,     ,  '^^-Y  /</Y  y  /d\Y-      ,      ,/Y 

les  coefficients  </, ,  c/^?  "in  "•.  étant  des  fonctions  des  variables  X,  Y 
seulement,  qui  ont  ici  les  valeurs  suivantes 

.,  '  Y  „  I  aX 

«l  =  O,  JO2  =    — r^   


Y        ,  +  X5+Y2  ■'       -iX        i-f-X^-l-Yî 

I  +  Y2 


'       V(.-^X'--+-Y^) 
Observons  que  les  coefficients  n-,  et  it;,  satisfont  à  la  condition 

"Jy  "^  '■*  ^  ' 
ou  pourra  donc  amruiT  réi|uatiiiu  (  i() )  à  la  forme  simpie 

"8)  ^'  =  F(\,V), 

en  prenant  pour  inconnue  nouvcili'  une  fonclion  \^(X,  V)  satis- 


(')  Les  équations  de  cette  espèce  ont  été  étudiées  par  M.  Roger  Liouville 
{Journal  de  l'Kcole Polytechnique,  Cahiers  LVII  et  LIX),  et  l'on  pourrait  essa\  er 
d'appliquer  à  l'équalion  (l'I)  les  niélliodcs  de  ce  ^'éomélre. 

XXX,  .1 
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f'.iisnni  aux  deux  rcliilions  ciim|);ilil)lcs 

d'où  l'on  lire 

\o"  —,   =     /    —    f/\  -^  ^(l.,  (Pi. 

'A       J      i 
En  iem|)lar;inl  a^  el  il-,  par  leurs  valeurs,  on  a  ici 


el,  jiai-  suile. 


1=^J 1 

à\  \    1  -^  \^  -i-  Y2 

On  voil  que,  dans  léquation  réduite  i  i  S  i,  entreraient  des  trans 
cendanles  de  la  théorie  des  fonctions  elii|iliques. 


SUR  LA  DEFORMATION  DES  QUADRIQUES  : 

Par'   M  .   Si;i;v  \nt. 

1.    Soit 

ds'-  =  E  du'-  -r-  ■>.  F  du  di-  -i-  G  rfi* 

l'élénienl    linéaire   d'une   ([uadrique  f|ueleon(|ue   ra|i]iorli''e   à   ses 
généralrices  reclilignes  el  soil 

■>r,'du,h- 

la  seconde  forme  quadiatii|ue  relative  à  celle  surface;  la  condition 

nécessaire  et   suilisanle  pour  f|uc  celle  surface  soit  du  deuxiènie 

degré  est 

^   1 1   (  _  i  ■>•>  I  ^ 

i  -M       (    >    i      "■ 

Pour  obtenir  une  surface  S' applicable  sur  la  quadrique  donnée, 
il  suflit  d'intégrer  le  système  d'équations  (notation  de  M.  liianclii. 


-  li»  — 

(u'omi-nic  Ji Jl'érenliclli'  ) 

■ h—losfD   +  —  l.i^ol)  =  „.         Ub  —  D'-^  =  — o'2. 

t/i'  Ou  <«■  Ou       ' 

r-   —   \0S'j   D'-H   —     loup  D"    =  O.  ;2  —    _    =    4  / , 

Jm  Ou         Ot'  Ou      ■  '  '  II        y/^  KK 

ce  qui  st'-ci'll  encore 

oy     01  o\'     01 

(/»         t)i'  Oi'  Ou  ' 

ui'i  I  on  a  posé 

A  =  oD.         A"=pD',         A'=^',  t>  =  po'=^. 

/a 

l^'cqiinlioii  ilii  ii''sc:ui  conjut;né  commun  à  S  et  S'  s'écrit 

A  du"-—  \"(h--^  =  o. 

2.  La  l'orme  (|iia(Jratique  du  premier  membre  jouit  dune  pro- 
priété remarquable  :  elle  a  sa  courl)ure  nulle;  on  peut  donc 
déleraiiner  le  réseau  conjugué  commun  par  cpiadratures;  on  aura 

1   e'>>    (/Â  du  —  vAr  rfc  )  =  f/a, 
(a)  _  _       ■ 

{  <;-'>.  (^ /a  du  -+-  /aVA')  =  rfp  ; 

on  trouve  île  suite  le  facteur  intéf;raiit 

g-iO.  ^  y^  v^A'-i— I,  c2'>  =  A'  —  /A'-i  —  I . 

Des  équations  (a)  on  tire 

\    i^/l  du  =      ^-'^doL^e'^d^, 
(   2  /y  dv  =  —  (—'■>■  c/a  -t-  «A  f/p . 

Si  l'on  fait  le  cliangement  de  vai'iables  délini  par  les  équa- 
tions (.)),  la  seconde  forme  (piadrali(|ue  relative  à  la  (piadrique  S 
(b'vient 

_  o'(A'-f-t/y^i)  ^^^^.^  ^    o'^A'-y/A'^-..)  ^^,^^ 

•iii\/i'- I  9,o/a'2 1 

Désij;uoiis,    loninie    d'usaye.    par    1)    cl    iJ"    les    coel'licients    île 


(/>.'- (/[j-;  ces  C()r(ïici(iil>  scioiil  liés  par  la  relallon 

(4)  D+D"  =  -^'=-^ 

qui   caractérise    les    réseaux    rnnj u>>aés    cyc/ii/iies    des   r/iin- 
c/riques. 

3.   La  (oi'iiic  (|iia(Ii'alifnie  relative  à  la  surface  S'  est 

■i    ,  »         ^,   ,  ,     ,        -i     ,  , 
—  ciii-  -h  ■>,  0  A  du  rtc  -i-  —  r/i'-  ; 


si  nous  effecliions  le  changemoni  de  variai)les  di'llnl  par  les  é(|iia- 
lions  (3),  elle  devient 


2p\/A'- —  1 

Les  cocni(Mciils  (le  c/a-  el  de  cV^S-  seront  donc  liés  par  la  relation 

D,H-D';  =  (., 

ce  c[ui  montre  (pie  le  réseau  ajî  est  sur  la  surface  S  un  r<'seau 
isotherme  conjugué  :  proposition  déjà  établie  par  une  autre 
méthode  par  M.  Darboux  i^A.  E.  N.  S.,  iç)oo). 

i.  En  utilisant  les  formules  de  Gauss,  on  jkuiI  facilement  cal- 
culer tous  les  éléments  relatifs  aux  surfaces  S  et  S' et  à  leur  repré- 
sentation sphéricpie.  Calculons,  en  particidier,  les  crochets  de 
ChristofTcl  relatifs  à  réiémeni  linéaire  commun  à  S  et  S';  il  vient 
de  suite 


I    0 


■>.  i)a  p' 

I    ()   .       LV' 

P'' 


(  .  i 

\     12     ) 


Si  l'on  pose 


I    r)   ,       D 

■i     0^  ? 

là.      D 

-  —  lof; —  , 


I   D"    0 


losD"p. 


(     i     ]  y.    D   Oa 

i   iM  I    D    d 


\i  ]        On 

1    \  ^  -)  3  ' 


\   '-^ 


on  voit,  à  l'aide  des  formules  de  (lauss,  que  les  coordonnées  delà 
surface  S  seront  les  solutions  communes  aux  deii\  éipiatiuns  du 


■21   - 


d-x 

àa 

dx 

+ 

db  dx 

d'-x 

àa 

àx 

-+- 

db 

dx 

dx 

(Hii  (ormeronl  alors  un  systîine  en  involulion 

On  calculerait  de  même  les  ,'  rotatifs  à  la  repn'sentalion 
sphérîque  de  S;  on  a,  en  particuliei', 

(    I    ^        1  d'i      ^     '  I    1-    \        -2  ax      "^      ' 

On  en  déduit  de  suite  la  proposition  suivante  :  Pour  <ju' un  réseau 
d'une  quadrique  soit  un  réseau  conjugué  persistant  dans  une 
déformation  continue,  il  faut  que  l'on  ait 

D    _  A  (a) 
D"  ^  ËTf)' 

c  cst-à-dirc  ijuc  te  réseau  soit  isotherme  conjugué  sur  la  qua- 
drifjue.  On  peut  retrouver  ainsi  aisément  les  résultats  connus 
relatifs  à  la  déformation  des  surfaces  de  révolution  donnés  par 
Bour  et  Ossian  Bonnet. 

-5.  On  peut  écrire  sous  Lien  des  formes  dilFérentcs  les  équations 
du  problème  de  la  déformation  des  quadriques.  Si  l'on  pari  du 
svstème  (i),  on  peut  ramener  le  problème  à  l'intégration  d'une 
équation  du  second  ordre  linéaire  par  rapport  aux  dérivées  secon- 
daires. 

On  peut  aussi  chercher  la  surface  S' rapporl('e  au  réseau  conju- 
gué commun  en  utilisant  les  propriétés  données  précédemment; 
on  sera  ainsi  conduit  à  un  système  de  deux  équations  aux  dérivées 
partielles  du  second  ordre  de  forme  assez  complicjuée.  La  méthode 
la  plus  simple,  semble-t-il,  consiste  à  chercher  les  réseaux  conju- 
gués des  quadriques  qui  sont  susceptibles  de  se  conserver  dans 
une  déformation  (les  réseaux  C  de  M.  Guichard).  Ces  réseaux 
sont  caractérisés  par  l'équation  (4),  et  le  problème  est  alors  le 
suivant  :  Ramener  la  seconde  forme  quadratique  d'une  qua- 

drique  éi  la  forme 

\)dx'--^T>~d'^^-, 

1)  et  D"  étniil  liés  pur  l' équation  (  j). 


Supposons  la  c|uadrif|iic  rapporlét:  à  un  syslème  («(')  quel- 
conque de  coortionnôcs  curvilignes;  on  peul,  soil  chcrciier  à 
déterminer  a  et  c  en  fonction  de  a  cl  ,^i,  soil  cherclier  à  déter- 
miner a  et  p  en  fonction  de  u  et  c.  La  première  méthode,  que 
j'ai  déjà  utilisée  (/>'.  .S".  M.,  1901)  ('),  conduit  pour  chacune 
des  fonctions  u  et  t'  à  deux  équations  aux  dérivées  partielles  du 
troisième  ordre;  la  seconde  donne  un  résultat  plus  simple  :  elle 
conduit  pour  chacune  des  fonctions  a.  et  jï  à  une  équation  au\ 
dérivées  partielles  du  second  ordre  que  l'on  peut  immédiatement 
écrire  en  se  servant  des  paramètres  dlfTérenticls  relatifs  à  la  forme 
quadratique  donnée;  on  aura 

Al  aS)  =  O, h   ——r H    -    =   O. 

'  '  A  (  a  ;        A  (  [i  )        p 

Si  u  cil'  sont  les  paramètres  des  f^énératriccs  rcctiligncs,  il  vient 
simplement 

,  ,  112 

(  3  )  /"/   -+-  fll>   =  ". 1 -f — .  H =0 

pq         p  q  U 

et  la  fonction  a  sera  donnée  par  l'équation 

(G)        -ii  pq  -T-  'Ji)s  —  q-  r  —  p- 1  -\- pq-  —  logl>  +p-q  —  lop;0  =  o; 
'  '    Ou  Oi' 

les  équations  (5)  permettent  d'en  déduire  ^  par  quadratures. 
Cette  équation  linéaire  par  rapport  aux  dérivées  du  second  ordre 
cl  ne  contenant  pas  a  est  de  forme  assez  simple.  Dans  le  cas  de  la 
sphère,  à  toute  solution  de  cette  é(pialion  on  peut  faire  corres- 
pondre nne  surface  à  courluire  totale  constante  dont  on  pourra 
calculer  tous  les  éléments  par  quadratures.  Le  problème  de  la 
recherche  des  surfaces  dont  lesravons  de  courbure  sont  fonctions 
l'un  de  l'autre  peut  éf;alemcnl  se  ramener  à  une  équation  do  la 
forme  (6). 

On  peul  trouver  également  une  équation  du  second  ordre  île 
même  forme  que  ((3)  en  cherchant,  suivant  une  méthode  donnée 
par  M.  Darboux,  les  paramètres  des  asymplotiques  de  la  surface  S'. 
Dans  le  cas  général  on  a,  pour  déterminer  ces  quanlilés,  deux 
équations  du  second  ordre;  dans  le  cas  des  quadriques,  elles  se 


(')    l'nir  nussi  H.MFY,  Compte 


-  ±i  - 


raiiK-iicnl  à  ticux  L't[iiaLioiis  du  prcniici'  oitlru  i|ui  ne  contiennent 
pas  les  fonctions  inconnues,  et,  par  conséquent,  le  problème  se 
ramène  à  l'intégration  d'une  èciualion  de  même  forme  que  (6), 
mais  clic  est  un  peu  moins  simple. 


DÉTERMINATION  DES  COURBES  ALGÉBRIQUES  DE  DEGRÉ  DONNÉ 
QDON  PEUT  TRACER  SUR  LA  SURFACE  DE  L'ONDE; 

Par   .M.    G.    IIlmukiit. 

Je  rappellerai  d'abord  quelques  propositions  établies  dans  mon 
Mémoire  sur  les  fonctions  abéliennes  singulières  (Journal  de 
Malhénialif/iiPS,  j"  série,  t.  ^'  ). 

Soil  un  système  de  fonctions  abéliennes  à  deux  variables,  ii  cl  c, 
admettant  comme  |)ériodes  normales 

I        o       A'       /, 
O        I        //       ,C'' 

CCS  fonctions  sont  ce  que  jappcile  sini;iilicres,  si  les  quantités 
i,',  /i,  ^'sont  liées  par  une  relation  ipii  peut  être  ramenée  au 
ijpe 

(1  )  a,ir  -^  ?/'  -^  ^'=  <>. 

a  et  ,j  étant  entiers. 

En  désignant  par  /  cl  /.  ilciix  entiers,  appelons  fonctions 
intrrnx'-diairrs  normales,  d'indices  /.  /, ,  les  fondions  entières 
de  «,  i'  qui  satisfont  aux  équations 

,  I" (  H  -i-  I .  i'  1  =  e'""'  F  (  u,  ('  1, 

)  !•■  I  H ,  f  -H  1  )  =  e""'™  F  (  M,  V  ], 

\  V{u  —  g,v-^  Il  \  =  e''t''e"tA-/K+/.r!+mi-/A'^/./-  V{u,  r  i, 

[  p^,<  ^  /,,(,-,_  ^'j  =  eO-nifiSît/l    /.3c«-./+/.fi'pl+iiil-/.a/i-;/^/.fi!g-'lF(.H,  i')- 

Si  l'on  suppose  la  partie  imaginaire  de  i>-  positive,  les  entiers 
/  et  k  sont  assujettis  à  la  seule  condition 


Cil  il  ^  ?/.■>  (\/îJ-—  ixiiKiil/,-  i; 

la  qn.uililé  'i- —  4 '■'•  est  néce-saircmeni  positive. 


-  -u  — 

Nous  dirons  nue  la  ca/aclcrisliai/e  de  F(  «,  c)  osl  ;  la 

1  -'  '    '     ^  I   0     d'   I 

caraclérislique  nulle  répond  à  w  ^  (o'=  0  =  d'^  o. 

11  est  aisé  de  démontrer  l'existence  des  fonctions  F((/.  r)  et  de 
trouver  leur  développement  en  série  de  Fourier;  parmi  les  fonc- 
tions entières  qui  se  reproduisent  à  une  exponentielle  près  e'"+H''+^, 
quand  on  augmente  u,  v  d'une  période  quelconque,  les  fonctions 
normales  peuvent  seules  être  paires  ou  impaires. 

Les  fonctions  normales  d'indices  /,  k,  et  de  caractéristique 
donnée,  sont  fonctions  linéaires  et  homogènes  de  o  d'entre  elles, 
étant  posé 

quantité  toujours  positive,  d'après  (3). 

Relativement  aux  fonctions  normales  paires  ou  impaires,  on 
démontre  les  théorèmes  suivants  : 

I.  k  (■la/Il  pair,  si  S  est  pair,  il  existe  |(o  +  4)  fonctions  nor- 
males distinctes,  d'indices  /,  A",  de  caractéristique  nulle,  el  paires  ; 
il  en  existe  1(0 — 4)  impaires;  ces  dernières  s'annulent  toutes 
simplement  pour  les  seize  demi-périodes. 

De  même  il  existe  :i  o  fonctions  normales  distinctes  d'indices  /, /i'. 
de  caractéristique  donnée,  non  nulle,  et  paires;  il  en  existe 
aussi  iS  impaires.  Les  fonctions  paires  s'annulent  simplement 
pour  huit  demi-périodee  et  les  fonctions  impaires  pour  les  huit 
autres.  Ces  demi-périodes  sont  celles  qui  annulent  les  fonctions 
thêta  normales  paires  ou  impaires,  dont  la  caractéristique  est  la 
même  et  dont  l'ordre  a  la  parité  de  /. 

IL  k  étant  pair,  si  o  est  impair,  il  existe  ^(S  +  i)  fonctions 
normales  jDrti/'t'i',  de  caractéristique  donnée,  eti  (o  —  i)  impaires, 
on  inversement,  selon  que  ojQ  +  w'6'  est  pair  ou  impair.  Les 
i^(S  -(-  i)  fonctions  s'annulent  simplement  pour  six  demi-périodes 
et  les  T,{o  —  i)  s'annulent  pour  les  dix  autres;  ces  groupes  de 
demi-périodes  sont  les  mêmes  que  pour  les  fonctions  thêta  nor- 
males, dans  les  conditions  indiquées  au  cas  L 

IIL  l\  étant  impair,  si  3  est  impair,  il  existe  ôl^^  0  fonc- 
tions normales /)rtf/'r?A-,  de  caractéristique  donnée,  cl  ^  (  o  —  i  )  im- 
paires, ou  inversement,  selon  (pie  oj[(/-t-  [i  )f|  -t-  b']  —  to't  a'i  —  /O'  i 


est  pair  ou  impair.  Les  ^  (  o  -r  il  fondions  s'annulcnl  siniplonicnt 
pour  six  demi-périodes,  el  les  {(o  —  i)  s'annulent  pour  les  dix 
autres  :  ces  groupes  de  six  et  de  dix  demi-périodes  sont  différents 
de  ceux  du  cas  II. 

IV.  />•  étant  impair,  si  o  est  pair,  et  si  la  caractéristir/ue  ne 
vérifie  pas  les  congruences  we=/w';  6'^  Q(/-l- |3)(mod2),  il 
existe  4  S  fonctions  normales  paires  et  4  2  impaires.  Les  fonctions 
paires  s'annulent  simplement  pour  huit  demi-périodes,  et  les 
fonctions  impaires  pour  les  huit  autres;  ces  groupes  de  huit  demi- 
périodes  sont  différents  de  ceux  du  cas  I. 

^'.  /.■  étant  impair,  si  o  est  pair  et  si  la  caractéristique  est 
une  des  quatre  caractéristiques  vérifiant  les  congruences  ci- 
dessus,  il  existe  ^  (o  -t-  2)  fonctions  normales /?«t/-es  et  |(3 —  2) 
impaires,  ou  inversement,  selon  que  9to'  est  pair  ou  impair. 
Les  ^  (0  -f-  2  )  fonctions  s'annulent  simplement  pour  quatre  demi- 
périodes,  et  les  :^(o  —  2)  s'annulent  pour  les  douze  autres. 

Cela  posé,  soit  K  une  surface  de  Rummer  singulière,  c'est-à-dire 
correspondant  aux  fonctions  abéliennes  singulières  considérées; 
nous  la  supposerons  représentée  paramétriquement  par  le  procédé 
de  M.Weber  {Journal  de  Crelle,  t.  84)  :  les  coordonnées  homo- 
gènes d'un  point  sont  des  fonctions  thêta  du  second  ordre,  nor- 
males el  à  caractéristique  nulle,  c'est-à-dire  qu'elles  vérifient  les 
relations  (2),  où  l^  2,  k  =^  o  et  w  =  10'=  0  =:  0'=;  o.  Ces  quatre 
fonctions  étant  toutes  paires  (I),  à  un  point  de  K.  répondent,  aux 
périodes  près,  les  deux  couples  d'arguments  u,  v  et  —  (/,  —  ^;  il 
en  résulte  aisément  que  l'équation  d'une  courbe  quelconque  tracée 
sur  K  s'obtient  en  annulant  une  fonction  intermédiaire  normale, 
paire  ou  impaire,  de  caractéristique  fpielconquc,  el  réciproque- 
ment. 

Lors([uc  la  fonction  intermédiaire  est  une  fonction  thêta,  c'est- 
à-dire  lorsque  son  indice  /i  est  nul,  la  courbe  est  une  courbe 
ordinaire  existant  sur  toute  surface  de  Kummer;  si  A' est  difléreut 
de  zéro,  la  courbe  est  singulière,  et  réciproquement. 

Deux  fonctions  intermédiaires,  d'indices  /  et  /. ,  /'  et  /.',  ont  en 
commun  un  nombre  de  zéros  égal  à 

(\)  -1  If  +  3( //.'-i-  /■/■  )  -1-  -1  •//,/.•  ; 


-  :2G  — 

il  en  résuUe  que,  sur  la  surface  K,  la  courbe  oblenue  en  anniiLinl 
une  fonclion  normale  dindices  /  el  A'  a  pour  degré 

Les  fondions  normales,  de  mêmes  indices  /  ol  /. ,  de  même 
caracLérislique,  el  qui  sonl  soil  paires,  soil  impaires,  sont  des 
fondions  linéaires  el  liomogènes  d'un  ccrlain  nombre  d'enlre 
elles  (I,  11,  111,  IV,  V);  les  courbes  correspondaules  sur  K.aj)par- 
liennenl  donc  à  uue  série  linéaire;  nous  dirons  qu'elles  forment 
une  famille  de  courbes.  En  verlu  des  résultais  généraux  rappelés 
plus  haut,  les  courbes  d'une  même  famille  passenl  toutes,  simple- 
ment, par  25  points  doubles  de  K  :  car  les  demi-périodes  sont  les 
arguments  des  seize  points  doubles  de  la  surface.  Le  nombre  s 
peut  d'ailleurs  être  nul;  mais,  dans  tous  les  cas,  la  famille  consi- 
dérée est4(^  —  -v  4-  2)  fois  infinie. 

On  établit  aussi  (pie  le  genre  général,  p,  des  courbes  de  la 
famille  esl 

(6|  /)  =  |(o  — i--i- ■>,  ). 

Surface  de  l'onde.  ■ —  Appliipions  maintenant  ces  réstdlals  à 
la  surface  de  l'onde,  ou  mieux  au  tétracdroïde  qui  en  esl  la 
transformée  homographiquc  la  plus  générale.  Le  tétraédroïde  esl 
une  surface  de  Kummcr  singulière;  la  relation  (i)  corrcs|)ondanle 
entre  les  périodes  esl 

—  ff  ~^  ff'  —  °^ 

c'est-à-dire  que  a  =  —  i ,  jï  =  o. 
On  a  alors 

el 

a/  >  'j.  tiiod/i. 

De  plus,  la  quanlilé  [i- —  {a  étant  ici  un  carré,  4.  d  existe  des 

fonctions  iutermédiaircs  noruiales  dont  les  indices,  /cl/,  vérificiil 

l'égalité 

2  /  =  »  111  11  il  /.  ; 

à  ces  fondions,  (pii  se  rc'duiscnl  à  des  fondions  thèla  elliptiques 
de  «  +  i-  ou  lie  it  —  i',  coirespondeul,  sur  K,  deux  séries  bien 
connues  de  biipiai  lia  tiques  gauches,  »  +  c  :=  consl.,  ii  —  t'  =  consl. . 


qui  ne  passent  siniiillani'iiienl  jiar  aucun  |)(iinl  iIihiIjIc.  (^liacunc 
de  ces  séries  comprend  (|uatre  coniques  répondant  à  des  fondions 
normales  ponr  lesquelles  /  =  i ,  A' =  ±  i ,  les  éléments  ti)  et  B'  de 
la  caractéristique  étant  nuls;  on  a  ainsi  huit  coniques,  situées 
deux  à  deux  dans  quatre  |>lans,  les  quatre  j^oinls  communs  à  deux 
coniques  d'un  même  plan  sont  des  points  doubles  de  K. 

Laissant  de  côté  ces  courbes  particulières  souvent  étudiées, 
nous  avons  le  droit  de  supposer  2  /  >  >-  niod/.,  ou 

IlU)ll/.</. 

Dès  lors,  on  déduit  immédiatement  de  ce  (]iii  pn'crde  les 
conséquences  suivantes  : 

Les  courbes  algrhriqiu's  tidcêcs  sut-  le  lélidédnndr  son/ 
toutes  de  degré  pair. 

Les  courbes  d'un  ilegré  donné,  il.  forment  'i'>.[-?.l — \) 
familles  :  une  famille  est  déterminée  par  une  valeur  de  k 
comprise  entre  —  l  et  -4-  /,  ces  limites  étant  e. relues,  par  une 
des  seize  caractéristiques  et  par  la  nature  de  fonction  paire 
ou  impaire  des  fonctions  normales  correspondantes. 

Les  courbes  d'une  même  famille  passent  toutes  simple- 
ment par  25  points  doubles  du  tétraédroïile,  s  étant  un  des 
nombres  o,  2,  3,  4i  5,  6,  ou  8;  elles  forment  une  série  linéaire 
^(l-  —  A-  —  5  +  2)  fois  infinie:  leur  genre  général  est  aussi 
r,  (  /'-—  /.-  — 5  +  2). 

Les  suif  aces  d'ordre  l  (/ui  passent  par  une  coiirhe  quelconque 
d'une  famille  lépondant  éi  l'indice  /.  coupenl,  en  outre,  le 
létraédrotde  suivant  les  courbes  d'une  même  famille  répon- 
dant il  l'indice  —  /. . 

Pour  /,- =  o,  on  obtient  les  courbes  ordinaires,  c'est-à-dire 
celles  qui  e.ristent  sur  toute  sut  face  de  kummer. 

Les  groupes  de  '  v  pdiiiK  douilles  dont  il  ol  i|iiCNliiiii  dans  ces 
énoncés  ne  dépciulcnl,  dans  leur  enseiiiijlc,  ipic  <!(•  la  parité  des 
indices  /  et  /.  ;  on  trouvera  leur  déterminalinn  cunipIrU'  dans  le 
M(-moirc  cilr  au  (•onimeneemenl  de  ce  Tia\ail. 

lui  ap|>liqiiaiit,  par  exemple,  ces  réMiltats  aux  courbes  du 
quatrième  oidri-.  un  trutixc.  en  dilnn--  des  hiipi.idratiqui'S  sij;na- 
lées  plus  liant  : 


I"  Les  courbes  ordiiuiires  d'ordre  qualrc  exislanl  sur  Ifiute 
surface  de  Kiiinmer; 

i"  Seize  familles  singulières,  chacune  simplement  infinie,  de 
biquadratiqucs  gauches  passant  par  six  points  doubles  du  létraé- 
droïde  ; 

3"  Seize  iamilles  singulières  analogues,  associées  aux  précé- 
dentes de  telle  sorte  qu'une  quadrique  quelconque  passant  par 
une  courbe  d'une  des  premières  familles  coupe  en  outre  le  tétraé- 
droïde  suivant  une  courbe  de  la  famille  associée; 

4°  et  5°  Trente-deux  courbes  unicursales  du  quatrième  ordre, 
passant  chacune  par  dix  points  doubles,  mais  qui  se  décomposent, 
comme  on  le  reconnaît  aisément,  en  systèmes  de  deux  coniques 
déjà  connues  sur  la  surface. 


SDR  LES  FRACTIONS  CONTINDES  ALGEBRIQUES: 

Par  M.    R.    PE     MoNTESSUS. 

Je  rappelle,  en  modifiant   un  peu  la  forme,  quelques   notions 
dues  à  M    Padé. 

Considérons  un  Tableau  de  fractions  rationnelles 


£2  U  J  U|  U| 

Vg'  V»'  Vf'  V»' 

uj  £1  Hl  i^ 

■yi'  v['  vs'  v'i' 

U|  Uj  Uj  U| 

\f  Vf  V|'  \i' 

\Jl  \j],  IJ|  Uji 

V{;'  v^''  vç'  Vf 


'    vïï' 

Uï 

'    ^';î  ' 
u;; 


"ù  U",  V,','  sont  des  |iolMioines  en  .<■,  respectivement  de  dej;ré  n 
et  ji,  choisis  de   manière  que   le  développement  en   série   de   la 

liacliou    yj- 


ail  |iciur  termes  de  degrés  inférieurs  à  /)  -h/)  +  i  les  termes  d'une 


série  illimitL-t,'  dounée  )', 

y  =  Sf,  -r  s i  !•  ^ .  .  .  -{-  s /,  .r''  -i-  .  .  . ,         .«„  ^  o. 

Cela  permet  de  supposer  que  le  terme  constant  de  U"  est  s„  et 
que  le  terme  constant  de  V^  est  runilé. 

Une    fraction  -~  du   Tableau   est  dite    normale,   s'il    n'existe 

aucune  autre  fraction  ayant  pour  numérateur  un  polynôme  de 
degré  n  et  pour  dénominateur  un  polynôme  de  degré  p  dont  le 
développement  coïncide  dans  ses  /)+/>-+-!  premiers  termes  avec 
la  série  j'. 

A'otis  supposons  que  la  série  y  donne  lieu  à  un  Tableau  de 
fractions  normales.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
qu'il  en  soil  ainsi  est  que  tous  les  déterminants  A^^  (p,  q  ^  o,  i , 
v.,3,  ...) 

^,<-*-»  -'/'-Hl         ■  •  •        ^li-^ï—q 

•'/'-!+'/       -'/n-v        ■  •  •  ■';'+! 

soient  diflérenls  de  zéro. 

Une  suite  quelconque  de  fractions  du  Tahli 


{■>■) 


V,'    V,'    ■■■'    v,' 


■U" 


v;; 


^   est   plu 


chacune   étant  plus    avancée  que  les   précédentes 

avancée  que  ^  si  /?+«>/»  +  q\,  définit  une  fraction  continue 

appartenant  à  l'une  des  deux  catégories  suivantes  : 


I.   Si 

f  Ui  =  ai,         V,  =  r.         U-2  =  «i«2-H  a», 

I  î,U,-2-h«,U,_,  =  U,. 

(  a,  V,_j-Hrt,V,-i=  V,         (t=  3,  i,  :'),...), 

les  fractions  -^  sont  les  réduites  successives 


«,,     n,-^-^, 


de  l;i  fraction  conlltiiK' 


II.  Si 


Ul=2|,  V'i  =  O],  U2=a|3!2,  Vj  —   fli  «2 -i-    2>, 

a,  V,_aH-  Oi  \',-,  =  V,, 


les  fraclions   t-,-  sont  les    rûtluitcs  successives    — ^ - 
V,  Cl  I 

(le  la  fraclion  rontinue 


de  sorte  c|iie  Vétude  d' imc  suite  de  réduites  telles  que  (  ■■'.  )  rcient 
à  l'étude  d'une  fraction  continue. 

La  l'éciproque  est  vraie  :  Vétude  d'une  fraction  continue 
revient  à  l'étude  d'une  suite  de  réduites. 

Toute  siiile  illimitée  de  réduites,  cliacune  plus  avancée  (jne 
les  précédenles, 

V,'      Vs,'      ■■■'      V,'      ■■■' 

ou  toute  fraction  continue,  représente  une  fonction.  C.ellc  suite 
converge  en  même  temps  que  la  série 


'  (.\,=  U,-,V,-U,V,-..,). 

dont  l'étude,  assez  compliquée,  se  simplifie  si  les  numérateurs  .\, 
sont  des  monômes  entiers  en  x 

\i=:  c/.r'"         (Ci  const.,     m  oiiliei'  et  posilifi. 

Celle  simplification  a  lieu  si  les  réduites  de   la   suite   eojisidérée 
.sont  toutes  consécutii'es,  c'est-à-dire  si,  en  posant 

>/     ^';;'       ^/-l      ^■;'„' 
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on  ;k  soit 

jD  -I-  «+;=(/  -^  //!, 
soil 

/>  -H  rt  -i-  2  =  <7  -f-  »( . 

En  effet,  si,  dans  ce  cas,  (C)  est  le  cercle  tle  la  convergence  de 
la  si'rir  de  puissfiuces 

la  suite  des  réduites  converge  dans  le  cercle  (C),  sauf  aux  points 
f/ui  seraient  des  zéros  pour  une  lyrim-rr.  de  polynômes  V  p.  Nous 
disons  une  infinité,  parce  que  dans  l'élude  de  la  valeur  prise  par 
la  fonction  définie  par  la  suite  de   réduites  en  un  point  d'affixe  a 

nous  convenons  de  supprimer  les  réduites  de  rang  fini  -—^ ,  où  \ ^ 
a  le  point  a  pour  zéro. 

Si  les  polynômes  V^  tendent  vers  un  polynôme  limite  \  ,  lu 
fonction  représentée  par  la  suite 

V,,'    V,"    ■■■'    v;' 

doit  être  regardée  comme  ayant  pour  pôles  les  /.('•ros  de  V  se 
trouvant  dans  le  cercle  de  convergence. 

Ces  considérations  et  ce  fait  bien  connu  ipi'il  est  |)ossible  de 
déduire  d'une  série  une  fraction  continue  convergente  parfois  dans 
une  aire  où  la  série  ne  Test  pas,  et  réciproquement,  conduisent  à 
la  question  suivante  :  Une  suite  de  réduites  consécutives  d' un 
Tableau  de/ractions  normales  définit-elle  une  fonction  iden- 
tir/ue  à  la  fonction  définie  par  la  série  (fui  a  donné  naissance 
au  tableau  et,  dans  l'affirmative,  la  fraction  continue  corres- 
pondant à  la  suite  prolon ge-t-elle  la  série  en  dehors  de  son 
cercle  de  convergence?  Je  vais  montrer  que  certains  résultats, 
dus  à  M.  Hadamard,  permettent  de  résoudre  celte  question  dans 
le  cas  d'une  suite  de  ri'duiles  consécutives 

u|     u;,     Us  u^ 

Vf,'  '     \ï;  '    V' v;;  ' 

taisant  toutes  |iartie  d'une  même  ligne  horizontale  d  "un  Taideau 
de  fractions  normales. 
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1 .    Si  l'on  pose 

\';;,  =  1  —  n',",,.r  +  n';\,,.r'  —  . ..  +  i— ii'li,";,,.r'-4-..  .->-  (-  i;/'B;;',,.r/', 

la  condition  imposée  à  la  Iracliori    ^'f    d'avoir    pour    les    m -\- j) 

premiers  termes  de  son  développement  en   série  les   m  --\- p  [)re- 
miers  termes  île  la  série 

%'""■    • 

nécessite  que  V>"' .,,   .  ■  .,  J^"'     vérifient  le  sjslème  d'équations 


(^)  ' 

(   .«,„  +  ,,—  1!'/: ,,  .s-,,,-,  ,,^,  ^  .  .  .  4-  (  -  I  )/'  H™, ,,  s,„  =  .,. 

M.  Hadamard,  recherchant  un  poljnome  P(j:')  tel  (|uc  le  produit 
d'une  série  donnée  y(x)  par  ce  poljnome  soit  une  série  conver- 
gente dans  lin  cercle  de  rayon  supérieur  au  cercle  de  convergence 
de  /(./•),  a  montré  que,  si  les  modules  des  pôles  a,,  y..,,  ...,  y.p, 
y-p^i,  ...  de  la  fonction  représentée  par  la  série 


vérihcnt  les  inégalités 

H)  |a,|:;|a,|S...qa„|<|., 


les  coelllcicnts  \V"    tendent,   (piand  /))  croît  ind(''linin)<'nl  vers  des 
I imites  11,,^,  telles  cpie 

chaque   pôle  multiple  devant    être   compté  pour   autant   de   pôles 
simples  qu'il  entre  d'unités  dans  son  degré  de  multiplicité. 
x\u  contraire,  si 

d  se  peut  que  les  quantités  IJ"'    tendent  vers  des  limites  (iiii  ne 

soient  plus  les  fonctions  symétriques  des  af'llxes  lies  pôles  a, a^, 

et  mémo  ne  tendent  vers  aucune  limite. 


i.  Si  les  iiiégalilés  (_.i)  sont  vérifiées,  il  esl  ;i  iirt'Noir  (iiio  le 
tercle  de  convergence  de  l;i  série  (.s-'')  a  pour  r:i\<in  ['J-pj^^  '■  lu.  en 
ell'et,  posant 


X  ['  — B','.„.r^...~(-iiPB;;.„3-A'] 
—  (  4-u  -^  CP.  „  J-  +  . .  .  -^  CS,„  .r"  ) 

X  ['  —  ^'l7p -^ -;-■  •  --^ I  —  i)''b;.; .rP], 

et    A"    se  réduisant   ù   un    ternie   monôme,   puisque   les   réduites 
sont  consécutives 

a;;  =  (.-ii/-ic;;.„  !'.;',.,;./■'"/', 

car  le  terme  de  dei;ré  .r"+/' est  irréduclihie,  comuit'  uui(iue  de  son 
espèce. 

Or  les  coellicienls  C"',,  ont  pour  expressions 

C';.„.   =.v,-B',".,,.9„ 

<  ■?,  ,„     =s,—  B',", ,, s,  +  B»  ,, u. 


■"■/'  -  '5'", ,,  S/.--1  -r- . . .  -T-  (- 1  )''  b;;',  ,,  .■<„. 
j  ^y,:.k.,„  =  •"■/,+/.—  B ',".,,.v ,,,/,_, -4-. . .+  (_i  );'b;;',,,.v,,. 
'  c;;,,,„    =i„,— b;",,,4-,„-,--  ..h- (_  ij,.Hm^^,.„,_^, 

de  sorte   que  l'élimination  de  B"'   ,  ...,  B"'^,  entre  les  équations 
du    système   (a)   et    la  dernière   écpiation    du    système   (3)   nous 

donne 

,_  ca;,  ,„       .<:,„_,        .  .  .       s 


d'où 


•v,„ 

"m  - 1 

.«„, 

i-m+  1 

.v,„            . 

»•„,_ 

*,„+,, 

S 

'"+/'-'     ■ 

.V 

■v«, 

i/«  -1 

•'m- 

"lll+i 

.>■„,     . 

..       .V„,- 

*■/«+/,-! 

.s 

'«+;>-»       • 

.. 

u 


(Jiiniil  il   H/,  /,,  If   s\sl(''l)li'  ('.>.)  liniis  (li)iiiic,  ;iil  si<;tie  |)r(''S, 


1^;;:,- 


On 


H/i-l       "m+p-l 


■«/Ml  •'•■/,-l~/,-l 


.<„_,,  .S„_2 


'n-p 


Si  l'on  |)(i.so  «  — [)  =  /.',  il  s'a};it  tlonc  de  di'lrrmincr  le   rayon  de 
convergence  de  lu  séiie 


■'■'/, 

.'/.•+1 

■S/,-(-p 

■V.  +  I 

■''7,+2 

.  .       ■'■V,+,,+  l 

=  » 

V 

*•/.+,. 

■'/,+,,+  ! 

•S/.-H2/. 

L 

•</,• 

■'•7,  +  i 

..      .U  +  ,,-1 

='/ 

S/,+1 

■V,  +  2 

.  .           ■'/,  +  ;, 

•</,  +  ;)-! 

•■.V,+,,-2        . 

■'>'/.+2ai-2 

OÙ  (j  esl  un  niinihrc  lini  bien  délerniiné  cl  invariable. 

Dans  la  (|ueslion  du  poljnome  l-'(^),  M.  lladaniard  a  Iroiivé, 
lui  aussi,  ces  rapports  de  déterminants.  Ecrivant  avec  lui 


D,„,,,= 


I 


—  ICi  — 
nous  avons  à  cliiTclifi-  le  iiivoii  de  convcri;eiK('  de  l;i  séi  ii 


*=7 


On  sait  que  ce  rayon  a  pour  expression 


Mais,  si  les  inégalités  (  ?> )  sont  vérifiées,  on  sait  aussi  que  y  U|/,/)l 
a  pour  limite ;•  Le  ravon  de  convergence  de  la  série  s" 

'  hi,ï3 a,,+,|  ■  ^ 

est  donc  ijien  \y-p+t  \- 

3.   5/,  pour  une  ra/eur  déterminée  Xo  de  la  variable  x,  les 
suites  ytI'  Yy  U' ^  ■'  '^'  •••)  fondent  l'une  et  Vautre  vers  des 

limites  déterminées,  ces  limites  sont  ideïntiques. 

■  U'i       ,  li* 

il  sullit  de  démontrer  que  si  -rr- '  d'une  part,  et  ,''.X\  '  '^^^  l'autre, 
*  /.-  '  /, 

tendent  vers  des  limites  finies  et  déterminées,  la  dillerence  de  ces 
réduites  tend  vers  zéro. 

Remarquons,   pour. cela,  que   |xo|  <  [s'/j+i  |,   car   les   réduites 

U* 

:—>  convergentes  seulement  dans  le  cercle  de  rajon  |a^,^||,  sont 

supposées  converj;enles  au  point  d'alfixe  .z-,,,  et  (pie  la  difTérence 


U*       U 


/'+i 


Vn         vp+i 

'  k  ^  /. 

peut  s't'crirc,  comme  le  montre  un  calcul  simple. 

Il  sulfit  (Iimc  (le  montrer  ipic 
tend  vers  zéro  quand  /  ,  c'esl-à-dire  li .  eroil  iiidi'linimeiil.  Il  eu  est 


)ii'ii  iiiiisi,  rar  la  série 


lie  rayon    de   cuiiNtTi^ence   |a,,^.,(,    <■>!    eonverf;eMle   au   j)i)inl  Xq, 
piiisi|ue,  nous  l'avons  lait  ohservei', 

kol<!a„+,|- 

i.  11  ressort  de  ces  considérations  (|u'r/(//;^  </o/?/itV  itnr  série  de 
Tayloi-  icprcsenlant  une  foncdaii  f(J')  iloiil  les  p  pôles  les 
plus  rapprochés  de  Vorigine  sont  inléricurs  a  un  cercle  (Cl) 
lui-même  intérieur  aux  pôles  suivants.  eliaf|ue  pùle  multiple 
étant  compté  pour  autant  de  pôles  simples  qu'il  existe  d'unités 
dans  son  degré  de  niultiplicilé,  la  fraction  continue  déduite  de 
la  ligne  horizontale  de  rang  p  du  Tableau  de  M.  Padé,  ce 
Tableau  étant  composé  de  réduites  normales,  représente  la  fonc- 
tion f{x)  dans  un  cercle  de  rayon  [a^^,',  oii  a^_^,  est  Vaffixc 
du  pôle  le  plus  rapproché  de  Vorigine  parmi  tous  ceux  qui 
sont  rxiérieurs  au  cercle  (C). 

Si  tous  les  pôles  ont  des  modules  différents,  les  fractions 
continues  correspondant  aux  lignes  horizontales  représentent 
toute  la  fonction  ;  s'il  existe  simplement  des  discontinuités  dans 
l'ensemble  linéaire  des  modules  des  pôles,  les  fractions  continues 
correspondant  à  des  lignes  horizontales  eonvenabicnient  cIioisie> 
représentent  encore  la  fonction. 

Si  tous  les  pôles  sont  simples,  la  représentation  a  lieu  dans 
des  cercles  d'autant  plus  grands  que  la  ligne  horizontale 
choisie  est  plus  éloignée  dans  le  Tableau.  S' il  y  a  des  pôles 
multiples,  il  y  a  stationnement,  en  ce  sens  que  plusieurs  lignes 
horizontales  consécutives  représentant  la  fonction  ont  le  même 
rayon  de  convergence.  S' il  y  a  enfin  un  point  singulier  essen- 
tiel, le  stationnement  se  prolonge  indéfiniment,  aucune  des 
fractions  continues  considérées  ne  représente  la  fonction  en 
dehors  du  cercle  sur  la  circotifércnce  duquel  se  trouve  le  point 
sini;ulier  essentiel  le  /dus  rapproché  de  l'origine. 


SUR  CERTAINES  ÉQUATIONS  AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES 
DU  SECOND  ORDRE; 


Par    .M.    .1.    C 


1,  A  1  H  1  -\  . 


I,es  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  admettent  une 
infinité  de  Iransfortnalions  infinitésimales  de  contact  permu- 
tahles  :  on  n'a  pas  jusqu'ici,  à  ma  connaissance  du  moins,  étudié 
la  ciiirstion  inverse  el  recherché  quelles  sont  les  équations  qui 
possèdent  la  même  |M-opricté  ;  je  me  propose  iTexaniincr  un  cas 
particulier  de  ce  proLlème  et  de  montrer  (pic  les  équations 
linéaires  et  certaines  équations  1res  sim[)les,  auxquelles  s'applique 
la  méthode  d'intégration  de  M.  Darboux,  sont  les  seules  équations 
aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  à  deux  variables  indépen- 
dantes qui  jouissent  de  la  propriiUé  énoncée,  à  condition  de 
regarder  comme  identiques  (Jeux  équations  qui  se  déduisent  Tune 
de  l'autre  par  une  transformation  de  contact. 

Dans  ce  qui  suit,  les  lettres  x,  y\  z,  p,  q,  r .  s,  t  ont  leur  signi- 
fication ordinaire;  nous  supjiosons  que  /■  figure  dans  toutes  les 
équations  que  nous  considérei'ons  ;  s'il  en  était  autrement,  il 
suffirait  d'elfectuer  un  changenieni  de  variables  très  simple.  Pour 
abréger,  nous  désignerons  une  transformation  infinitésimale  de 
contact  par  sa  fonction  caracl<''ristique. 

Si  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  à  deux 
variables  indépendantes  admet  une  transformation  infinitésimale 
de  contact,  on  peut,  à  I  aide  d'une  transformation  de  contact, 
remplacer  cette  équation  par  une  équation  (|ui  ne  contienne 
plus  ;, 

(I)  /•  +/(./■,.>-. /^  Y,.v.  /)  =  o, 

c'est-à-dire  par  une  équation  qui  reste  invaiiaiile  pour  la  trans- 
formation infinitésimale  i.  Les  fonctions  caractéristiques  des 
transformations  infinitésimales  de  contact  permutables  à  la  trans- 
formation I   ne  dépendent  pas  de  r. 

Imaginons  (pi 'il  existe  deux  telles  transforma  lion  s  g^  (.r.r.p,  y), 
^'oi  j\  r. /',  (/ )  qui  laissent  (i)  invariante.  Si  lo  fondions  ^, ,  ^o 
ne  sont  pas  dislinetcs.  on  peut,  à  laide  d'une  transformation 
en  (.r.f>>.  lempiaeer  (i^  par  ime  i''(|iiali(in  admellaiil  les  Iransfor- 
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nuilion.s  i ,  _j',  t(i).  Une  lelle  éf|iialion  csl  île  la  forme 

(  a  )  /■  =  «>(■'',  y,  f>.  .''■  ) 

cl  admet  le  j;ioiipe  d'ordie  inlini 

J"i  =  ^,       ri  =  i',        il  =  ;  -i-  V, 

où  Y  désigne  une  fonclion  f|iLeleonfnn'  de  j--;  deux  transi'orinations 
de  ce  groupe  sonl  permutables. 

Supposons  malnlenant  que  ^i  el  ^'o  soicnl  distinctes;  si  les 
Iransforinations  correspondantes  sonl  pemuilaljles,  on  a 

(  ^1  •  f.'  î  ;  =  'j  ; 

une  transformation  de  conlacl  en  (.r,  p)  pcrnicl  de  remplacer 
ré(|ualion  (i)  pai-  une  équation  qui  adniel  les  Iransformalions 
inlinilésimales  dont  les  fondions  caraclérisliques  sonl  i,  x,  y, 
c'esl-à-dire  |)arune  cipialion  dont  le  premier  membre  ne  conlieut 
aucune  des  (juanlités  ;,  p,  // 

{■>.)  /•-(-  o{.r,  r.,  s.  /!  =  (). 

Cela  posé,  la  fonclion  caracléiistique  d  une  Iransformalion 
infinilésimale  de  conlacl  permulable  aux  Iransformalions  i,  x,  J' 
et  dislincle  de  ces  Iransformalions  ne  dépend  que  de  T,y  el  n'esl 
pas  linéaire  par  rapport  à  ces  quanlilés.  Si  l'équalion  (■2)  reste 
iu\arianle  pour  une  lelle  Iransformalion  définie  |)ar  la  fonclion 
A(.r,  y),  l'équation 

csl  véiifiée,  quelles  rpie  soient  les  valeurs  de  ,v  et  ^  ;  on  a  donc 

d^o     r}-\  d-o    d^'/.  _ 

ds-    i).t  dy  as  dt  dy^  ' 

à- a      d-\  d- ti  d- X 

ds  dl  dxlh-  "^  'd'r^   dyi 

Il  lésulte  de  ré(|ualiiMi  ipii  xicnl  d  èlre  écrite  ([ne  s  esl  nccc^sai- 
ipinent   (\r  hi  l'iunie 


—  ;i9 


■+- 

m 

ùx  dy 

dxdy 

- 

1)1 

d'-  À 

m  cl  //(„  rcprobcnlanl  des  t'oiiclions  cU'  .r,  y.  Si  'h  est  linéaire  pai- 
rapport  à  i  +  Wq  '>  l'équation  considérée  est  une  équation  linéaire  ; 
supposons  qu'il  en  soit  autrement,  l'équation  (3)  équivaut  au 
svslènie  de  deux  équations 


(•1) 


Un  pareil  système  ne  peut  admettre  plus  de  quatre  solutions 
distinctes  sans  en  admettre  une  infinité,  par  conséquent,  une 
équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  à  deux  variables 
indépendantes  ne  peut  admettre  plus  de  quatre  transformations 
infinitésimales  de  contact  permutables  sans  en  admeitrc  une 
infinité.  Ce  dernier  cas  se  présente  si  le  système  (4)  est  en  invo- 
lution,  c'est-à-dire  si  Ion  a 

Oni        i)iii 
m  =  /;)„,  1)1  —   -r-  —    =  o. 

'()•  ij.i- 

Il  :'erait  facile  de  trouver  m,  mais  il  vaut  mieux  remarquer  que, 
si  m  satisfait  à  la  condition  précédente,  on  peut,  par  un  cliange- 
menl  de  variables,  mettre  Téquation 

/•  -+-  ))is  ^  '!/  (x,  y,  s  -f-  ))rl  i  =  o 

sous  la  forme 

I?)  •«( ^-^  .)')  =  '/  + 7. (■'■,>'■ '■)• 

Kn  dehors  des  équations  linéaires,  les  équations  (a)  et  (^) 
sont  les  seules  équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre 
à  deux  variables  indépendantes  qui  admettent  une  infinité  de 
transformations  infinitésimales  de  contact  permutables. 

Pour  l'un  des  systèmes  de  caractéristiques  des  équations  (a) 
et  (3),  il  existe  un  invariant  du  premier  ordre,  tandis  que,  pour 
le  second  système,  il  existe  trois  invariants  du  deuxième  ordre. 

Il  faut  encore  remarquer  qu'une  équation  telle  que 

;•  -f-  ))is  -^  ''y i  X.  )■,  .î  -^  /;*„  /  I  =  o 
nr  pcMl  l'iiT  une  (•ipuiidn   ilr   Mi)rii;c- \Mi|ii'i'f  que  tlan~   le  cas  où 


iO 


r'ile  csl  linéaire.  Par  conséquent,  une  équation  de  Monge-Anipèrc 
fini  admet  pins  de  trois  transformations  infinitésimales  de  conlacl 
permutables  m  admet  une  infinité. 


SUR  LES  DÉRIVÉES  DES  FONCTIONS  DE  LIGNES; 
l'ar    M.    IIadamaiui. 

Grâce  aux  travaux  de  JNI.  Volterra  (M  on  sait  étendre  aux  fonc- 
tions de  lignes  la  notion  de  dérivée.  U  étant  une  fonction  de  la 
ligne  fermée  L,  on  fait  correspondre  à  chaque  point  M{x,y,  :■) 
de  L  trois  dérivées  U',.(L,  ]\I),  U',.(L,  ]\I\  UUL,  M);  moyennant 
quoi,  si  Ton  varie  intlnimenl  peu,  d'une  manière  quelconque,  la 
ligne  L,  le  déplacement  du  point  (.r,  y,  :)  étant  désigné  par 
[CiX,  or,  03),  on  aura 


(0 


f(V'^  o.r  ^-  U;  dr  -hV'.o:)  (h. 


Bien  cnlendu,  l'équation  précédente  suppose  1  existence  des 
trois  dérivées,  ainsi  rpie  les  autres  lijpollièses  failes  par  M.  \  ol- 
terra  dans  les  Mémoires  auxquels  nous  faisons  allusion,  et  cela  r/i 
chaque  point ,  sans  aucune  exception. 

Il  serait  bien  facile  de  former  des  exemples  dans  lesquels,  les 
livpothèses  en  question  n'étant  pas  vérifiées  en  tons  les  points, 
léqualion  (i)  est  en  défaut.  Il  suffira,  par  exemple,  de  prendre 

u=/V(...K,.,^,^,^,^,.-.)'^'-> 

,/       \  (Ir     a.r     dr-     dx-  / 

l'intégrale  étant  prise,  non  suivant  toute  la  ligne  L,  mais  suivant 
l'arc  AB  de  cette  ligne  (ou,  s'il  y  a  lieu,  suivanl  les  arcs)  compris 
à  l'intérieur  d'un  volume  donné.  Il  est  clair  tpie,  dans  ce  cas,  la 
formule  (i)  dc\  ra  èlic  complétée  par  laddilion  de  termes  de  la 
lorme 

(  ■)  )  I'.,  o.r  -\-  I',  01-  -I-  l*;03  -t-  P,  î.K-t-  P;  î-'^--  ■  • , 

X,  _}',  :;  liésignant  les  coordonnées   du    point  A  ou   du  pcjnit  B, 

(')  /tcnriicniiti  rIcll'Accad.  clei  Liitcei.  '\'  scric,  l.  IH,  i^S;,  passiin:  Acta 
nifil/tenialirn.  t.  \II,   iSS,,.  p.  •jS'î  ri  suivHiUe-. 
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.r',  r'.  ;'  les  valeurs  correspondantes  de  dt,  dz,  ..  .;  o.r,  or,  5i, 
ùy' ,  &;',  .  .  .,  les  varialions  de  ces  {[iianlilés.  De  tels  cas  oui  égar 
lement  été  considérés  par  M.  Vollerra  ('  ). 

il  semble  d'ailleurs  que,  depuis  les  travaux  de  MM.  Pincherle 
et  Boiirlet  (-),  il  soit  possible  de  remplacer  ulilemeni  ces  liypo- 
thèses,  évidemment  particulières,  par  d'autres  plus  générales.  Il 
est,  en  eflet,  rationnel  d'admettre,  en  tout  cas,  que  oU  est  ce  que 
M.  Pincherle  a  appelé  une  fonction  distributive,  M.  Bourlel  une 
l'onciion  addilivc  et  moi-même  (^)  une  fonction  linéaire  des 
(inaiilili's  o.r,  0)',  03,  considérées  comme  fonctions  de  s.  Or  les 
travaux  eu  question  permettent,  au  moins  dans  le  cas  des  opé- 
rations analvtiques,  de  se  faire  une  idée  de  la  forme  générale  de 
pareilles  fonctions.  Cette  forme  est  d'ailleurs,  an  fond,  très 
voisine  de  celle  qu'avait  envisagée  M.  Vollerra . 

Celui-ci  a,  d'autre  part  (^),  défini  les  dérivées  secondes  de  U, 
lesquelles  sont  fonctions  de  L,  du  point  M (x,  y,  ;)  précédemment 
pris  sur  cette  ligne  pour  définir  les  déiivées  premières,  et  d'un 
second  point  analogue  M,(.ri,  j,,  c,)  dt-  L.  11  a  montré  qu'entre 
ces  dérivées  existent  un  certain  nombre  de  relations  correspon- 
dant au  théorème  de  l'inversion  des  dillérenlialions. 

\jcs  relations  en  (pieslion  s'obtiennent  aisément  en  supposant 
que  la  forme  de  la  ligne  L  dépend  de  deux  paramètres,  h  et  [a,  et 
écrivant  l'idenlité 


(3; 

o2U          o'-U 
8X  o;ji        0|Ji  ?X 

Mais  ce  mode  de 

raisonncmeiil   dui 

)Utie  les  rclalioiis  de 
M.  N'olterra,  une  autre  conséquence,  (|iii  r>t  celle  sur  laquelle  je 
désire  appeler  l'attention  :  c'est  (|iic  la  l'drunile  (1)  ne  s'applique 
pas  à  la  dérivée  U^;  autrement  dit,  que  celle-ci  ne  saurait  être 
donnée  en  fonction  des  dérivées  secondes  (')  Uj',.,,  Uj,.,i  U(:,i  pa'' 

(')  /iendic.  tlell'Accad.  dei  Lincci.  loc.  cit.,  note  II,  p.  i'|i-i46. 

C)  Voir,  en  parllculier.  Mnlh.  Aiiii.,  t.  \I,IX,  p.  :')>ô  cl  suiv.  :  .l/i/i.  i:c. 
.\orni.  su/).,  3*  série,  l.  XIV. 

(')  /.a  série  de  Ttiylor  et  sun  prolorii^cnic/it  analrliijitc.  l'uiis,  Ciiiré  et 
Ndiid  ;  >90i. 

(')  Hendic.  delt'Accad.  dei  Lincci.  loc.  cit..  p.  ■i.'\). 

(')  Les  quaiililC5  appclocs  ici  l',.  L',',.^,  L)^,_,  l',';,.  ...  sont  ilIIcs  ijui.  dans 
le  .Mémoire  cite  de  M.  Vnlirnii,  -ont  iiunimées  \.  \',-.  ^,.  X; 
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rinléf;ralc 

( 4  )  oV'j.=  I  { U.",,., '>i  +  -!-  U ',', , Sj'i  +  U^.;, o;,  )  f^.v, 

(f/,?)  étant  l'éléinenl  d'arc  décrit  par  le  point  x,,y,,  z,).  Celle 
formule  (4)  peut  êlre  valable  pour  le  cas  où  la  ligne  L  n'est 
variée  que  le  long  d'un  arc  ne  contenant  pas  le  poinl  M;  mais  il 
n'en  saurait  êlre  de  même  lorsque  le  jiuint  (x^^y,,  3|)est  suscep- 
tible de  coïncider  avec  (^, ,'',  -)• 

Une  première  preuve  de  ce  fait  s'obtient  d'ailleurs  en  suppo- 
sant, comme  l'a  fait  M.  Vollerra,  que  les  déplacements  des  diffé- 
rents points  de  L  aient  lieu  sur  celte  courbe  elle-même  :  dans  ce 
cas,  l'intégrale  du  second  membre  est  nulle,  en  vertu  des  rela- 
tions (5)  {Rendic.  Lincei,  loc.  cit.,  p.  229)  de  la  Note  I  Sopra 
le  funzioni  dipendenli  da  linee,  de  M.  Vollerra.  Le  premier 
membre  est,  au  contraire,  différent  de  zéro,  puisque  U'^,  U^.,  Ul 
dépendent  de  la  position  du  point  [x,  y,  z)  sur  la  courbe. 

Si  maintenant  on  fait  usage  de  la  relation  (3),  il  faudra  com- 
mencer par  cx|)rimer  les  coordonnées  d'un  point  de  JjCn  fonction 
d'un  paramètre  t  clioisi  dont  les  valeurs  ne  doixcnt  pas  être 
affectées  parla  variation,  décrire 


,   ,  oU  /■/,-,    Î.F        ,.,0)'        ,,,    lz\ds    , 


dl 


j)our  la   variation   correspondant   à    une  variation  de   A.   Si    l'on 

o.r     8»'     0;  i-rt'.  I 

suppose  que  ^rv  -^jr»  tt  ne  sont  aillercnts  de  zéro  que  sur  un  cer- 
'  '  ■       oA    oA    oA  ' 

tain  arc  de  L  et  ^- >    ^,  4^  sur  un  autre  arc  sans  poinl  romnit/n 

ocec  le  premier,  on  trouve,  en  différentiant  l'équation  (i')  par 
rapport  à  [j.  el  intervertissant  ensuite  les  rôles  de  a  et  de  [jl,  les  rela- 
tions mêmes  de  M.  Vollerra.  Mais  si  l'on  suppose,  en  second  lieu, 
que  les  variations  relatives  à  À  el  les  variations  relatives  à  ij.  soient 
diff('rentes  de  zéro  aux  mêmes  points  de  la  courbe,  on  constate, 
après  suppression  des  termes  qui  disparaissent  en  vertu  des  rela- 

...          I    •  /  \   1              •               2"  l'  2'  l' 

lions  en  ciueslion,  que  la  lormule  (  4  )  tlonuerait,  pour  ^^^^; ^^ — ^^> 

une  valeur  différente  de  zéro. 

JNotre  conclusion  est  donc  élalilic;  la  quantité  U,.  n'apparliciil 
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pas  à  la  cnU''j;orio  éliuliée  dans  la  Noie  I  Sopra  le  fiiiizioni  che 
dipendono  daallre  funzioni  [liciulic.  Lincei,  l.IIl,  [1.97-105), 
mais  à  la  catégorie  étudiée  dans  la  Noie  II  (p.  i4i-i4^))  sur  'c 
inènie  sujet.  Si  l'on  se  place  au  iioinl  de  vue  adopté  dans  celle 
dernière  Noie,  on  sera  oonduil  à  ajouter  au  second  membre  de  la 
formule  (4)  des  termes  de  la  forme  {■>.). 

On  aura  évidemment  des  relations  entre  les  coeflicienls  de  ces 
termes  par  la  première  méthode  fiue  nous  avons  indiquée,  c'est- 
à-dire  en  remplaçant  o-c,,  oy,,  o;,  par  dxt,  dvt,  dz,.  On  en 
obtient  une  seconde  série  à  l'aide  de  réf|ualion  (3).  Il  ne  me 
paraît  pas  utile  d'écrire  ici  ces  différentes  relations  :  je  me 
contenterai  d'observer  que,  d'après  celles  de  la  seconde  série,  les 
termes  complémentaires  ne  peuvent  être  en  ox,  oy,  oz  seuls, 
mais  doivent  nécessairement  contenir  les  variations  des  dérivées. 


SUR  LES  ENGRENAGES  A  CONTACT  PONCTUEL; 
Par   y,l.   Etii:.\.m;  Di;i.\ssi  s. 

1.  Suicnt  S  un  corps  solide  ayant  un  mouvement  M  et  S'  un 
autre  corps  solide  avant  un  mouvement  M',  et  soient  a  cl  ;j.'  les 
deux  systèmes  de  segments  qui,  à  chaque  instant,  donnent  la 
représentation  des  vitesses  dans  les  deux  corps. 

Il  s'agit  de  tracer  une  surface  I!  dans  S  el  une  surface  -'  dans  S' 
telles  ipie  ces  deux  surfaces  aient  toujours  en  commun  un  é/c- 
inent  composé  d'un  point  yj  et  d'un  plan  P  passant  par  p. 

IDonnons-nous,  a  piiori,  le  mouvement  absolu  de  l'élément 
(/>,  P)  el  cherchons  à  quelles  conditions  il  doit  satisfaire  pour 
cjue  la  suite  de  ses  positions  relatives  dans  S  appartienne  à  une 
même  surface  el  qu'il  en  soil  de  niéiiie  pour  la  suite  de  ses  posi- 
tions relatives  dans  S'. 

Soient  r,  y,  y'  les  trajectoires  absolues  cl  relatives  de  p  et 
A,  o,  o'  leurs  tangentes  en  p.  Soient  D  et  D' les  développables  qui 
sont  les  enveloppes  relatives  de  P  cl  (i,  G'  les  génératrices  do 
conlact  de  P  avec  ces  deux  enveloppes. 

Si  l'on  applique  les  conditions  bien  connues  pour  (pi  une  suile 
simplement  infinie  d'élémenls  appariionne  à  une  surface,  on  voit 
inimédiatcmcnl  le  résultat  sunant  : 


Pour  que  l'élrineiit  [p,  V)  engendre  un  engrenage  à  conlacl 
ponctuel ,  il  faut  et  il  suffit  que  P  contienne  toujours  S  et  o'  ou 
que  p  se  trouve  toujours  à  l'intersection  de  G  et  G'.  Ces  deux 
conditions  étant  d'ailleurs  équi^-a lentes,  la  réalisation  de 
l'une  entraîne  la  réalisation  de  l'autre. 

2.   De  là  deux  sortes  de  génération  : 

1°  Génération  ponctuelle.  —  (_)n  se  donne  arijitiaiieineiil  le 
mouvement  d'un  point  ^  et,  pour  cliaque  position  de/?,  le  |)hin  l* 
est  déterminé  par  les  deux  droites  8S'.  Si,  pour  chaque  position 
de/),  les  deux  droites  oo' sont  confondues,  il  v  a  indétermination; 
en  pratique,  on  fait  correspondre  à  chaque  position  de  p  et  sui- 
\anl  «ne  loi  arbitrairement  choisie  une  droite  o",  et  I'  est  ih'ler- 
ininé  par  o  et  5".  C'est  ce  cas  d'indétermination  qui  se  présente 
<liac|ue  lois  qu'on  cherche  un  engrenage  à  roulement,  car  les. 
vitesses  relatives  de  p  dans  S  et  S'  sont  assujetties  à  coïncider, 
et  ces  vitesses  sont  dirigées  suivant  o  et  o'. 

2"  Génération  tangrntielle .  —  On  se  donne  arbitrairement 
le  mouvement  du  plan  l'  et,  pour  chaque  position  de  P,  le  |5oinl  p 
est  déterminé  par  l'intersection  des  deux  droites  G,  G',  il  v  a 
impossibilité  si,  pour  toutes  les  positions  de  P,  ces  deux  droites 
sont  toujours  |iarallèies,  et  indétermination  si  elles  sont  toujours 
confondues;  dans  ce  dernier  cas,  les  deux  développables  D,  D' 
sont  tangentes  tout  le  long  de  G  et  constituent  un  engrenage  à 
coittact  linéaire;  à  chaque  position  de  P  on  fera  correspondre 
une  droite  G"  et  p  sera  rinterseclion  de  G  et  G". 

Ayant  ainsi  trouvé  le  mouvement  absolu  de  [p,  P)  satisfaisant 
à  toutes  les  conditions  imposées,  on  prendra  une  surface  ï  tan- 
gente àD  tout  le  long  de  y  et  une  surface  S'  tangente  à  D'  tout 
le  long  de  y',  et  l'on  aura  réalisé,  au  point  de  vue  théoricpir,  un 
engrenage  à  contact  ponctuel. 

Remarquons  enfin  la  relation  géométrique  suivante  ; 

Soient  r.  la  norinalc  en  p  au  plan  P  et  \  la  rilcssc  de  p 
estimée  suivant  la  direclian  -:  en  c.rpriniant  que  les  vitesses 
relatives  de  p  dans  S  et  S'  sont  toutes  deu.c  normales  à  t..  un  a 
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'•\.  Consulérons  mainteiKiiU  le  cris  où  y.  el  v.'  sont  iiulépenLlaiils 
du  temps,  c'esl-à-dire  où  les  deux  inoiivemenls  M  el  M'  sonl  des 
mouvements  hélicoïdaux  uniformes  qui  peuvent  se  réduire  à  des 
rotations. 

Il  est  évident  (|uc  le  cas  le  plus  simple  de  génération  ponctuelle 
s'ol)liendia  en  donnant  au  point  p  un  mouvement  rectiligne  et 
uniforme  et  que  le  cas  le  plus  simple  de  génération  langentielle 
s'obtiendra  en  donnant  au  plan  1*  une  translation  rectiligne  et 
uniforme.  Pour  abréger,  désignons  ])ar  A  el  B  les  deux  sortes 
d'engrenages  ainsi  obtenus. 

Considérons  un  engrenage  B  et  soit  \  la  \itrsse  normale 
conslaiile  du  plan  P.  La  double  égalilt-  établie  à  la  lin  du  nu- 
méro pr(''cédenl  montre  immédiatement  cpie  la  droite  -,  qui  a 
une  direction  constante,  restera  fixe;  donc  le  point/?  décriia  celle 
droite  t:  perpendiculaire  à  la  direction  constante  du  plan  1'  il 
avec  la  vitesse  constante  \  .  Ainsi,  tout  engrenage  1!  est  un 
engrenage  A,  ])Ourvu  toutefois  que  Ton  ne  soit  pas  dan^  le  cas 
d'indétermination  de  la  génération  langenlielle. 

La  réciproque  n'csl  jias  vraie;  ccpendaul  on  pciil  ('•iniiurr  la 
pi'opriété  suuanle  : 

Si.  i/ans  un  engrenage  A.  la  divite  A  déerite  par  p  ri  la 
vitesse  \  de  ji  sur  eelte  droite  satisfont  au.r  i-iaiditin/is 

_Ml(u)r-=  Mil  a')=  V, 

/e  plan  V  reste  toujours  perpendiculaire  à  A  el  l'engrenage 
peut  être  considéré  eonune  un  engrenage  B,  |)oiirvii  toutefois 
(lue  l'on  ne  soit  pas  dans  le  cas  d'indétermination  de  la  génération 
ponctuelle,  mais  la  conclusion  subsistera  (juand  même  si  la  droite 
arbitraire  o"  introduite  dans  ce  cas  est  assujeltie  à  rester  constaïu- 
ment  perpendiculaire  à  A. 

J'appellerai  génération  AB  la  génération  A  ainsi  particularisée 
de  facjon  à  êlre  en  même  temps  une  génération  B. 

.le  ferai  remarquer  que  la  génération  AB  fournit  immédiatement 
la  vis  sans  (in  f|uand  on  suppose  (|ue  fx  et  y.'  sonl  deux  segments 
rectangulaires  non  concourants  el  fiiidii  i  lin  clic  la  ilroih'  A  salis- 
faisanl  à  la  coiidilinn  d'égalité  des  deux  iiioiiieiils  cl  siliu'c  dans  le 
ulaii    iiiciu'    par   v.   nci  iicinliculaiif-iiicill    à    'J.'.   Celle  t;éii(''iatioli    Ali 


lournit  aussi  iminéillalemenl  l'engrenage  à  i'Oiil<'nienl  de  \\  liilc 
quand  a  el  'x'  sonl  deux  segments  parallèles  en  prenant  pour  A  l,i 
génératrice  de  contact  des  deux  cylindres  primitil's,  parcourue 
avec  une  vitesse  constante  arl)itraire,  la  droite  o"  étant  la  normale 
commune  à  ces  deux  cylindres. 

4.  Considérons  les  axes  H  et  H'  des  deux  mouvements  héli- 
coïdaux M  et  M'  et  les  vitesses  de  rotation  correspondantes  m,  m'. 
Considérons  un  engrenage  B  obtenu  en  déplaçant  le  plan  P  paral- 
lèlement à  H  et  H'  avec  une  vitesse  normale  constante  A  .  Ou  voit 
immédiatement  les  résultats  suivants  : 

La  développahle  D  est  un  cylindre  parallèle  à  il  et  dont  la 
section  droite  est  une  développante  d'un  cercle  ayant  son  centre 

sur  H  et  -  pour  rayon.  De  même  D'  est  un  cylindre  parallèle  à  H' 

et  dont  la  section  droite  est  une  développante  d'un  cercle  ayant 

son  centre  sur  H'  et  — ;  pour  rayon.  Ces  deux  développables  sont 

indépendantes  de  la  position  relative  des  deux  axes  ainsi  que  des 
pas  des  deux  mou\emenls  liélicoïdaux.  La  droite  A,  lieu  absolu 
de  p,  est  perpendiculaire  à  H  et  H'.  Si  les  deux  mouvements  M 
et  M'  sont  des  rotations,  les  deux  trajectoires  relatives  de  p  .sont 
des  sections  droites  de  D  el  D'. 

De  là  résulte  inuiK-diatemenl  le  lait  suivant  : 

«  Les  deux  cylindres  à  développantes  D  et  D'  constituent  un 
engrenage  à  contact  ponctuel  fonctionnant  sans  altération  du 
rapport  des  vitesses  angulaires  quand  on  modifie  d'une  façon 
quelconque  la  position  relalive  des  deux  axes.    « 

Cette  propriét(''  peut  encore  s'énoncer  comme  il  suit  : 

L'engrenage  cyluuliique  à  développanles  continue  à  fonc- 
tionner, sans  altération  du  rapport  des  tutesses  angulaires, 
mais  comme  engrenage  à  contact  ponctuel  quand  on  modifie 
d'une  façon  r/uelcnntpie  la  position  relatii-e  des  deux  axes  de 
rota  lion. 

De  sorte  (|ue  l'engrenage  cylindrique  à  développantes  constitue 
théoriquement  le  joint  parfait  en  ce  sens  qu'il  fonctionne  pour 
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des  |)osili(ins  rehilixes  i/i/i'/cd/n/iirs  des  deux  axes  et  (iireiisiiile  il 
existe  pour  mie  videur  (|uelc(in(|ue  du  i;i|i|)()il  —  .  tandis  que  les 
joiiils  rcuiniis  n'elleetuent  fjue  la  translornialion  (.>'=  (.). 


COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES. 


SÉANCE  DU  i  DÉCEMBRE   l'.lOl. 

PRKSIDRXCK    DE    M.    DOrVCiXK. 

Coin  III  II  II  ica  fions  : 

i\I.  Laisant  :  Sur  un  prohfi-iiic  d' iléialioii . 

MM.  Duporcq,  Hunibeit  et  d'Ocagne  présentent  quel(|ucs 
ohservalions  à  ce  sujet. 

M.  Huniljeil  :  Sur  les  rourlu-s  df  direction  ri  les  surfaces 
de  direction. 

M.  Andoyer  présente  quelques  observations  à  ce  sujet. 

M.   Bricard  :  Sur  certaines  transformations  géométriques. 

M.  Duporcq  :  Sur  un  théorème  relatif  aux  cubiques  gauches. 

M.  Hunibert  :  Sur  une  propriété  de  la  surface  de  Kummer 
et  sur  une  généralisation,  sur  la  surface  de  l'onde;  courbes 
du  quatrième  degré  tracées  sur  cette  surface:  mode  de  géné- 
ration. 

SÉANCE   DU    1«   DÉCEiMliliE    11101. 

PRKSlnlvNCK  DIv  iM.   n'onVGNK. 

Comiiiuiiicatioiis  : 

M.  Touche  :  Sur  les  conséquences  de  sa  léjionsc  à  une  ques- 
tion posée  par  d'Alembert. 

M.  de  Monlessus  :  .S'(^/-  les  fractions  continues  algébriques. 

M.  Duporcq  .•  Sur  des  triangles  inscrits  à  une  courbe  et 
circonscrits  à  une  conique. 


—  m  — 

Sf^ANCK  DU  8  JANVIFJi   l'.)02. 

ASSE^IBLËE  GÉiNÉKALE. 

l'KKSlOKNCR    DE    M.    d'oCAGNE. 

M.  le  Président  conimiiniciiip  à  rAsseinIjlée  l'avis  croiiverliire 
thi  Congrès  des  Sociélés  savantes,  à  la  Sorbonne,  le  i'"'  avril. 

L'Assemblée  procède  an  renonvellenieiU  du  Bureau  el  à  l'élec- 
tion du  Conseil  de  la  Société  Maihématiqne  pour  l'année  1902. 


sr':AN(;H  DU  t>2  JANVlElt  i;iO"2. 


l'llKSir>i:M:K    DE    V.    nAFKV. 


^^.  RalVv,  i-lu  piésidt'iil  à  la  séance  précédente,  adresse  ses 
leniercîments  à  la  St)ciélé. 

Elcctionx  : 

M.  Bull!,  présenté  par  MM.  Lalsant  et  Lévj,  elM.  Tboinas-J.-J. 
See,  présenté  par  MM.  Darbon\  et  Harris  Hancock,  sont  élus 
membres  de  la  Société  à  Innanimilé  îles  membres  jiri'senis. 

Con>niiini<-(iti()US  : 

M.  liadamard  :  Sur  1rs  déi-ivrea  sccoiides  rirx  fonctions  de 
lignes. 

M.  Duporci]  :  Siif  Ips  polygones  circonscrits  à  une  coniijiii' 
et  inscrits  à  une  coiiihe  algébri//tie. 

M.  Bricard  :  Sur  /es  sitr/aces  réglées. 

M.  Hadamard  :  .Sur  lu  surface  polaire  d' une  courhc  gauche. 

M.  Servant  :  Sur  l' liahillage  des  surfaces  de  résolution . 


MÉMOIRES. 


SUR  CERTAINES  SURFACES  ALGÉBRIQUES     -  TROISIÈME  COMPLÉMENT 
A  r  "  Analysis  sitùs  »; 

l'niiM.    11.    l',,,N,M!r.. 

Proposons-nniis  (ri'liidicr.  au  poliil  do  \uf>  de  1".//;^/ /)'.?/.<  sili'is, 
la  surface 


(I)  -  =  /Ff.r,  J-), 

OÙ  F(.r,  y)  est  un  |i((l\  nome.  Nous  supposerons  (pie  la  couihe 

r(.r.   r  I  —  () 

I  ■  T  •  •     '/'■  •  .  ,    • 

ne  présente  que  fies  points  oïdiiiaires  ou  -  -  n  est  pas  nul.  ou  bien 

.  dP  .  (/n'      .  (/y     .  ,  , 

ou    ,-  =1  o,    mais   sans  nue  -  ,-     m  -,-   s  annulent,    ou    des    tioinls 
rf.r  '         a.r-  t/y  ' 

doubles    ordinaires     ou    -,- =:  -,— =  o,     mais    sans    (lue    —   -     m 

rin-   (in'         l   d'-V  N^     .  , 

—r-z   -,-T  —     -i — .-       S  annulent. 
dx-    dy-         \dxdyl 

(Considérons  d'abord  y  comme  nne  constante.  Alors  léfpia- 
tion  \\)  représentera  une  courl)e  algéljrique  et  les  coordonnées  x 
cl  r  d'un  point  de  cette  courlie  pourront  s'exprimer,  comme  on 
le  sait,  comme  des  (onctions  fuclisiennes  d  une  même  vaiialile 
auxiliaire  u.  (Considérons  le  groupe  fuchsien  correspondant  el  le 
polygone  fuchsien  qui  l'engendre.  En  général,  le  polygone  fuch- 
sien qui  correspond  à  nne  courlie  de  genre  p  est  nn  polvgone  de 
4/J  côtés,  et  ]  on  peut  supposer,  soil  i[ue  les  (Titi's  de  rang  i '/  -I-  i 
el  4  <7  + -^  comme  les  côtés  de  rang  '\<i^  ■>.  el  4'/  +  i  sont  conju- 
gués (ce  qui  correspond  aux  périodes  dites  iiornin  1rs  des  fonctions 
iibéliennes),  soit  que  les  côtés  opposés  sont  conjugués. 

C'est  celte  dernière  hypothèse  que  nous  adopterons. 

•le  rappelle  d'ailleurs  que  la  somme  des  angles  du  jioljgone  doit 
êlre  égale  à  iT..  Mais,  dans  le  cas  particulier  de  la  courbe  (i  ).  on 
est  dans  le  cas  dit  hyjjeielliijti'iiie,  eVst-à-dire  que  les  Imietions 
abéliennes  correspondantes  se  réduisent  à  des  (onelioii>  Inper- 
ellipliques. 

XXX.  J 


Dans  ce  cas,  on  sait  que  noire  polygone  fiiclisien  admol  un 
centre  de  sjniétrie  et  se  décompose  en  flenx  polygones  de  xp  -^  i 
côtés  symétii([ues  l'un  de  l'autre  jiar  rapport  à  ce  centre. 

Avant  daller  plus  loin,  je  précise  ce  que  j'entends  par  ce  mot 
symélrie.  Nous  nous  plaçons  en  ce  moment  au  point  de  vue  de 
la  géométrie  non-euclidienne  ;  je  veux  dire  que  nous  considérons 
comme  des  droites  non-euclidiennes  les  cercles  qui  cou]ient  or- 
thogonalemenl  le  cercle  fondamental  ;  nous  disons  que  deux  figures 
sont  sj'métriques  par  rapport  à  une  droite  non-euclidienne  quand 
on  peut  passer  de  l'une  à  l'autre  par  une  inversion  (transformation 
par  rayons  vecteurs  réciproques)  qui  n'altère  pas  cette  droite  non- 
euclidienne;  nous  disons  que  deux  figures  sont  égales  quand  elles 
sont  symétriques  d'une  même  troisième  par  rapport  à  deux  droites 
non-euclidiennes,  ou  encore  quand  elles  sont  égales  à  une  même 
troisième;  nous  disons  cnlin  que  tieux  ligures  sont  symétriques 
par  rapport  à  un  centre  quand  elles  sont  symétriques  d'une  même 
troisième  par  rapport  à  deux  droites  non-euclidiennes  rectangu- 
laires passant  par  ce  centre. 

Cela  posé,  notre  polygone  Rdc  4/>  côtés  se  décompose  en  deux 
polygones  IV  et  R"  de  a/j  -j-  i  côtés  symétriques  l'un  de  l'autre  par 
rapport  à  un  centre. 

INous  pouvons  supposer  (jue  le  polynôme  F  (x,  j)  n'est  divisible 
par  aucun  carré.  Dans  ces  conditions,  l'équation  en  a; 

V(r,  y)  =  o 

n'aura  pas  de  racine  douljle,  sauf  pour  certaines  valeurs  singulières 
de  )  .  Elle  aura  ip-^-  a  racines  simples  que  j'appellerai 


Alors  .ro  correspondra  aux  ip  +  i  sommets  du  polygone  IV, 
tandis  que  .r,,  x^.  .  .  .,  .r^yj+i  correspondront  aux  milieux  (  tou- 
jours au  [)oint  de  vue  non-euclidien)  des  ip-\-i  côtés. 

Dans  le  plan  des   .r,  nous  pourrons  tracer  'ip  +  i  coupures 

C,.      Cm      ...,      C2,,+  , 

allant  du  patnl  ./•„  aux  p  oints  .r,,  .ro,  .  .  .,  .r.^pj^^,  et  de  telle  façon 
(lu'aux  deux  lèvres  dr  la  coupure  C,-  correspondront  sur  le  poly- 
none  R'  les  deux  moitiés  du  /'"'"'  côlé. 


Dans  le  c;is  do  /*  =  i  (c  esl-i'i-dnp  si  r(>(|ii:ili(in  K  :--  <i  rsi  du  (|iiii- 
Iriùiiic  degré  en  x),  le  polvi;one  R  se  réduit  à  un  parallélogramme, 
les  polygones  R'  et  R"  à  deux  triangles  reetilignes  et  les  fonctions 
fuchsiennes  à  des  foiicllons  ellipti(|ues. 

Qu'arrivera-t-il  maintenant  si,  faisant  varier  i  d'uni'  manièi'e 
continue,  celte  variable  revient  à  sa  valeur  initiale? 

Notre  groupe  fuclisien  variera  d'une  manière  continue,  de  même 
que  .r,,,  .r,,  .  .  .,  -i'-^p+i  et  que  le  polygone  fuclisien  R.  (hiand  y 
aura  fait  un  tour  complet,  le  groupe  fuclisien  sera  redevenu  le  même  ; 
les  points  .r,  se  seiorit  en  général  peniiuli's  entre  eux  et  le  |>olv- 
gone  R  sera  devenu  nii  autre  jiolygone  R, ,  équivalent  à  !',  je  veux 
dire  susceptible  d'engendrer  le  même  groupe  fuclisien. 

Prenons,  par  exemple,  le  cas  de  />  =  i  ;  le  polygone  R  est  un 
parallélograiiime  dont  les  côtés  w  et  0/  représenteront  en  grandeur 
et  direction  les  deux  périodes  d'une  fonction  elliptique.  Quand  j' 
aura  décrit  un  tour  complet,  notre  pai-allélogrammc  sera  devenu  R, 
dont  les  eûtes  représenteront  encore  en  grandeur  et  direction  deux 
périodes  de  la  même  fonction  elliptique;  seulement  ces  périodes 
ne  seront  [dus,  en  géïK'rai,  (.)  et  to',  niais  df ii\  pi'Tiodes  équiva- 
lentes 

a!o  -^  ]j(o',     Y""  '^  '^"^  > 

où  a,  |î,  •',   o  sont  fpialre  entiers  Iris  rpie  ao  —  ?",' ^  '• 

Ceci  iimis  aiiièur  à  un  premier  rapproclieiiH'iil  a\er  \  .1 /idlysix 
sitâs.  .Supposons  que  />  =  \  ;  supposons  ipie  Ion  convienne  de 
donner  à  r  une  (nielconque  des  vnliMirs  situées  sur  un  certain 
contour  ferme'-  K,  m  .r  une  valeur  coiii|jlexe  qiielcoii(|ue,  et  que  ; 
soit  (bdiiii  par  récpialion  (1).  L'ensemble  de  ces  points  x,  j-,  :■ 
constituera  une  certaine  vaiic'lé  fi'rniée  \  à  trois  dimensions. 
Quelles  sont  les  proprii'lés  de  celle  variiMé'  au  point  de  \ue  de 
V.'ina/ysis  silth? 

A  chaque  point  de  cette  variélc'  je  (erai  coriespondri'  trois 
variables  réelles  ç,  r,,  'Ç  délinies  comme  il  suit  :  î^sera  foiiclioii  Ac  ]■ 
seulement  et  augmentera  de  1  rpiand  y  aura  décrit  son  contour 
complet.  Quant  à  ?  et  à  v,,  ce  seront  des  fonctions  liiiéaiios  des 
parties  réelle  et  imaginaire  de  l'intégrale  idliptique  //  définie  par 
l'équation  (1).  Ces  fonelioiis  linéaires  seront  telles  ipie  ;  el  y,  se 
changent  en  ç  +  i  ,  r,  quand  celle  intégrale  elliptupie  aiigiiienle 
de  t.)  el   en  :,  r.  -f-  1  (niand   elle  aii"  meule  de  t  <'  1  de  lellc  l'ai nie 


;/ ^  ^(1)  +  T,w').  Dans  ces  conditions,  on  riMoniboiM  mii-  iiii  niciiK; 
|)oinl  de  la  variole  V  quand  ç,  y,,  "^  se  cliangeronl  en 

ou  on 

z,     r,  -+-  1 .     Z 
on  en 

car  si  ;,  et  y,,  sont  ec  iine  deviennent  ç  el  y,  (jUMnil  on  eliani;i'  ^  en 
V  +  I .  on  aura 

Il    =:    ^(0  -h    ï/u', 

el  d'an  Ire  part 

Il   =    1 1  (  X0>  -^   'Mu'  )  -h  Y,  I  (  --(O  -h  Oto'  I, 

ou  plus  généralement  quand  ;,  y,,  Z  subiront  une  transformation 
quelconque  du  groupe  G  engendré  par  ces  trois  transformations. 

On  reconnait  là  le  groupe  considéré  dans  Vyindhsis  silth, 
page  5^,  6'  exemple.  La  v;ni('té  V  est  donc  homéomorplie  à  la  va- 
riété envisagée  dans  ce  6°  exemple  et  elle  admet  <î  comme  groiipi' 
fotulainenlal  {ci.  Analysis  silûs,  p.  6o  i. 

Délinissons  toujours  la  variété  \  de  la  même  manière,  mais  ne 
supposons  plus/}  =  1 .  Alors  II  est  un  poivgone  fnclisien  curviligne. 
Nous  introduirons  encore  trois  vaiiables  ç,  y,,  X.;  cette  dernière  "C. 
sera  définie  comme  plus  haut.  Quant  à  ;  et  y,,  ce  seront  des  fonc- 
tions bi-uniformes  de  "C.  et  des  parties  réelle  et  imaginaire  de  la 
variable  «;  de  telle  façon  qu'à  toute  \aleur  complexe  de  u  corrcs- 
)}onde  un  système  de  valeurs  de  ç  et  de  y,,  et  un  seul,  el  inversenienl. 
A  chaque  valeur  de  X.  correspondra  un  groupe  fuchsien  et  le  poly- 
gone fuchsien  R  relatif  à  ce  groupe.  Ce  groupe  fuchsien  sera  en- 
gendré par  9. p  substitutions 


La  >ubslitiilion  S/,  iliaiigera  ;  et  y,  en 

?/.!;•  ■',,  l  '.    '>/. I  ;.  Y,,  Ç), 

de  sorte  que  nous  rctonibiMons  sur  \\n  luèine  point  de  la  \aiiét<'  \ 
ipiaiii!  nous  clKingci-ons  ç,  y,,  ».  eu 


\uii>  |ii)ii\<iii^  (r.nllciUN  iJùliiiii-  lo  Idiicl  ions  ;  cl  /,  <lr  lello  larnii 
(|iic  'i/,  cl  •!>/,  ne  di'pendiMit  p;is  de  !^. 

Eli  ellel,  envisageons  la  (igiiie  lornu'e  |Kir  le  polygone  fiicli- 
sien  R  =  R'+  R"  et  par  ses  transformés  par  les  diverses  substitu- 
tions du  groupe  fuchsien.  Ce  polygone  et  ses  transformés  rem- 
plissent la  surlace  du  cercle  fondamental.  La  figure  ainsi  formée 
se  déformera  d'une  manière  continue  fjuand  on  fera  varier  I^  d'une 
manière  coulinue,  mais  elle  restera  lioméomorphe  à  elle-même.  On 
pourra  donc  faire  correspondre  à  tout  point  Mo  de  cette  figure  dans 
sa  position  initiale  un  point  M,  et  un  seul,  de  la  même  figure  dans 
une  cpielconcpie  de  ses  positions  consécuiives,  et  cela  de  telle  sorte  : 

i"  (lue  le  point  IM  se  déplace  d'une  manièi'c  continue  quand  '^ 
varier'a  d  une  manière  continue; 

r<"  (^ue,  si  M,)  est  un  sommet  de  K,  M  reste  un  sommet  de  H; 
que,  si  Mo  <'st  sur  un  côté  de  H,  M  reste  sur  un  cùté  de  H  ; 

.ï"  (  hie,  M  lU'Mx  points  Mo  et  M|,  sont  congruents  (c'est-à-dire 
traiisformi's  1  un  île  l'autre  par  une  des  sul)slituliiius  du  groupe 
fuclisienV  les  points  M  cl  Al'  soient  également  congruents. 

Je  siipposeï  ai  alors  ipie  les  valeurs  des  deux  variables  auxiliaires 
;  cl  T,  sont  les  mêmes  |)our  le  point  M„  et  pour  le  |)oiut  M; 
je  siippoM'iai,  pai-  CNcmpIc,  (pic  ce  sont  les  cooitloimccs  du 
point  Mo. 

Dans  CCS  conditions,  '.;^  et  'l/,  ne  dépendent  pas  île  Z. 

Quand,  y  ayant  l'ait  un  tour  complet,  '^  aura  augmenté  di;  i  ;  le 
polygone  R,  en  se  déformant  successivement,  sera  devenu  un 
polygone  li,,  équivalent  à  H. 

Le  point  .M  sera  venu  eu  un  |Hiiiit  M,  dmil  les  coordonnées 
seront 

0(:.  r,  1.     0,(:,  VI. 


On    \  ml    ipic    1  on    rcliunlic   - 
,  'C  se  cliangenl  en 

Oi  :,  r,  1.      0, 


ni'  Il  II    inci 


lie    piiiiil  lie  \    quand  ;, 


ou,  plus  généralement,  quand  ;,  r,,  Z  subissent  une  des  siil)>li- 
tulions  du  groupe  (i  engendré  par  les  2/)  +  i  Mib>tiliilion>  ipii 
cliangenl  ;  et  r,  en 


?*5      V*, 


(A- 


'-/>) 


Ce  groupe  (i  scim  donc  le  i^roiipe  loiKhimenhil  de  hi  v^iriélé  \  . 

Nous  remarquerons  d'aliord  (|ue  ci'  groupe  n'esL  jias  siniplc. 
Nous  pouvons  appeler  (V  le  groupe  engendré  par  les  >. p  subslilu- 
lions  ('i/,,  '!>/,,  v)  el  }C  la  subslilulion  (0,  0,,  ^  +  i  ).  Je  dis  que  G' 
est  un  soiis-gioupe  iinariant  de  (  1  ;  il  sullil  de  monlier  (pie  (  i 
est  perinulable  à  -.  En  ellel,  i^  changeant  le  polygone  R  en  un 
polygone  cqujxalenl,  n'allère  jkis  le  groupe  iuclisien.  Or,  le 
gron|)e  Iuclisien  n'est  aiilrc  chose  tpie  le  groupe  engendré  par 
les  ij)  subslitulions  (  ç,  y,;  o/,,  'L/,");  on  voit  que  ce  groupe  est 
j)crniutable  à  la  SLdjslilution  (;,  y,;  0,  fti)  et  le  llu'orème  énoncé 
s'en  déduit  imniédialeinenl. 

(Considérons   niainlenaiil    une  variété  V  déliuie  comme  il  suit: 

Représentons  la  variable  t  sur  une  sphère.  Distinguons  sur 
celle  sphère  les  points  ordinaires  pour  lesquels  l'cqualion  V{.v,  y) 
n'a  pas  de  racines  multiples  et  les  points  singuliers  pour  lesquels 
celle  écpiation  a  des  racines  multiples. 

Soient  O  un  point  ordinaire  et  A, ,  An,  . . .,  Ay  les  points  singu- 
liers. Joignons  O  à  chacun  de  ces  points  par  des  coupures  OA,, 
OA^,   .  .  .,  OA,,  ne  se  coupant  pa>  niuluelleiuenl. 

D'anti'c  part,  traçons  autour  tie  chacun  des  points  singuliers 
un  cercle  de  rayon  très  |)elil  qui;  nous  ap[)ellerons  cercle  de  garde. 

Pour  former  la  variété  V,  nous  donnerons  à  y  une  valeur  quel- 
conque non  comprise  dans  l'un  des  cercles  de  garde;  à  x  une 
valeur  complexe  ([uelconi|ue,  à  ;  une  des  deux  \alcurs  définies 
par  l'éiiualion  (i). 

A  chaque  valeur  de  )'  correspondra  un  polygone  fuchsien  R,  cl 
ce  polygone  est  pai  i'ailement  déterminé  si  y  est  assujetti  à  varier 
sans  fVanchir  les  coupures  OA  ;  car  c'est  seulement  quand  )■  lait 
un  tour  complet  eu  tournant  aiiloiir  de  lu  n  des  points  singuliers  A 
(lue  le  polvgono  R  peut  s'échanger  contre  un  polygone  équivalent. 

Le  poUgoiie  U  el  ses  liaiisl'orini's  par  le  groupe  fuchsien 
l'ornienl  une  ligiiie  (pii,  (|uand  r  \arie  d'une  manière  continue,  se 
déforme  aussi  d'une  ninnière  conlimie,  mais  en  restant  toujours 
honiéomorphe  à  clle-mcine.  Soient  alorsjo  une  valeur  initiale  de^/, 
!>„  le  poKgone  R  correspondant,  un  point  M,,  du  plan  de  Ro  ; 
nous  pouvons  faire  corres|)ondre  au  point  M,,  un  point  _M  Au  plan 


tic  K,  do  Icllc  liii'on  que  les  cooriloinu'cs  <l(;  M  soioiiL  ilcs  loiif.lions 
continues  et  bi-uniformes  de  celles  de  M„;  que  Al  soit  en  un  som- 
met ou  sur  un  cùlé  de  R,  si  ISJ,,  est  en  un  sommet  ou  sur  un  cùlc 
de  R,  ;  que  M  et  M'  soient  congruenls  si  .M„  et  1M'„  sont  congruents. 
Nous  pourrons  ensuite  faire  correspondre  au  point  INI  deux 
variables  auxiliaires  ;  cl  y,  qui  ne  seront  autre  cbose  que  les  coor- 
données de  M,|.  Dans  ces  conditions,  le  groupe  fuchsien  sera  dérive 
de  -ip  substitutions 

S„     S,,     ...,     S,,„ 

telles  que  S^.  change  l  et  t,  en  Otiz,  "^i),  '^a(;i  '',).  à's  fonclionx  3^ 
et  'Ij/^  étant  ii\dt'pei\dantes  de  y. 

Qiuind  j'  tourne  autour  du  point  singulier  A/,  R  se  change  en 
uu  polygone  équivalent  R,  ;  il  en  résulte  (juc  \  et  Vj  se  changent 
en 

0,  et  'j  élanl  des  IVinc.lioiis  bi-miiloi'nics  et  continues  de  ç  et  t,, 
telles  (HIC,  (|u,iud  le  pointa,  r,  est  en  un  sommet  ou  sur  un  côlc 
de  Ro.  le  point  0,,  Oj  est  en  un  sommet  ou  sur  im  côté  du  poly- 
gone R"  analogue  à  R,  et  équivalent  à  R,,. 

Envisageons  maintenant  un  second  groupe  fuclisien  que  j'ap- 
pellerai r,  di;  telle  façon  que  y  soit  une  fonction  fuchsiennc  delà 
\ariable  auxiliaire  !^  +  /T  admcltaul  ce  groupe  1'.  Le  polygone 
l'uclisien  l'  correspondant  sera  de  la  dcuixième  famille  (^c'est-à-dire 
(lu'il  aura  tous  ses  sommets  sur  le  cercle  fondamental  et  tous  ses 
angles  nuls)  et  de  genre  O.  Ses  didérents  sommets  correspondront 
aux  \:ileurs  A,,  Ao,   .  .  .,  A,^  de  la  variable  j»'. 

Aux  '/  p.iinls  singuliers  A,,  Ao,  ...,  Ay  correspondront  les 
il  subsl  ilulujiis 


fpii  engendrci-ont   le  groupe    T;   cl   la   siilol  ilulinri   ï,    cliaiigera  T 
et  ^'  en 

Il  résulte  di'  là  (pioii  rcloiulicr.i  sur  le  UFciiie  point  de  la  va- 
rii'li'  \  (Uiaiid  les  ipialre  vanaiilcs  ;,  y,,  '^,  'i^  suliirniil  uni>  des 
Md)5liluliiiM>  du  -niiipe  <  i  (•u,i;cuilr('   par  lc>  j.  fi    -  y  su|j>l  il  niions 


(|iii  clian^ciil  CCS  Viirlablcs  en 

<?/.  I  ;>    U  ',      '\l~  I  ^    ',  !•        ^'        r  (  /l    =  I  ,    'A,     .  .  .  ,    2/?  ). 

Les  2/^  premici'cs  (Je  ces  siibslitulions  engcndrenl  un  grou|)eG' 
(qui  ne  sera  autre  que  le  groupe  fuclisien  appliqué  à  ^  el  à  /,,  les 
deux  variables  s  et  "C  demeurant  inaltérées).  Ce  groupe  fuclisien 
('lanL  pernuUahle  aux  snhstilulions  i),-,  on  conclurait,  comme  plus 
haut,  C[ue  G'  est  un  sous-groupi-  iineirlant  de  Q. 

Ce  groupe  G  peut  cire  regarde  comme  le  groupe  f(jndamenlal 
de  la  vari('lé  \  ,  pourvu  (pic  l'on  suppose,  comme  nous  l'avons  fait, 
quej)'esi  assujclti  i'i  ne  pas  pc'néircr  dans  les  cercles  de  gaide. 

En  ellel.  soll  N  le  poini  de  l'espace  à  quatre  dimensions  dont 
l(js  coordonnées  sont  ;,  y,,  i^,  ~'.  A  cliaipie  point  N  correspondra 
irn  point  de  V,  mais  à  chaque  point  de  V  correspondront  une  ind- 
uite de  points  de  ÎN  ;  je  dirai  (pie  ces  points  sont  congrucnls  entre 
eux. 

D'apiès  les  délinitions  données  dans  VAinilysis  silùs  [cf.  p.  (il  ), 
à  cliaque  substilulioii  du  groupe  fondamental  de  V  correspondia 
un  c(iiilo;ii-  Icrmé  K  Iraci'  sur  \  ,  le  point  initial  du  contour  étant 
lin  ccilaiii  poiiil  lixc  clioisi  une  lois  p(jur  toutes  sur  V  (c  est  le 
point  (pie  j'appelais  .M,,  dans  \'.i />n/}!iis  si/i'is).  Soit  N,,  l'un  des 
poinis  N  correspondant  à  ce  point  lixe  de  \  ;  à  notre  coiUoiir 
fermé  K.  correspondra  dans  l'espace  (;,  /,,  Z,  'Ç' }  une  ligue  iNuBiN[, 
allant  du  point  No  à  un  point  congruent  iX^. 

Il  est  clair  ensuite  que  deux  ligues  N||lîN|,,  ?SuC.N'„  avant  mêmes 
exlrémitéscondiiirontà  une  mêmesuijslitulion  du  groupefondamen- 
lal.  H  suffit  pour  cela  de  faire  voir  que  le  contour  fermé  ]\„BN„CN„ 
limlle  une  aire,  car  aiiiis  le  ciuilour  fermé  correspondant  sur  V 
limitera  aussi  une  aire  cl  pourra  se  n'diilre  à  un  |)olnt  par  défor- 
mai 1(111  l'iilil  111  lie. 

Il  Miflil  ilour  de  iiioiilrer  que  la  ri'gion  de  res|)ace  à  quali'C  di- 
iiiciisions  iii'i  pciil  se  uiiiiiN  iiir  le  |H)inl  A  est  simplement  connexe, 
(^•uelle  est  celle  ri'giun  ?  iJ'ahord  le  point  ç,  Y,  peut  parcourir  tout 
le  cercle  londamenial,  (pii  esl  mtc  aire  simplement  connexe. 
Quant  au  point  Ç,  Z' .  il  pcul  parcourir  le  polvgone  P  et  ses  trans- 
formés par  le  groupe  lui  li-^ifii  F.  Il  pciuriall  donc  parcouiir  aus^i 
le    cercle    fondamciilal     Imil     ciiller.    s'il     ii'\     a\all    lieu    de    leiiir 


—   .u    — 
cercles  cit 


C(iiii|)le  (le  I  exisleiK'c  des  cercles  de  i;;u'(le.  (.oiiiine  r  ne  peuL 
pénétrer  tlans  ces  cercles  de  gnrde,  il  l'aiit  rclrancher  du  poly- 
gone P  do  petites  régions  dans  le  voisinage  de  chaque  sommet,  de 
même  pour  ses  lrarisf(U'm(''s.  Il  l;iu<iia  donc  rctrauclier  ilu  cercle 
fondamenlal  une  inlinit(''  de  pcliK  (■ciclrs,  lou-;  extérieurs  les 
uns  aux  antres  et  tous  langenls  au  ceicle  l'ond.nnenlal .  1/aire 
restante  n'en  étant  pas  moins  siiDpleuient  connexe,  la  ii'gion  où 
pcul  se  mouvoir  le  point  [l,  ï,,  ^,  v),  c'est-à-dire  le  point  >i,  est 
liien   simplement  connexe.  e.   i.i.  k.   d. 

Ainsi,  à  {]u  |)oint  N,,  (ou,  si  l'on  veul,  à  l.i  snhsliliil  ion  tlu 
groupe  (i  (pii  cliaiige  N,,  en  ]\„  )  eorrcspond  uwf  siihslitiilion  du 
groupe  l'oiidaineulal.  cl  iiih^  seule.  Il  rc'Mihc  de  l.'i  ipic  le  grou|>e 
Conilamenlal  est  isomorplie  à  (_"■.  mais  iiou>  iic  >avoiis  pas  encore 
si  Fisomorpliisme  n'est  pas  m(rii(liii|uc. 

(Test  ce  qui  arriverait  s'il  v  axait  des  [loiiils  An  (  autres  que  ÎS,,) 
tels  que'  la  sulisliliitioii  coirespondaiile  du  groupe  fondamental  se 
réduise  à  la  siibstilulion  identitpie,  c'est-à-dire  tels  que  le  con- 
lour  fermé  tracé  sur  \  et  coricspondant  à  la  ligne  N„BiN^  limite 
une  aire  et  puisse  se  réduire  à  un  poini  par  (h'formation  continue. 

Nous  devons  donc  reclierchcr  si,  (piand  on  décrit  sur  V  un 
conlour  fermé  inlinimcn t  pclil,  il  peut  arriver  (pie  le  point  ]N 
su  lusse  une  sulisiilulion  de  (  i  ne  se  r('(luisanl  pas  à  la  substitution 
idenlupic.  (^uand  on  décrira  sur  \  un  conlour  inlinimcnt  petit, 
la  variable  r  d(''criia  aus^i  dans  son  |ilaii  un  conlour  inliniment 
pelil.de  conlour  ne  poiiira  cnlouierrun  des  jjoinls  singuliers  A,, 
puiscjue  cliacuii  de  ces  |)oiiits  sini;ulicrs  est  protège  par  un  cercle 
de  garde,  1res  petit,  mais  lini,  où  )■  m;  peut  pénétrer.  Nous  pour- 
rons alors,  OJi  faisant  subir  à  noire  conlour  feriiK'  unedélorma- 
lion  inlinimcnt  (>elile,  nous  ariaii;4(r  |Hiiir  ipic,  r  rcstani  conslanl 
loiil  le  loiiu  (]\i  contour,  la  variable  ./'  (l(''(il\e  dans  son  |dan  un 
contour  fermé  iiiliniment  petit.  Si  ce  contour  n'cnloure  aucun  des 
points  singuliers  ./^,  le  pdiiil  A  dont  les  coordonné(;s  sont  ^,  'r,, 
Z,  Z'  l'evienl  à  sa  valeur  primitive,  et  il  n'a  pas  subi  une  substilu- 
lioii  de  Ci  autre  (pie  la  subsliliition  i(lcnti(|ue.  Si  le  contour  en- 
1(1111  (•  iiii  point  sin;;ulier,  et  un  seul,  l;i  \  ariabic  ;  eliange  de  signe 
et  le  cvcle  n'est  pas  fcinn-  sur  \'.  l'.nlln.  il  ne  peut  arriver  (pie  le 
c.intoiir  cnlouic  t\c[t\  points  sln;;ii  I  ici -,  puls(pril  est  Inlinimenl 
petit,  ipic   deux   points  singuliers    ne    peuvent    être    lu  linimciil    vol- 


—    Oà     — 


sins  que  quand  y  csl  près  d'un  des  polnls  A^,  et  que  nous  ne  pou- 
vons approcher  de  ces  points  A,-  à  cause  des  cercles  de  garde. 

En  résunu',  quand  on  décrira  sur  Y  un  cycle  fermé,  la  subsli- 
lulion  subie  par  N  se  réduira  toujours  à  la  substitution  identique. 
Donc  risomor|3liisme  de  G  et  du  groupe  fondanicntal  csl  lioloé- 
drique.  En  d'auti'cs  termes,  puisque  le  groupe  fondamental  n'est 
délini  que  par  sa  forme,  le  groupe  n'est  autre  chose  que  G. 

On  voit  quel  rôle  jouent  les  cercles  de  garde  dans  le  raisonne- 
ment qui  piécrde.  Supprimons  maintenant  ces  cercles  de  garde 
et  supposons  que  x  et  y  puissent  prendre  des  valeurs  complexes 
quelconques,  et  que  V  soit,  par  conséquent,  la  variété  définie  par 
l'équation  (i^. 

D'abord,  le  groupe  fondamental  sera  toujours  isomorphe  à  G; 
je  n'ai  rien  à  changer  à  cette  |)arliedu  raisonnement.  iNlais  il  reste 
à  savoir  si  cet  isomorphisme  n'est  pas  mériédrique,  et,  pour  le 
reconnaître,  je  vais,  comme  plus  haut,  examiner  ce  qui  se  passe 
quand  on  décrit  sur  V  un  cjcie  fermé  inliniment  petit. 

Si,  quand  on  décrit  ce  c^cle,  jk  ne  tourne  pas  autour  d'un  point 
singulier  A,-  ou  ne  reste  pas  inliniment  voisin  de  A,,  les  raisonne- 
ments précédents  s'appliqueront  encore  et  la  substitution  subie 
par  N  se  réduira  à  la  substitution  identique.  Supposons  main- 
tenant que  y  décrive  un  cercle  fermé  1res  petit  autour  de  Aj. 
Alois  s  et  ^'  se  changeront  en  y,  et  y)  et  N  subira  soit  la  substi- 
tution Ci/,  '^, ,  y/î  yî),  qne  j'appellerai,  pour  abréger,  1,-,  soit 
cette  même  substitution  suivie  d'une  substitution  du  groupe  G'. 

l'récisons  davantage.  Quand  on  décrit  le  cjcle,  le  point  x 
décrit  dans  son  plan  un  contoiu-  fermé  inliniment  petit.  En  même 
temps,  les  points 


par  suite  des  variations  de  r,  décriront  des  courbes  très  petites. 
Deux  de  ces  points,  que  j'appellerai  x,  et  x/,,  sont  très  voisins  l'un 
de  l'iuilrc  (jiiand  )■  est  \oi5iii  de  A,.  Les  autres  points  X/^  décri- 
ront des  eoMloius  fermés  (|uand  j-  touiiieia  autour  de  A,-.  Quant 
à  Xa  el  x/i,  il  poiura  arriver  qu'ils  s'échangent,  et  alors  ils  décri- 
ront chacun  un  arc  très  petit,  rensemble  de  ces  deux  arcs  con- 
siilnanl  une  petite  courbe  fermée.  Ou  bien  ils  ne  s'échangeront 
|)as.  de  sorte  (pie  ciiacun  d'cLix  (lécriia  une  courbe  fermée. 


--  Ï9  - 

Si  X  ne  Iniinu-  aiilour  d  aucun  tics  jioiiils  sii)j;nlicrs  .r/^,  le 
point  N  subira  la  substitution  T,,  à  laquelle  devra  par  conséquent 
correspondre,  dans  le  f;roupe  l'ondaineutal,  la  subslilulion  iden- 
tique. 

Si  X  tourne  aulour  d  un  point  .f/,  aulre  que  .r„  et  Xi,,  :■  change 
de  signe  et  le  cycle  n'est  pas  fermé;  ce  cas  doit  donc  être  exclu. 

Si  X  tourne  aulour  des  points  Xa  et  x/,,  la  souiuie  des  argu- 
ments âc  X  —  Xa  et  X  —  x/,  augmente  de  aTt  ou  de  4~-  I-'G  pi'e- 
mier  cas  doit  être  exclu  parce  (pie  ;  changerait  de  signe  ;  examinons 
le  second. 

•Reprenons  le  polygone  fuchsien  R  et  les  deux  polygones  par- 
tiels R'  et  R".  Au  point  Xa  correspondra  sur  R'  un  certain  |)oinl  «« 
qui  sera  le  milieu  de  l'un  des  côtés  (au  point  de  vue  non-eucli- 
dien). Soiti,,  la  substitution  qui  change  un  |ioinl  ii  du  plan  de  R 
en  un  point  svniétri(|ue  de  tt  par  rapport  à  ii,,  (au  |)oint  de  vue 
non-euclidien). 

Soit  «^,  un  point  congriient  de  i!„,  Iransformé  de  ii„  par  une 
substitution  S  du  groupe  fuchsien  ;  et  soit  s),  une  substitution  qui 
change  un  point  en  son  symélrique  [lar  rapport  à  ii\,.  On  aura 
évidemment 

■•>',',  =  S-'.s,,^. 

Considérons  maintenant  les  dillerenls  points  du  plan  de  R  qui 
correspondent  à  .r*  ;  parmi  ces  points,  je  distinguerai  celui  qui 
tend  vers  ii„  rpiaïul  r  lend  vers  A,  sans  franchir  les  coupures  OA; 
je  l'appellerai  i//,.  Je  désignerai  par  ii'i,  le  liaiisformé  de  in,  par  S. 
Je  définirai  5«  et  .v^,  par  rappcirl  à  iii,  et  «^  comme  s„  et  s[^  le  sont 
par  rapport  à  i/„  cl  it[j. 

il  est  clair  que 

s-,  =  si  =  s',f  =  s,i'  =  I  , 

que  .s„S4  cl  SiiS,,  apparlieiiiioiil  au  groupe  fuchsien,  ipie 


D'ailleurs,  s,,"/,  et  si,s„  sont  inverses  l'une  de  l'autre. 

Cela  posé,  (piaïul  .;'  ania  décrit  son  conliiiir  autour  de  x,,  cVX/,, 
le  point  ç,  Y,  aura  subi  la  siibslitiition  5„.s7,  (ou  la  subslitution  ,s7,.s'„, 
selon  le  sens  dans  lopicl  le  coul(jur  aura  été  décrit)  ou,  plus 
généralement,  une  des  subslil  utions  du  groupe  fuchsien. 

Le  point   \   aur.i  dune  -iibi   la   substitution  T,  suivie  d'une  des 


siihsiiliilions  S'  de  Ci',  on,  ce  (lui  revient  :iu  inèmc,  cl'iine  stil)Sli- 
liition  S"  de  G'  suivie  de  T,. 

A  la  sulisLiliilion  T,S'=  S"T,- du  groii|)e  G  concspoiidia  encore 
dans  le  groupe  fondamental  la  snbstilnlion  identique. 

Comme  nous  venons  de  voir  qu'à  T,-  correspondait  déjà  la  suh- 
stilulion  identique,  nous  devons  conclure  qu'à  S'  et  S"  corres- 
pondra également  la  sulistiliilioii  i(lciitif|iie. 

Jl  peut  arriver  encore  (|ue,  (UKind  on  décrit  le  cycle  fermé  surV, 
T  ne  tourne  pas  autoiii- de  A,,  mais  reste  très  voisin  de  A,-;  dans  ce 
cas,  V  et  1^'  leviendroul  à  leurs  valeurs  |Mimitives;  en  même  temps, 
.r  décrira  dans  son  pi, m  un  contour  fermé  :  on  j)ourra  supposer  que 
ce  contour  enloure  les  deux  points  singuliers  x„  et  x/,,  puis(|uc, 
<|uand  T  est  \oisin  de  A,-,  ces  deux  points  x„  et  Xb  sont  voisins 
l'un  de  raiilre.  Alors  le  point  //  suliil  une  substitution  du  groupe 
l'iiclisien  cl  le  point  N  suhit  une  substitution  S'"  de  G'  à  laquelle 
devra  encore  eoricspondre  dans  le  groupe  fondamental  la  sid)Sli- 
liilion  identi<|tie. 

Ainsi,  si  nous  reprenons  notre  groupe  G  qui  est  dérivé  du 
sous-grou|)e  G'  et  des  substitutions  T,,  nous  voyons  qu'à  toutes 
les  subsliluUons  I,  cl  à  ceilaines  sub^lilutujns  de  G  corres- 
pond la  siibslilnlion  identi(]iie.  Donc  le  groupe  fondamental 
sera  isomorphe  à  G'  (et,  par  conséquent,  au  groupe  fuclisien"), 
puis(|u°à  toutes  les  T,- correspond  la  substitution  identique,  cl  cet 
isomorpliisnie  sera,  en  géiiéial,  mériédrirpie.  parce  (|u  à  certaines 
subslilulions  de  G'  correspondra,  en  géni'ral,  la  subslilutmn 
identique. 

Avant  d'aller  plus  loin,  une  distinction  est  nécessaire.  Il  peut 
arriver  que  les  points  singuliers  x„  et  xi,  s'échangent  quand  y 
tourne  autour  de  A,,  ou  iiicn  ipTiis  ne  s'échangent  pas.  Dans  le 
premier  cas,  il  n  v  a  pas  de  difliculté  :  la  [)arlic  de  la  variété  (l) 
voisine  du  point  y  =  A/,  x  =  .r„=  xi,  est  ussimiiaiilc  à  la  partie 
de  la  vari('té 

voisine  de  rorigiiic,  cl  loiil  cvcle  Icrmi- (]ui  rc^tc  1res  voisin  de  ce 

point  est   rciliicllbli'; point  de   leilr   façon  que    la  substitution 

correspondanle  ^\^l  groupe  fondanicnlal  ne  peu!  être  que  la  subsli- 
I  11  lion  idciilifpie.  I  )ans  ce  cas,  à  T,,  à  S',  à  S"  correspondra  la  siib- 
sliliilioii  idenl  i(iiic.  am^i  iiiic  iioii~  \cii(Mi->,dc  rixpliiiucr. 


i;i  — 


Dans  le  secundcas,  l:i  suil'acc  (  i  i  |)r-csfnli'  un  |)(iinl  (-(1111(1110  et 
la  portion  âf  la  variélc'  (i)  \olsiiie  tic  )•=  A,,  ./•  :^  ,r„  r=  .f^  osl 
assiniilabie  à  la  partie  de  la  vaii('ir' 


voisine  de  Porigine. 

Alors  deux  conventions  (^■gaiement  k'i;itiincs  peuvent  ùtvo  f'ailes  : 
Supposons  qu'un  contour  fermé  tra(é  sur  \  |)uisse  se  n'duireà  un 
point,  mais  en  fi'ancJiissant  le  pouil  conûjiic.  et  ne  le  puisse  pas 
autrement.  On  peut  admettre  que  la  substitution  correspondante 
du  groupe  fondamental  est  encore  la  subslitulion  idenli(pie,  ou, 
en  d'autres  termes,  on  ])eut  traiter  le  poiiil  conique  coninie  un 
point  ordinaire  de  la  variété.  Dans  ce  cas,  encore  à  T,,  S'  et  S" 
corresjiondra  la  substitution  idenli(piç. 

Ou  bien  on  peut  faire  la  convention  contraiie  cl  Irailer  le  point 
conique  comme  un  point  singulier  qu'il  est  inleidit  de  francliii-. 
Dans  ce  cas,  à  T,  correspondra  encore  la  subslilullon  identique, 
mais  il  n'en  sera  plus  de  même  pour  S'".  On  aura  d'adlcurs  tou- 
jours S"^  S'". 

Voici  maintenant  la  queslion  fpii  se  pose.  ,M.  l'icard  a  démontré 
(cf.  Théorie  des  fonctions  algébriques  de  deux  variables,  t.  1, 
p.  iS5  cl  suiv.)  (pie,  si  une  surface  algébrique  est  la  plus  générale  de 
son  degré,  les  cvcles  linéaires  peuvent  être  réduits  à  des  points 
de  telle  (ai^on  (pie  le  nombre  de  iielliy),  est  égal  à  i. 

11  ne  s'eiisiiil  pas  iuiniédiateiiKMit  que  le  groupe  l'oiidamental  se 
réduise  à  la  siihsliliition  idcnli(pie.  l'-ii  efl'el,  M.  l'icard  a  i\r- 
inonlré  que  tout  cycle  linéaire  est  Itoiiiolniiut'  à  /.éro,  et,  pour 
(léiuonlriM- (|ue  le  groupe  fondameiilal  se  r('(lull  à  la  siilislltiilioii 
Idciilnpic,  H  faudrait  faire  voir  que  loul  cvclc  liiKairc  esl  ('(junit- 
Icnl  à /.éro.  l'our  la  didérerice  eiilic  les  JKmiologles  et  les  étpiiva- 
lences,  \o\r  Anatysis  silùs.  p.  (i'>. 

11  esl  donc  nécessaire  de  rexenir  sur  la  <niesllon  à  ce  nouveau 
point  de  vue.  \  ojons  d'abord  le  cas  ou  p  ;=  i  ,  c'esl-à-dire  où  notre 
polvgone  fuclisien  R  se  réduit  à  un  parallélogramme.  Alors  toutes 
les  substitulions  de  G',  et  par  conséqucnl  toutes  celles  du  groupe 
fondamental,  sont  permutables  entre  elles. 

Le  groupe  (V  dér  ive  de  deux  subslitiitlons  que  j'appelle  .s-  et  .v, . 
Soit  alors  un  cvclc  ipicIcdiKjiic  :  .'i  fv  c\  cie  Cdiie^pundia  une  <nli- 


siiuilioii  tic  (i'  i|iii  pourra  s'cciirc,  piii  c\Lni|ilc, 

.s-^.vî's?s?'iïsl'. 

Les  siibsllliilioiis  (le  G'  éUiiil  |icnmil;il)les,  elle  pdiina  b'c'erirc 
égaleineiil 

ca+3+Ys-*'  +  ?'  +  Ti 

Si,  comme  Ta  ilérnoiilié  M.  Picard,  loul  cycle  esL  lioinoloj^ue  à 
zéro,  cela  veul  dire  (|iic,  parmi  les  cjcles  possibles,  il  yen  a  deux 
correspondant  aux  sidjslilulions  de  G'  : 

s"s'l,     s^  s'I 

(où  a,  b,  c,  d  sonl  ipialre  entiers  dont  le  délerminant  n'est  pas 
nul)  cl  c|ui  sont  susceptibles  de  se  réduire  à  un  point.  Il  arriverait 
alors  fpi'à  s" s'\  et  à  s'a''  correspondra  dans  le  groupe  fonda- 
mental la  substitution  identicjue,  ce  cpie  j'écrirai  : 

s"  s'(;^-  I ,  s'. S''/  E3  I . 

Nous  en  conclurons,  en  nous  rappelant  que  .«  et  s,  sont  permu- 
tables, 

x^^Ei.         s\^^\,         i  =  ad  —  l)c. 

On  voit  cpie  le  groupe  Condamcnlal  ne  pourrait,  en  lout  cas, 
comprendre  (pi'un  nombre  (ini  de  substitutions,  au  plus  s-. 

Mais  on  peut  aller  plus  loin,  même  dans  le  cas  de  /?  >  i . 

Supposons,  pour  lixcr  les  idées,  que  p  = 'i  et  a|)pcl()iis,  pour 
abréger, 

"■      /',      c,     et,     e,    f 

les  six  points  singuliers  du  plan  des  x  que  nous  appelions  jus- 
qu'ici Xf,,   .  .  .,  Xc,. 

Soit  d'abord  j}'  =  o;  joignons  le  pointa*  =^  o  aux  points  (^  b,  r, 
d,  c,  f  par  des  coupures  rectilignes,  de  telle  façon  qu'en  tour- 
nant autour  du  point  O  on  rencontre  ces  coupures  dans  l'ordre 

0«,     06,     Oc,     Orf,     Oc,     0/. 

Faisons  maintenant  vaiier  j'  d'une  manière  continue,  mais  sans 
francliir  aucune  des  coupures  OA,-;  en  même  Icmps  les  points  «, 


/y,  elc,  se  cil' pinceront  d'une  ni  minière  continue,  mais  sanss'i'cliangcr 
ou  sans  tourner  les  uns  autour  des  autres;  les  coupures  Ort,  etc., 
se  déplaceronl  el  même  cesseront  d"èlrc  reclilignes,  mais  on  les 
rencontrera  toujours  dans  le  même  ordre  en  lournanl  autour  de  O. 

(^uand  on  francliira  la  coupure  Ort,  la  variables  (argumentdcs 
fonctions  fuclisiennes)  subira  une  transCormation  que  j'appel- 
lerai a  et  qui  sera  une  sorte  de  symétrie  analogue  à  la  substitu- 
tion s„  définie  plus  luiut,  page  jg  (symétrie  par  rapport  à  ii„'\. 

Je  définirai  de  même  les  IransCormations  b,  c,  d,  e,  /;  il  est 
clair  (pion  aura 


(C-  =  6^ 


abcdef  -. 


et  que  ce  sont  là  les  seules  relations  qu'il  y  ail  entre  elles.  Le 
groupe  fuchsien  sera  formé  de  toutes  les  combinaisons  possibles 
de  ces  transformations /)/'«e5  en  nombre  pair. 

f^orsque  >■  tend  vers  A,-,  deux  des  points  singuliers,  a  et  <^,  par 
exemple,  se  rapproclicnt  l'un  de  l'autre;  quand  )•  tourne  autour 
de  A,-,  ces  deux  points  s'écliangeront  (dans  le  cas  général  où  le 
point  X  ^  a,  y^=  A,-  n'est  pas  un  point  double  de  la  surface,  cas 
général  que  nous  examinerons  d'abord). 

Quand  le  point  t  est  voisin  de  A,-  (mais  sans  avoir  franchi  la 


coupure  OA,),  les  quatre  coupures  0(/,  (.)6,  Oc,  Orf  présentent 
la  dispositoin  représentée  en  trait  plein  sur  la  figure  i;  après  que 
le  point  j'  a  décrit  lyi  contour  autour  de  OA/,  les  coupures  0« 
et  Orfse  sont  défornuTs  et  ont  pii^  l.i   l'oiiiic  repiésentée  en  trait 


-  iii  ^ 

poiiillllé  sur  hi  (iyiii'e.  l""Jlcs  se  sont  (railleurs  |)n'miil('c's  ilc  icllc 
Inçoii  (lue  l:i  coupure  en  \v:\\\  plein  O/iin  esl  (Jovcuiie  Li  ('oii|iiiic 
en  li'uil  piiinlilh'  Oiii'/7.  landis  (pie  la  ((iiipiii-e  Oli'/  esl  (le\enue 
On'a. 

Traf;ons  iiiuinlonanl  tlans  le  plan  un  eiinlour  fernu'' quelconcpie, 
jiarlanl  <)'nn  point  fixe  Mu  c|uelcon(pie  du  plan;  si  ec  contour 
coM])e  successivement  les  coupures  Or/,  Oc,  Or/,  06,  O /.  Oi'. 
par  exemple,  il  (■■(|iii\  aiaira  à  la  snl)slilnlioi)  acdhfc. 

(/Cla  poS(!',  eoiisulérons  un  eonlonr  lernu'  coupant  I  \\\\v  des 
cou|)ures 

(Il  0/H«,      ()/-,      Or,      0/i(/,      Oe,      (_)/, 

cl  une  seule:  (piaïul  y  aura  lourni'  autour  de  A,,  il  se  Iran^lormera 
en  lin  contour  coupant  une  des  eon|nires 

(2)  (>/«'./,      O//,      (te,      (>//(■,,,      Oe,      O/, 

cl  une  seule. 

Or,  il  esl  aisé  de  voir  sur  la  figure  ipi  un  contour  coiipanl  Tniu' 
(les  coupures  (:>,)  cou|3era  dans  un  cerlain  ordre  certaines  deseon- 
p  11  les  (1  )  et  érpiivaudia,  jiar  eons(!'i|uenl,  à  une  certaine  conihi liai- 
son d(^s  substitutions  r/,  b  etc. 

Si  nous  supposons,  par  exemple.  M,,  cxiérienr  au  con- 
tour Oui  ilini.    I>e  cvele  (pii  coupe  : 

O  m' d  ciMipeia  Dnd                                                              cl  (■■i|in\  aiiilia  à  </, 

()/j                   "  Oni/.  Oiiiii,    0/1.    Oiiiri    cl    Cliid                    .,  J,il„i,l. 

<tc                  '.  ()/;</,  (W«r(,   Or,    0;/(((   ri    O/, ,/                   „  (lacaJ. 

Om' it           ..  O/m/,  n  111,1   cl   0/(</                                          "  'A///, 

Or                   "  (le                                                                                        .'  e, 

0/  ,.        oy  „  /. 

Par  eonsc'ipienl .  la  1  ranslormalion  I,  cliannera  les  siihsiiliilions 
(■!)  a,      h,      e,      ,/.      r,     / 

respcc!  i\  emeni   en 

(4.  d.      dahad.      dar.ul.      d„d.      c.     /. 
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Nous  avons,  plus  liaul,  éciit  la  relalion 

T,S'=S"T,, 

el  niontrt'  qu'aux  deux  subslilulions  S'  et  S"  de  G'  doit  corres- 
pondre la  même  substitution  du  groupe  fondamental,  ce  que  nous 
écrirons  : 

(5)  S'^S". 

Comme  S'  est  une  certaine  combinaison  des  substitutions  (3)  en 
nombre  pair  et  que  S"  est  la  combinaison  correspondante  des  sub- 
stitutions (4),  il  suffit,  pour  que  l'équivalence  (5)  ait  lieu,  que 
Ton  ait 

a  ïs  f/,         b  ^^  dabad.         c  £i^  dacad,         d  ^s  dad. 

Or,  toutes  ces  équivalences  se  réduisent  à 

ad^=  I, 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  a  ^  d. 

Nous  avons  vu  ensuite  qu'à  la  substitution  S"'  de  G'  doit 
correspondre  la  substitution  identique  du  groupe  fondamental, 
ce  que  j'écris  : 

S"'=i. 

On  voil  ici  que  S"'  n'est  autre  chose  que  ad,  de  sorte  que  nous 
retombons  toujours  sur  la  même  équivalence 


qui  est  (avec  Tj^  i)  la  seule  que  l'on  puisse  déduire  de  la  consi- 
dération du  point  singulier  A,-. 

Il  nous  reste  à  examiner  le  cas  où  le  point 

■'"  =  «.        y  =  A, 

est  un  point  conique  de  la  surface  z  ^¥  {x,  y).  Refaisons  une 
figure  analogue  à  la  figure  i.  Quand  le  point  ^j' tournera  autour 
de  A,-,  les  coupures  en  trait  plein  Orna  el  O/id  se  changeront 
dans  li'S  coupures  (.) m' a  el  O/i'd  en  Irait  poinllllé  ( /Z^'.  •>.).  En 
xxx.  •"> 


raisonnaiil  coinine  loul  ;i  l'iieiire  el  considérant  les  tlifl'érenls  cycles 
Fig.  2. 


([tii  parlent  du  point  Mo  et  cjui  coupent  une  des  coupures,  et  une 
seule,  on  voit  que  le  cycle  qui  coupe 

O  m' a  coupera  O  nd,  0  ma  et  Ond, 

Oh  »  Ond,  Orna,  O/uL  Orna,  Ob,  Omti,  Ond,  Oma,  Ond, 

Oc  »  Ond,  Oma,  Ond,  Oma,  Oc,  Oma,  Ond,  Oma,  Ond, 

On'd        »  Ond.  Oma,  Ond,  Oma,  Ond, 

Oe  >)  Oe, 

0/  „  O/. 

Ces  cycles  équivaudront   donc  respectivement  aux  combinaisons 
i/tid,     dadabadad,     dadacadad.     dadad,     c,     f, 

c'est-à-dire  que  T,  transformera  les  substitutions 
a,     b,     c,     d,     c,     f 

dans  les  sui>stltulions 

dad,     dadabadad,     da  da  ca  dad.     dadad,     e.     f. 

Si  l'on  irarte  le  point  conique  comme  un  point  ordinaire  de  la 
variété,  on  aura  encore 

S'=S",        S"'  =  i. 

La  pren)ière  condition  entraîne 

(6)     a  ==  dad,       h==d(idabadad.        c  ss  da  tia  ca  dad,       d=i  dadad 


—  (57  — 

l.a  seconde  nous  donne  simplement 

ad  -  I , 

ce  cjui  entraîne  d'ailleurs  les  conditions  (6). 

Considérons  maintenant  le  point  conique  comme  un  point 
qu'il  est  interdit  de  francliir.  Alors  nous  aurons  encore  S'^  S"  et, 
par  conséquent,  les  conditions  (6),  mais  nous  n'aurons  plus 
S'"^  I ,  c'est-à-dire  ad^  i . 

Les  conditions  (6)  se  ramènent  à  une  seule  : 

(ad)-  ^  I. 

Ainsi,  si  nous  nous  interdisons  de  franchir  le  point  conique, 
nous  n'aurons  pas  ad  ^  i,  mais  nous  aurons  [ad)-^  i. 

Ainsi,  le  cycle  qui  tourne  autour  des  deux  points  a  el  d  n'est 
pas  la  frontière  d'une  variété  à  deux  dimensions  faisant  partie  de  V, 
tandis  que  ce  cycle  pris  deux  fois  constitue  la  frontière  d'une  va- 
riété à  deux  dimensions  faisant  partie  de  V,  si  du  moins  l'on  sup- 
pose que  toules  ces  variétés  à  une  ou  à  deux  dimensions  ne 
s'écartent  pas  beaucoup  du  point  conique. 

11  est  aisé  de  rapprocher  ceci  d'un  fait  connu.  Nous  avons  déjà 
fait  remarquer  que  la  portion  de  V  voisine  du  point  conique  est 
lioméomorphe  à  la  portion  de  la  variété  s- =  .r- — j-  ou  de  la 
variété  :'-=xy  voisine  de  l'origine. 

Appelons  donc  W  la  variété  à  quaire  dimensions  z-^  xy^  dont 
on  suppose  que  Von  a  exclu  l'origine  qui  est  un  point  conique. 
Ce  qui  précède  nous  enseigne  qu'il  y  a  sur  W  un  cycle  fermé  C 
à  une  dimension  tel  c|ue  l'on  n'ait  pas  l'équivalence 

C  =  0, 

mais  que  l'on  ail  l'équivalence 

iC  =  o. 

Or,  considérons  la  variété  à  trois  dimensions 

que  j'appelle  W.  C'est  la  variété  envisagée  par  M.  licegaanl 
[c/".  Premier  Suppléinenl  à  YAnalysis  sili'ix  [liendiconti  del 
Circolo  rnalenialico  di  Palermo,  I.  XIII,  i8ç)())]. 
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A  tout  point  J-',J',  :•  de  \\   cori'ospontl  un  point 


/ia^-l  +  lr^l     v'i^^i-f-ijKM     v/u^  +  ir'i 

Si  le  point  de  W  décrit  un  cycle  C,  le  point  correspondant 
de  W  décrira  un  cycle  C.  Or,  il  est  évident  que  si  sur  W  on  a 
C  ^o,  sur  W  on  aura  C'^o,  et  réciproquement.  (^ Je  rappelle 
que  l'équivalence  C^o  signifie  qu'il  existe  sur  ^\  une  variété  à 
deux  dimensions  dont  C  est  la  frontière  complète.) 

Si  donc  sur  W  on  a  aC  ^  o  sans  avoir  G  ^  o,  il  y  aura  sur  ^^  ' 
un  cycle  C  tel  que  aC'^  o  sans  que  C'^  o. 

Or,  on  se  rappelle  que  l'existence  d'un  pareil  cycle  C  est  une 
des  propriétés  caractéristiques  de  la  variété  de  M.  Heegaard. 

Rien  n'est  plus  facile  maintenant  que  de  déterminer  le  groupe 
fondamental.  Ce  groupe  est  mériédriquenienl  isomorphe  au 
groupe  fuchsien,  lequel  déri\e  de  toutes  les  combinaisons  en 
nombre  pair  des  substitutions  a,  h,  c,  d^  e,  f,  lesquelles  sont 
supposées  liées  par  les  relations 

a-  =:  b^  ^=  c-  ~  d-  —  e-  =  /'-  =  i .         abcdcf  =  i  • 

Mais  si  les  deux  points  a  et  d  peuvent  s'échanger  quand  y 
tourne  autour  de  A,,  on  aura  ad  ^  i ,  d'où 

ce  ES  rf. 

,Te  dis  que  la  même  relation  subsistera  si  a  se  change  en  d 
quand  y  décrit  un  cycle  fermé  quelconque,  enveloppant,  par 
exemple,  non  plus  un  seul  point  singulier,  mais  deux  points  sin- 
guliers A,-  et  Ayv.  Si,  en  effet,  par  exemple,  a  s'échange  avec  b 
quand  jK  tourne  autour  de  A,-  et  b  avec  d  quand  y  tourne  autour 
de  A;;  (de  telle  façon  que  a  se  change  en  d  (\\.\viTià  y  décrit  le  con- 
tour tiui  enveloppe  à  la  fois  ces  deux  points  singuliers),  on  aura 

a^b,         b-^cl 
et,  par  suite, 

a^  d.  c.  0-  r.  d. 

Si  donc  les  points  singuliers  a,  b,  c.  d  sont  susceptibles  de 
s'éciianger  entre  eux,  on  aura 


Si  le  polynôme  F(^',j)-)  est  inclécoiuposal)le,  les  riieines  de 
réf|iialion 

Fix,  y)  =  o 

(considérée  comme  équation  en  x)  seront  toutes  susceptibles  de 
s'échanger  entre  elles  quand  on  fera  varier  i- d'une  façon  quel- 
conque. 

Nos  ip  -+-  :>.  points  singuliers  (qui  sont  au  nombre  de  six,  a,  b, 
c,  d,  e,  f,  si  p  =  ■?.)  s'échangeront  donc  tous  les  uns  avec  les  autres 
et  l'on  aura 

Une  substitution  fiucleonque  du  groupe  fondamental,  se  rédui- 
sant à  une  combinaison  en  nombre  pair  de  «,  6,  c,  d,  e.  f,  se  ré- 
duira à  une  puissance  paire  de  o,  c'est-à-dire  à  la  substitution 
identique. 

Ainsi,  si  le  polynôme  F  est  indécomposable,  le  groupe  fon- 
damenlal  se  réduit  éi  une  seule  substitution  qui  est  la  substi- 
tution identique. 

Si  le  polynôme  F  se  décompose  en  deux  facteurs  F  ;=  F,  F-,,  nous 
devrons  distinguer  deux  sortes  de  points  singuliers  :  ceux  qui  satis- 
font à  l'équation  F|  =  o  et  ceux  qui  satisfont  à  F2  ^  o  ;  supposons, 
par  exemple,  que  a,  b,  c,  d  satisfassent  à  F,  ^=  o,  e  el/à  F2=  o; 
on  aura  alors 

a  ^^  b  ^£  c  ^^d,         esif. 

On  n'aura  pas  rt  ^  e  (si  les  points  coniques  ne  sont  pas  rcgai'dés 
comme  des  points  ordinaires),  mais  on  aura  («e)-^  i,  de  sorte 
que  le  groupe  fondamental  comprendra  seulement  deux  substitu- 
tions 


il  faut  voir  encore  si  ce  nombre  n'est  pas  réduit  par  la  consi- 
dération de  la  relation 

(7)  al,rd,-f=^. 

Observons  que  l'on  doit  toujours  léduirc  le  degré  de  F  à  être 
pair  (au  besoin  par  une  transformation  hoinographique),  puisque 
le  nombre  des  points  singuliers  est  •>. p  +  2.  Nous  devons  alors 
distinguer  le  cas  où  F,  et  F^  sont  tous  deux   de   degré  pan-:  alors 
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la  relation  (■])   se  réduil  à  une  idenlité  et  le  groupe  fondamental 
n'est  pas  réduil;   et  le  cas  où  F,  et  F2  sont  tous  deux  de  degré 
impair  :  alors  la  relation  (7)  se  réduil  à  ae  ^i  el  le  groupe  fon- 
damental ne  comprend  plus  qu'une  substitution. 

Si  F  se  décompose  en  trois  facteurs  F^FiFoFj,  que  a  soit 
l'une  des  racines  de  F|  =  o,  b  l'une  de  celles  de  F2=  o,  c  l'une 
de  celles  de  F3=  o,  on  aura 

«2  =  fc2  =  c2  =  I,        («6)2  =  (bc'y-  =  (ac)-  =  I, 

ce  qui  montre  que  le  groupe  fondamental  se  réduit  à  quatre  sub- 
stitutions 

I,     ab,     bc,     ac, 

ce  nombre  pouvant  encore  être  réduit,  à  cause  de  la  relation  (7), 
si  deux,  des  facteurs  sont  de  degré  impair. 

Si,  enfin,  F  se  décompose  en  n  facteurs  F  =  F,  Fo . . .  F„  ;  si  «, 
est  l'une  des  racines  de  F,=  o;  on  aura 

(8)  a'i^i,         (a,a!A)^  =  i         (  j, />  =  1, '2,  . . ., /i). 

Soit  alors  S  une  substitution  quelconque  du  groupe  fondamental; 
ce  sera  le  produit  d'un  nombre  pair  des  substitutions  «,.  Mais  des 
relations  (8)  on  peut  déduire 

On  peut  donc  ])ernuiter  les  facteurs  de  S  et  l'écrire  sous  la  forme 

a\'  a|=  . . .  a;;'     ( £]  -h  £2  +  •  •  ■  +  £«  =  o,  niod  2 ). 

On  peut  ensuite,  à  l'aide  des  relations  (8),  réduire  les  expo- 
sants e  à  o  ou  à  I,  de  .sorte  que  S  se  réduira  à  un  produit  de  /.■  fac- 
teurs <f,.  a.2,  ...,  rt„,  les  k  facteurs  étant  différents  et  /.■  étant 
|3aii',  l'ordre  des  facteurs  étant  d'ailleurs  regardé  comme  indill'é- 
rent.  H  J  a  a""'  combinaisons  possibles;  le  groupe  fondamental 
comprend  donc  ■>."'  substitutions;  mais  ce  nombre  peut  être  ré- 
duit de  moitié  par  le  mojen  de  la  relation  (7),  si  deux  ou  plusieurs 
des  facteurs  sont  de  desié  impair. 


SUR  LES  PETITS  MOUVEMENTS  D'UN  CORPS  PESANT; 
Par  .M.  !..   LixoR.NU. 

On  ne  sail  pas  inlégier,  dans  le  ras  général,  les  équations  dif- 
férentielles du  mouvement  d'nn  corps  pesant  qui  possède  un 
point  fixe  ;  mais  toute  difficulté  disparaît  si  l'on  se  borne  à  l'étude 
(lu  cas  où  les  vitesses  sont  infiniment  petites,  et  l'on  est  alors 
conduit  à  des  résultats  simples,  qu'il  me  paraît  intéressant  d'in- 
diquer. 

Prenons  comme  axes  mobiles  de  coordonnées  Ox,  Oy,  Os  les 
axes  d'inertie  principaux  correspondant  au  point  d'attache  O. 
Appelons  a,  b,  c  les  cosinus  directeurs  de  la  droite  OG  aboutis- 
sant au  centre  de  gravité  G;  l  la  longueur  OG;  M  la  masse 
totale;  A,  B,  C  les  moments  d'inertie  principaux.  Tontes  ces 
([uantités  sont  des  constantes.  Soient,  d'autre  part,  p,  q,  v  les 
composantes  de  la  rotation  instantanée  et  a,  ^,  y  les  cosinus 
directeurs  (variables  avec  le  temps)  que  forme  la  direction  verti- 
cale avec  les  axes.  En  posant,  |)our  abréger,  F^  ^^S^i  *"^  ^  ''^* 
(■quations  du  mouvement 


O) 


11  faut  écrire,  en  outre,  que  la  direction  absolue  de  hi  Milicab 
est  invariable,  ce  qui  donne 

da. 

dt  ='-?~?ï- 

d^ 
di 


*i^-«=- 

-  B)5-r=  F(6y~ 

-cp), 

bJ.,.- 

-  C)rp  =  F(ca  - 

-«-,'), 

C*.,B- 

-  A »/)7  =  !•(«?- 

~  by.). 

(2)  '-/V=P'[ 

Si  l'on  pose 


dt^'^'-f^- 


les   quantités   A,  'A,  v  soni   inllninirMil    pcliles.    Il   en   e>t  de  même 


de p,  rj,  r.  Négligeant  alors  les  infiniment  petits  du  second  ordre, 
nous  pouvons  réduire  les  six  équations  qui  précèdent  aux  sui- 
vantes : 

dp 


<-'l^)y 


dq 


(3)  B-^  =  F(c)>-«v), 

[c  J'=F(, ,,.-/. X), 

dX 

-r-  =  rO  ~  q  c, 

dt  ' 


(4) 


d\i. 
dt        ■' 

(j  a  —  rb. 


La  relation  a- -t-  jïl'+  y- =  i  montre  en  outre  que  l'on  a 
al  -\-  b\x  +  c^i  —  o. 
L'éliniinalion  de  ).,  u,  v  conduit  au  système 

p  -^  =  —  (b^-^c'-)p-^  abrj  -H  (ICI-, 

(5)  [  ^  -r-^  —  bap  —  (c'^-^a'~)cj +  bcr, 

C  d^r  ,  ,    „       ,„ 

Cherchons  s'il  existe  une  solution  particulière  telle  fiue  le 
mouvement  se  réduise  à  une  rotation  efîectuée  autour  d'un  axe 
immobile.  On  sait  que,  si  l'axe  instantané  de  relation  d'un  so- 
lide est  fixe  dans  l'espace,  il  l'est  également  par  rapport  au  solide, 
et  réciproquement.  Soient  u,  c,  it'  les  cosinus  directeurs,  con- 
stants, d'un  pareil  axe.  En  appelant  w  la  vitesse  angulaire,  on  a 

j)  =  M(u,  ij  =  l'io,  ;■  =  IV  (U 

et  les  équations  (5)  deviennent 

/   d'^  (0 

\    dl-         — (b--^  c-\  u-^  abv -i- acw 

j  bail  —  {c'^-T- a'^')V -^  bcw       cau  +  cbv — (a^-{-b-)w 


Appelons  — i  la  valeur  commune  de   ces  rapports.  L'élimina- 
lion  de  «,  c,  w  conduit  à  réqualion  en  .? 


(7) 


ba 

c  a 


ac 
hc 


Cs 


En  effectuant  le  développement  de  ce  déterminant,  on  voit  dis- 
paraître le  terme  indépendant  de  s.  11  y  a  donc  une  racine  nulle 
(dont  nous  reparlerons  plus  loin),  et,  en  la  supprimant,  il  reste 
l'équation  du  second  degré 

i  ABCs2-  [AB(rt2  +  62)  +  BC(6î-t-c2)-+-CA(c2-=-a2)]s 

\  -{-  \.a--x-Bb-^r-  Ce-  =  o. 


(8) 

qu'on  peut  écrire 


(9) 


A^°-  B6'^ 

I  —  Ai        I  —  Bi 


CC2 


Cs 


Sous  cette  dernière  forme,  la  réalité  des  racines  est  manifeste. 
On  reconnaît  en  outre,  en  supposant  A<^B-<  C,   qu'il  y  a  une 

racine  entre  —  et  -rr  et  une  autre  entre  5  et  ^  •  Les  deux  racines  ne 

peuvent  se  confondre  que  si   leur  valeur  commune  est  jr  >   ce  qui 
entraîne  la  condition 

(B  — A)(B  — 0  =  0. 

Quand  cette  condition  est  remplie,  l'ellipsoïde  d'inertie  est  do 
révolution;  nous  laisserons  ce  cas  de  côté. 

Les  équations  (6)  conduisent  aisément  aux  suivantes  : 


(.0) 


bu  —  a  V 


a  IV  —  c  it 


Abu  —  Bai>        Ucv  —  Cbiv        Caw — Xcu 
et  l'on  en  déduit,  avec  une  notation  évidente. 


(") 

ou  bien 

(1-2) 


7  (  B  —  C  )  a  p  H'  =  o, 


A» 


Bi 


C.r  I 

w   =0, 


\       (t  b  c    \ 

éfpialion  qui  représente  un  cône  du  second  ordre,  C. 
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Les  équations  (6)  donnent  en  outre 

(  1 3  )  A  rt  «  -+-  B  6  f  -H  C  c  ir  =  o, 

ce  qui  représente  le  plan  P,  conjugué  de  la  verticale  par  rapport 
à  l'ellipsoïde  d'inertie.  Il  y  a  donc  deux  axes  de  rotation  situés  à 
l'intersection  du  cône  C  avec  le  plan  P,  et  l'on  voit  que  ces  axes 
ne  sont  généralement  pas  horizontaux. 

Le  cône  C,  que  nous  rencontrons  ici,  mérite  une  attention  par- 
ticulière. On  voit  d'abord  qu'il  admet  à  la  fois  comme  généra- 
trices les  axes  principaux  de  l'ellipsoïde  d'inertie  et  la  droite 
aboutissant  au  centre  de  gravité.  En  outre,  il  coupe  le  plan 
horizontal  suivant  les  deux  axes  de  la  conique  située  dans  ce 
jilan.  Si  l'on  cherche,  en  eflet,  à  déterminer  les  cosinus  u,  v,  w 
de  manière  à  obtenir  le  maximum  ou  le  minimum  de  la  fonction 
A«- +  B('--4- C«v-  avec  la  condition  au-\- bv -{- av  ^  o,  oa  esl 
conduit  aux  trois  équations 

A  u  du  -+■  B  i>  dv  -i-  Civ  div  =  o, 
u  du  -+-  V  dv  -h  n'  dir  =  o, 
a  du  -+-     b  dv  -h      c  d»'  =  o, 

qui,  par  l'élimination  de  du,  c/i',  dw,  reproduisent  l'équation  (i  2). 
Le  cône  C  est  également  le  lieu  des  normales  abaissées  du 
point  O  sur  les  surfaces  homofocales  à  l'ellipsoïde  central;  autre- 
ment dit,  il  est  le  lieu  des  directions  qui  passent  par  l'origine  et 
qui  sont  principales  en  l'un  de  leurs  points  et  l'on  peut,  pour  ce 
motif,  lui  attribuer  le  nom  de  cône  principal  en  O.  Pour  établir 
cette  pro|iriété,  considérons  une  pareille  direction  et  portons  sur 
elle,  à  partir  de  l'origine,  une  longueur  OL  =  p.  Cette  direction 
sera  principale  en  L  si,  pour  toutes  les  valeurs  de  a,  [i,  y  véri- 
fiant l'équation  -j.i/  4-  jjc  -1- yu'  =  o,  l'on  a 

>   iii(uj-  -+-  !•_)'  -i-  u'z  —  ç))(ctx  -i-  ^y  +  -{S)  =  O 

ou,  en  développant, 

(B  +C  —  A)a«-i-(C-r- A  — B)pp-^(A  M-  B-  0)7»- 

—  2  iM  /  p  (  a  «  -I-  '^b  -t-  Y  c  )  =  o. 
ce  ipii  peul  Piuorc  s  l'cnre 

(  \u  -+-  Ml;.a}x  -i-(Bi-^-  M/pb).i  —  (  C  ir  +  M/gc)v  =  o. 
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On  esl  ainsi  conduit  aux  relations 

(>4) 

ciui,  nar  l'élimination  de  M/p,   reproduisent  les  équations  (lo). 
C'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 
On  trouve  aussi 

2_^  (A  —  ïi){bu  —  av)  ut' 


(i5)  U/p 


(A  -  h)uv 
bu  —  av 


V (6u  ^  avy 


ou  bien,  en  appelant  i  l'angle  des  directions  (h,  c,  «•)  et  {a,  b^  c), 

{Xu--i-Bv--h  Civ-){au-i-bv-hcvi')—^^  kau 

Mlp  = 

^^(bu  —  avy^ 

(ku--h  Bv^-^-C IV-)  cosi —  >  A  au 

A/<-+ Bi'-+ Civ-  est  le  moment  d'inertie  I  relatif  à  la  direc- 
tion (il,  c,  H').  Quand  celte  direction  esl  dans  le  plan  7  \a  a  =  o, 
il  reste  simplenoent 

I  cos  i 
sin-  i 


(iS'"^) 


M  /  p 


relation  qui  va  nous  être  bientôt  utile. 

Revenons  aux  |)ropriétés  des  axes  de  rotation.  On  a,  pour  cha- 
cun d'eux,  tl'après  les  équations  (6), 

(1  —  k  s)  u  =  a{a  u  +  b  V  -^  c  w) 

et  deux  équations   analogues.    On   en  conclut  que   //,  r,  ir  sont 

,                        .   .         a                 b                <■ 
proportionnels  aux  quantités   t-- ,      ^  -,     -,- • 

Soient  .s'i ,  .ç^  les  deux  racines  et  (  ;<, ,  l'i ,  n'i  ),   {u-,^  v-,,  w-^)   les 
cosinus   corrcspondauls.    L'équalion  ((j)  donne  les  deux  relations 


Sr 


Asi 


■  AS2 
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d'où,  en  retranchant, 


Xj(i- Ai,)('- As^) 
c'esl-à-dire 

A- Kl  lu-i-  B2(.'ii'2-(-  C^n'i  IV.,  =  o. 

Ceci  montre  que  les  axes  de  rotation  sont  deux  diamètres  conju- 
gués de  l'ellipsoïde 

A2a72-|-  B2j)'2^.  c^-".  —  const., 

qu'il  ne  faut  pas  confondre  avec  l'ellipsoïde  d'inertie  (cet  ellip- 
soïde auxiliaire  joue  un  rôle  important,  comme  l'on  sait,  dans  la 
théorie  de  la  polhodie).  On  voit  aussi  que  les  directions 

A«|,     Bi'i,     Cii'i, 
A;<2,     B('2,     Cir, 

sont  normales  entre  elles.  En  tenant  compte  des  équations  (12) 
et  (i3),  on  est  amené  à  conclure  que  : 

Les  plans  verticaux  menés  par  les  axes  de  rotation  se  cou- 
pent à  angle  droit. 

Ces  plans  sont  évidemment  les  plans  de  symétrie  du  cylindre 
vertical  passant  par  l'intersection  de  l'ellipsoïde  auxiliaire  avec  le 
plan  Art  a;  -f-  ^by  -\-Ocz  =  o. 

Pour  chaque  axe  de  rotation,  la  formule  (i5*")  est  applicable 
et  s'interprète  de  la  manière  suivante  : 

Le  centre  de  percussion  relatif  à  un  axe  qui  est  jirincipal  en 
l'un  de  ses  points,  P,  se  trouve,  d'une  part,  dans  le  plan  mené 
par  l'axe  et  par  le  centre  de  gravité,  et,  d'autre  part,  dans  le  plan 
normal  à  l'axe  au  point  P.  Il  est  à  une  distance  de  l'axe  égale  à 

r  )  I  désignant  le  moment  d'inertie  relatif  à  l'axe  et  /*  la   dis- 

Ugh  ° 

lance  du  centre  de  gravité  à  cette  droite.  Ceci  rappelé,  la  formtdc 
(15*"),  mise  sous  la  forme  ,,  ,  . — . ^  0  tano  «,  signifie  que /e cp/i//Y' 
de  percussion  correspondant  à  chacun  des  axes  de  rotation  se 
trouve  sur  la  droite  Od. 

On   aurait   pu  ('•lahlir  a  priori  ce  résidlat  en  reniar(piant  que, 


clans  chacun  des  inouvements  de  rolalion,  les  forces  d'inertie  doi- 
vent faire  équilibre  à  la  pesanteur.  Celle-ci  ayant  un  moment 
nul  par  rapport  à  la  verticale  du  centre  de  gravité,  il  faut  que  les 
forces  d'inertie  admettent  une  résultante  unique  rencontrant  éga- 
lement cette  verticale.  A  cet  effet,  il  est  tout  d'abord  nécessaire 
que  l'axe  de  rotation  soit  priiici|)al  en  l'un  de  ses  points.  Les 
forces  d'inertie  ont  alors  une  résultante  unique,  appliquée  au 
centre  de  percussion.  Comme  la  vitesse  de  rolalion  est  infiniment 
petite,  celle  résultante  est  normale  au  plan  vertical  passant  par  le 
centre  de  percussion  et  par  l'axe  de  rotation.  Dès  lors,  le  moment 
de  la  résultante,  par  rapport  à  la  verticale  du  centre  de  gravité, 
ne  peut  évidemment  être  nul  que  si  le  centre  de  percussion  se 
trouve  sur  celle  verticale. 

Si  les  conditions  initiales  sont  convenablement  choisies,  le 
mouvement  inlinimeut  petit  du  solide  se  réduit  à  une  oscillation 
autour  de  l'un  des  axes  qui  viennent  d'être  déterminés.  Dans  ce 
mouvement,  la  droite  qui  admet  pour  paramètres  directeurs  les 
quantités  Au,  Bi>,  Cn-  demeure  dans  un  plan  horizontal;  cela 
était  à  prévoir,  car  cette  droite  a  la  direction  du  vecteur  résultant 
des  moments  des  quantités  de  mouvement,  et  l'extrémité  de  ce 
vecteur,  en  vertu  du  théorème  connu  de  Resal,  se  déplace  paral- 
lèlement au  vecteur  résultant  d^s  moments  des  forces  extérieures, 
vecteur  qui,  dans  le  cas  présent,  est  horizontal.  La  vitesse  angu- 
laire du  mouvement  oscillatoire  doit,  d'après  les  équations  (6), 
vérifier  la  relation 

^''^ 
dr- 
d'où 

10  =  Ksiii(/sF/  — e) 

avec  deux  conslantes  arbitraires,  Il  et  s,  dont  la  première  est 
infiniment  petite.  La  durée  d'oscillation  est  T  ^  ,  1^  ;  mais  les 
équations  (6)  donnent 

_  I       (au  -»-  6c  -f-  civ)-  _   sin*î 
~     A  (/•-— lip--i- Ou-     "      I     ' 
donc 

sini  y    V 
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Soil  /.■  le  rayon  do  i;ir;Ui()n.  En  ii'ni|)litçanl  I  par  MA-  el  F  par  M^^7, 
il  \\v.nl 

sini  ^ gi 

Celte  durée  est  la  même  que  celle  des  oscillations  efTectuées  par 
le  solide  dans  le  cas  où  l'axe  de  rotation  est  invariablement  fixe, 
avec   l'inclinaison   i.    Le   produit  des   durées  correspondant  aux 

deux  axes  de  rotation  est,  d'après  la  formule  (8),  — frp~'  en  ap- 
pelant I'  le  moment  d'inertie  relatif  à  la  droite  OG. 

Voyons  maintenant  ce  que  signifie  la  racine  nulle  de  l'équa- 
lion  ('^).  Les  équations  (lo)  montrent  que,  si  s  est  nul,  les  cosi- 
nus;/, c,  H' sont  égaux  à  a,b,c',  par  conséquent,  le  mouvement  de 
rotation  s'efTecIne  alors  autour  de  la  verticale.   D'après  les  équa- 

lions  (o  ),  on  a  -r-j-  =  o,  cl  ou  w  =  mt  -\-  n  avec  deux  constantes 

infiniment  petites  m  et  n.  Mais  les  é([uations  (i)  conduisent  dans 
tous  les  cas  à  rinlégrale 

\a  p  +  \M>  rj  -^  C,c  r  =  const. 
Si  l'on  y  remplace  /),  ly,  /•  par  rtw,  ^to,  cio,  on  reconnaît  que  la 
constante  m  est  nidie.  La  lotatiou  autour  de  la  verticale  est  donc 
unifornii'. 

Cette  rotation  uniforme,  superposée  aux  deux  mouvements 
oscillatoires  déjà  trouvés,  fournit  la  solution  générale  des  équa- 
tions linéaires  (3)  et  (4)-  Car  le  mouvement  ainsi  obtenu  dépend 
de  cinq  constantes  arbitraires,  nombre  précisément  égal  à  celui 
des  inconnues  Çk,  [ji,  v  étant  liés,  comme  on  Fa  vu,  par  la  condi- 
tion «1  +  Au. -t- cv  =  o).  Par  conséquent  : 

Le  mouvement  le  plus  général  (in/inime»/  lent)  (fuii  corps 
solide  possédant  un  point  fixe  s'obtietit  par  la  composition 
d'une  rotation  uniforme  autour  de  la  verticale  et  de  deux 
mouvements  oscillatoires  autour  de  deux  axes  inclinés  qui 
sont  situés  dans  deux  plans  verticaux  rectangulaires  et  ap- 
partiennent au  plan,  conjugué  de  la  verticale  par  rapport  à 
l' ellipsoïde  d'inertie. 

Examinons  en  particulier  le  cas  où  le  solide  est  abandonné  sans 
vitesse  initiale.    Alors   les   constantes  s  sont  nulles,   ainsi  que  la 
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constante  /(.  Co  mouvement  rcsulle  des  deux  oscillations 
(0,  =  R,  siD(;v/^). 
(0,=  H,  sin(?v/s7î'), 

simultanément  ellectuées  autour  des  deux  axes  de  rotation.  L'axe 
instantané  demeure  indéfiniment  dans  le  plan  conjugué  de  OG. 
par  rapport  à  l'ellipsoïde  d'inertie,  et  le  mouvement  du  solide 
équivaut  au  roulement  de  ce  plan  sur  un  cône  fixe  (Infiniment 
aplati  ). 

Pour  que  le  mouvement  se  réduise  à  une  oscillation  autour  de 
l'un  des  deux  axes,  il  faut  et  il  suffit  que  le  déplacement  initial  du 
solide,  à  partir  de  la  position  d'équilibre,  soit  produit  par  une 
rotation  auto\ir  de  cet  axe.  Quand  cela  a  lieu,  la  ligne  OG  s'écarte 
de  la  verticale  dans  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  de  rotation. 
Mais  nous  avons  vu  que  le  plan  vertical  perpendiculaire  à  l'un 
des  axes  de  rotation  contient  l'autre.  D'après  cela  : 

Pour  que  le  solide,  abandonné  sans  vitesse  initiale,  oscille 
autour  de  l' un  des  axes  de  rotation,  il  faut  et  il  suffit  qu'à 
l'instant  initial  le  centre  de  gravité  se  trouve  dans  le  plan 
l'erlical  déterminé  par  le  second  axe. 

Les  résultats  qui  précèdent  peuvent,  à  titre  de  première  approxi- 
mation, être  appliqués  au  cas  de  mouvements  très  petits  (mais 
non  infiniment  petits).  Pour  passer  à  une  seconde  approximation, 
il  faudrait  employer  la  méthode  de  variation  des  constantes  arbi- 
traires et  les  quantités  appelées  R,,  R.,,  s,,  s-,  deviendraient 
alors  lentement  ^ariables  ;  il  en  serait' de  même  pour  la  rotation 
autour  de  la  verticale. 

Chei'chons  à  généraliser  à  un  autre  point  de  vue  l'étude  du  mou- 
vement infiniment  lent,  et  demandons-nous  s'il  est  possible  de 
clioisir  les  conditions  initiales  de  telle  façon  qu'un  solide  pesant, 
fixé  en  un  point,  tourne  avec  une  vitesse  finie  autour  d'un  axe 
immobile  passant  par  ce  point. 

Posons,  comme  précédemment,  p  =  «to,  q  =  vu>,  r  =  tvo)  et 
substituons  dans  les  éipiations  exactes  (i).  Il  vient 

(i6)  \u  ^  -i-(C  — B)(wu>==  FC^v-cfJ.) 

et  deux  équations  analogues. 


—  80  - 
Les  L'ijuations  (•',)  domienl,  d'aulre  yinvl, 


(17) 


dl 


-  cu(  Vf  —  ir  i  )  =  o. 


On  lire  de  là,  en  appelant   //,  /r,  /  Irols  constantes  arbitraires, 
les  trois  intée;rales 


A  i<  a  -h  B  V  j3  4-  C  ir  •[  ■ 


(i8) 


(Ak2- 


C(r-)io-—  2F(  rta  -h  /j 
«  a  -!-  f  [1  -t-  ir  Y  =  /. 


+  c•T)  =  A^ 


On  a,  en  outre,  la  relation 


X^-i-  H2_l-  v2  =; 


Il  est  aisé  de  combiner  les  ('quations  (ifj)  de  manière  à  faire 
disparaître  a,  p,  y.  Si  l'on  appelle  A  le  déterminant  déjà  em- 
ployé dans  l'équalion  (12)  et  si  l'on  désigne  par  E  l'expression 
Aat/  +  B^t'  +  Ccir,  on  obtient 


(19) 


l!,   — ,-    -t-  A(o-  =  O. 

dt 


Supposons  d'abord  ([iie  E  cl  A  soient  dillérenls  de  zéro,  ij'inté- 
gralion  de  cette  dernière  équation  donne 


[  -h  -p  to„t 


Ce  (|ui  montre  (pie  w  tend  vers  zéro  quand  le  temps  augmente 
indélinimenl.  il  l'aul  donc  que  la  constante  //  soit  nulle.  Les  trois 
équations 

A  ua.  -h  B  f  [i  -i-  C  »'  Y  =  o, 

aï -H        p2-H         ^2=   I 

fournissent,  pour  a,  p.  Y)  des  valeurs  constantes  qui,  d'après 
les  équations  (1^),   ne   peuvent  différer  de  //,  »•,  n'.  La   seconde 


intégrale  (^iH)  monlre  ensuite  (jue  I;i  valeur  de  o)  csl  ronslaïUe  : 
résiillat  incompatible  avec  lliypothèse  Ajïo. 

Nous  voyons  ainsi  que  le  déterminant  A  est  nécessairenieiil  nul, 
c'est-à-tlire  que  Taxe  de  rotation  doit  être  principal  en  Tiiiideses 
points. 

Si  A  =  o  et  E^o,  la  vitesse  angulaire  w  est  cou'^tantc  en 
vertu  de  l'équation  (19).  Les  équations 


U7L  -{-    f  f)  -!-    ic  Y  =  y, 

a-  -+-       !3-  -I-       •(-  =  I 

montrent  que  a,  p.  v  sont  constants.  D'après  les  équations  (17), 
ces  cosinus  se  confondent  avec  u,  c,  »•,  c'est-à-dire  que  l'axe  de 
rotation  est  vertical.  La  vitesse  de  i-otalion  se  lire  des  ('•rpialions 
(16)  qui,  en  remplaçant  a,  |j.  ■'  par  //,  r,  n',  donnent 

lit-  hiv  —  PI'  eu  —  air  nv — bu 

(20) 


!■"         (C  — B)cii>       (A— C)iiK        (B  — A)/n' 
En  comparant  avec  les  équations  (1  ;")),  on  est  conduit  à  l'égalité 

-—  =  -— -  cl  ou  (o2  =  _  . 

F         .M  /  p  p 

Celle  relation  pourrait  s'établir  rt /)/7'o/v'.- car  elle  exprime  que, 
par  rapport  à  l'axe  liorizontal  perpendiculaire  à  OG,  il  y  a  équi- 
libre entre  la  pesanteur,  appliquée  au  centre  de  gravité,  et  la  force 
centrifuge,  appliquée  au  centre  de  percussion. 

Si  E  est  nul  en  même  temps  que  A,  les  équations  A  =  o,  E  =  o, 
(lui  doivent  être  simultanément  vérifiées  par  «,  <■,  w,  montrent 
que  la  rotation  s'effectue  autour  de  l'un  des  axes  étudiés  quand  il 
s'agit  de  mouvements  infiniment  lents.  Les  équations  (18),  mises 
sous  la  forme 


Ha  -j- 

Hr3- 

C 

"'" 

'        (1) 

m  -^ 

b'i^ 

c- 

/>2 

-lu,"- 
2  F 

«a  -)- 

i'3-i- 

'"•( 

■=y. 
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(H  considérées  comme  équalion  du  premier  degré  entre  les  trois 
inconnues  a,  p,  y,  ont  un  tlélerminant  nul.  L'élimination  de  ces 
lrf)is  inconnues  conduit  à  la  rolalinii 

^l„y-  rr  )  -  -t-  (  C  -  R  )  cv  '''~'^"''  -4-  (  B  ce  —  C  6  ir  )./  =  o, 

d'où  l'on  tire,  pour  w,  une  valeur  constante.  On  rentre  ainsi 
dans  le  cas  précédent.  L'hypothèse  E  =  o  ne  modifie  donc  pas  la 
loi  (lu  mouvciuenl . 

Imi  résumé  : 

Pour  que  le  corps,  animé  d' une  vitesse  angulaire  finie, 
tourne  autour  d'un  axe  immobile,  il  faut  que  cet  axe  soit 
vertical  et  soit  en  outre  principal  en  l'un  de  ses  points.  La  vi- 
tesse de  rotation  est  constante  et  vérifie  la  relation  w-p  =  i,'-, 
dans  laquelle  p  désigne  la  distance  du  point  fixe  au  point  pour 
lequel  l'axe  de  rotation  est  principal. 

Cette  Elude  était  terminée  et  venait  d'ctie  communiquée  à  la  Société 
mathématique  quand  j'ai  eu  connaissance  d'un  article  inséré  par  M.  Staude, 
en  1894,  dans  le  Journal  de  Crelle  et  intitulé  :  Sur  les  axes  permanents 
de  rotation,  dans  le  mouvement  d'un  corps  pesant  autour  d'un  point 
fixe. 

L'auteur  se  jjropose  de  chercher  dans  quelles  conditions  le  corps  pesant 
peut  présenter  un  axe  vertical  immobile,  et  ne  discute  pas  la  question 
de  savoir  si  l'axe  de  rotation  peut  être  incliné.  Il  trouve  que  l'axe  vertical 
doit  appartenir  à  un  cône,  appelé  par  lui  cône  du  centre  de  gravité,  qui 
ne  diflère  pas  du  cône  principal  défini  ci-dessus.  11  ne  remarque  pas  que 
ledit  cône  est  le  lieu  des  normales  abaissées  d'un  point  fixe  sur  les  surfaces 
homofocales  à  l'ellipso'i'de  central  et  que  chaque  génératrice  a  la  propriété 
d'être  axe  principal  d'inertie  en  l'un  de  ses  points.  Il  n'examine  pas  le  pro- 
blème des  mouvements  infiniment  lents.  La  |)lus  grande  partie  du  Mémoire 
est  emplovée  à  préciser  la  l'orme  ou  la  position  ilu  côna  et  à  discuter  les 
cas  particuliers. 

Dans  ces  conditions,  il  m'a  somlilé  que  mon  travail  ne  faisait  pas  double 
emploi  avec  celui  de  M.  Staude,  et  pouvait  subsister  sans  modification. 
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SUR  LES  BARYCENTRES  CYCLIQUES  DANS  LES  COURBES  ALGÉBRIQUES; 
l'ar  M.    Maurice    d'Ocagne. 

Di-jinilion.  —  On  sait  que  le  barycenire  G  des  points  communs 
à  une  courbe  algébrique  et  à  un  cercle  quelconque  de  centre  G 
est  indépendant  du  rajon  de  ce  cercle  ('  ).  La  courbe  algébrique  fait 
ainsi  correspondre  à  tout  point  G  de  son  plan  un  point  G  qui, 
pour  rappeler  sa  définition,  sera  dit  le  harycentre  cyclique  du 
point  G  par  rapport  à  cette  courbe  algébrique  (-). 

Les  barjcentres  cycliques  pris  par  rapport  à  une  courbe  algé- 
brique quelconque  recouvrent,  en  général,  l'ensemble  continu  des 
points  du  plan.  Mais,  pour  une  catégorie  nombreuse  de  courbes 
(|ui,  à  cet  égard,  peuvent  èlve  ailles,  singulières,  ces  barjcentres 
cycliques  fournissent  seulement  l'ensemble  continu  des  points 
d'une  certaine  droite.  G'est  à  l'élude  de  cette  circonstance  excep- 
tionnelle (ju'est  principalement  consacrée  la  Note  qui  suit. 

1.  Nous  nous  appuierons,  pour  déduire  les  coordonnées  (^,  ï,) 
du  barycentre  G  de  celles  (a,  P)  du  point  G,  sur  le  lemme  algé- 
brique suivant  dû  à  Liouville  ('')  : 

5/,  menant  en  éi-idence  les  groupes  de  termes  homogènes 
des  deux  degrés  les  plus  élevés  dans  les  équations  de  deux 
courbes  algébriques,  d'ordres  respectifs  m  et  n,  nous  écrivons 
les  équations  de  ces  courbes 

/(^-j)  -)-/i  {^,y)  -H...  =  o, 

(')  Nous  avons  donné  (.\ouv.  Ann.  de  Math.,  3°  série,  t.  V,  i88G,  p.  agS  ) 
une  (lémonsUalion  élémentaire,  directe  de  ce  ihéorènie,  qui  peut  èlre  considéré 
comme  un  cas  particulier  de  celui  de  Liouville  sur  l'invariance  du  barycentre  des 
points  communs  à  deux  courbes  algébriques  quelconques  qui  varient  en  conser- 
vant les  mêmes  asymptotes,  théorème  à  l'occasion  duquel  son  auteur  a  donné  le 
lemme  algébrique  utilisé  ici,  et  dont  des  démonstrations  plus  simples  ont  été 
proposées  par  iMiM.  Ilumbcrt  (Xouv.  Ann.,  3"  série,  t.  VI,  if<S-;,  p.  535)  et  Fouret 
(A'OHf.  Ann.,  3°  série,  t.  IX,  iSgo,  p.  3'|3). 

('-')  Dans  le  cas  où  la  courbe  algébriquese  décompose  en  un  système  de  droites, 
le  barycentre  cyclique  du  point  C  se  confond  avec  ce  que  nous  avons  appelé 
ailleurs  son  barycentre  podaire  (Journal  de  l'École  Polytechnique,  i"  série, 
t)?"  cahier,  iSi)3,  p.  3). 

(  ')  Journal  <lc  .Uathcnirilii/ucs  purcset  rii>iiliiii(cvs.  r'séiic;  t.  VI,  iSi)i.  p.35><. 
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nous  ai'ons  tes   coordonnées  (ç,  r,)   du  borycentre  des  /wints 
communs  à  ces  deux  courbes  au  moyen  des  formules 


'''^  inn  2dy?  {\,t)fy{i,t)  l<"(i,/|J  mil 

''        /;)/t  ^  [l<'(;^  !)/',.(»,  I)        l•■'(^^l)J  /"') 


les  signes  2,  s' nppliqiiant  rcspccli^cmcni  à  toutes  les  racines 
de  l'équation 
Qt  de  réf/ualion 


/(!,/)  =  « 
/'(  II.   1  )  =  o. 


Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  la  seconde  é<|ualion   csl  celle  du 
cercle 

,?•-  -f-  y-  —  î  a  ,r  —  ■>.  ^y  -i-  y  =  o. 
On  a  donc  ici 

f(.r,y)  =  .r-—r-,        ftf-r,r)  =  —  2  ax  —  •>,  '^y, 

'el,  par  suite, 

I  =  ±  i.  Il  =  ±:  i. 

Nous  poserons  : 

F(i,  j)  =  iMo-i-  iM|(',         V'yii,  n  =  No+  Ni'',         F,(i.  /)  =  l\,-i-  P,/', 

ce  qui  revient,  si  nous  écrivons 


F  {x.y)  =  «o.r" 
Fi  (•■!",  r;  =  bo'^" 


a^.i'"-^ y  -+-.  .  .-H  ««,-1  .ry"'-'  -+-  a,,,    y" 
6,.r"'-2j»'  +. .  .—  b,„-,.ry"'-'--+-  b,n-,y" 


à  prendre,  en  prolongeant  les  formules  jusqu'à  épuisement  des  (7,- 
el  bi, 


(■) 


M|=        «1—        «3+        flô «;  +  ...- 

No  =     n  1  —  i  fls H-  5  «5  —  7  «7  -H . . .  - 
ÎN I  =  >  rt.>  —  4  «v  -^  fi  «G  —  8  «•)  +  ..  .- 

Po=      /)„—     b,-r-     b;—      be  +  ...- 
P,=      />,—     63^     b,—     b,^...- 


-I)tta2jj.-1-..., 
■i)V-a.^+i-^..  ., 
■i)!^(2ii.-M)a2(i-+ 
•  l)H-2  [Ji  «îu,  — .  .  ., 

')^b-2i>.+i-+- 


Un  calcul  facile  montre  alors  que 

^  ^  . ,        N  0  a  -  N ,  P  •+  P ,  +  M  N ,  a  ^  N  0  p  -h  P  „  ) 

*(')=    M    _M     ■■ ' 


Pi,  j);ir  suilo,  ([in" 

/  <I>  (  j)  +  *  I  —  (  ) 

(2)  ^     (  M|  N„-  M„N|  )  g  -  I  Mq-N.,-^  m,  \,)^~(  M,,  Po-+-  Ml  Pi) 

Posant  de  nième  : 

F(/,  i)  =  M^  H- im; (■,       !•;,.( I,  I)  =  n;,  +n;/.       F,(i,  i)  =  p„  +  p',j, 

on  trouve  éo:aIenient  ([ue 

(3)  _    (  M',  N'„  -  Mo  N',)  p  -  (m;  n;  +  M',  >i',  )  a  -  (  m;,  p;,  +  m-,  p;) 
!     ~  m;5-+-mv- 

Mais  on  peut  déduire  les  coefficients  ^I,  N,  P  des  coefficients 
M',  ?*î \  P'.  Cette  recherche,  comme  toutes  celles  où  intervient  la 
substitution  de  «dans  un  polynôme,  exige  que  l'on  ail  égard  au 
caractère  résiduel  du  degré  par  rapport  au  module  i.  Les  résultats 
peuvent  se  résumer  ainsi  : 

Lorsque  m  est  pair  (  m  =  :'-  ;ji.),  on  a 

^^'     (  M',  =-(-i)MM,,     Nl=-(-ii!i(N,-i-/HM„),     P',  =-(-i)H-Po, 

et  lorsque  m  est  impair  (  ut  =  2  u  +  i), 

I  M;=      (-r)H-M,,     N'(,=      (-i)!i(N,  +  /«Mo),      P'„  =       (— i)M-P„. 
Im',=      (— iM'-M„,     -N',  =      r— ii!^(No— //lAI,),     P',  =^(  — ijI'-P,. 

Calculant  au  moyen  soit  des  formules  (4),soildes  formules  (4)) 
selon  que  m  est  pair  ou  impair,  les  coefficients  de  la  formule  (3), 
on  trouve,  dans  tous  les  cas. 


SI  d 


(5) 


m;  >;,- 

M,; 

^l 

=       ■\l„N,— M|N„- 

m;,  n;  h- 

yy, 

>, 

=       M„.\o-M,N,, 

M'„  P'„  -^ 

m; 

!■; 

=  ~MoP,-hM,P„, 

•M'o'       -^ 

m; 

=       M2      -^SVi. 

lonc  on  pose 

1  M,N„-M„N.=  X, 

(  MoN„-M,N,=  [i, 

M„P„^M,P,  =  v, 

i  M,Po-MoPi  =  ra, 
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les  formules  (y.)  el  (3)  deviennent 

? 

cl,  p:ir  suite,  les  formiiies  de  Lioiivillc  donnent  ici 

Xa  -  uf-5  -  V 


?  = 


(6) 


'P 


ji»  ?  —  '•)'?■ 


Observons  tout  de  suite  que,  si  o  :=  o,  le  barycrnlre  G  est,  (|uel 
que  soit  C,  rejeté  à  l'infini.  C'est  qu'en  efTet,  p  étant  le  carré  du 
module  de  F  (i ,  i),  cette  quantité  s'annule  si  F  {x,  y)  est  divisible 
par  j"- -t- J",  auquel  cas  la  courbe  algébrique,  comme  le  cercle, 
passe  par  les  points  cvcliques  du  plan,  ce  qui  fait  que  le  point  G  se 
trouve  sur  la  droite  de  l'infini.  Nous  supposons  ici  qu'il  n'en  est 
pas  ainsi,  autrement  dit  que  /a  courbe  algébrique  considérée 
n'admet  pas  les  directions  isotropes  comme  directions  asymp- 
lotirjues.  Cette  condition  sera  sous-entendue  dans  tout  ce  f|ui 
suit. 

2.  En  général,  comme  nous  l'avons  annoncé  au  début,  les  for- 
mules (fa")  font  correspondre  à  tout  point  C  un  barjcenlre 
cyclique  G  qui  varie  avec  lui,  et  réciproquement  de  façon  qu'à 
l'ensemble  de  tous  les  points  du  plan,  pris  pour  C,  correspond 
aussi  l'ensemble  de  tous  les  points  du  plan  pris  pour  G.  Mais  il 
n'en  est  pas  toujours  ainsi.  Certaines  courbes  ne  font  corres- 
pondre comme  G,  à  l'ensemble  de  tous  les  points  du  plan  pris 
pour  C,  que  ^ensemble  des  points  d' une  certaine  droite  A,  tous 
les  points  C  correspondant  à  un  même  point  G  de  ^  étant  ceux 
d'une  droite  D  de  direction  fixe  située  à  une  distance  constante 
de  G.  C'est  ce  résultat  que  nous  allons  démontrer  ici  en  nous  ser- 
vant des  formules  qui  viennent  d'être  établies. 

Les  formules  (6)  montrent  qu'un  même  point  G  (ç,  t,)  corres- 
pondra à  tout  un  ensemble  de  points  C(a,  ^)  si  l'on  a 


(7) 
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parce  qu'alors  ces  formules  donnent 

U  -  .aP  -  ■ 


I 


ce  qui  nionlre  (|ue  le  poini  G  reste    invariable  lorsque  le  poiul  ('. 
se  déplace  sur  une  droite  D  définie  par  l'équalion 

(8)  lx~~ixr  =  l,, 

/(  étant  une  constante.   Les  coordonnées   du  point  G  peuvent^  en 
effet,  s'écrire  dans  ce  cas 

,    ,  ^       h  —'I  0  /(  —  ro 

(9)  ,=  '  T,  =  , 

ma  m  p 

et  l'on  voit  que  ce  point  appartient   toujours  à   la   dmile  A  dont 
l'équation  est 

(10)  OJ"—   V  — 

m  p 

Remarquons  tout  de  suite  que  la  distance  o  du  point  G  défini 
par  les  formules  (g),  à  la  droite  correspondante  D  dont  ré(]uati()n 
est  (8),  est  donnée  par 

^        /(  (  ),  —  «0  —  nip)  —  À  V  +  ijtur 

0  =  — '- ,  ■ — ' 

mp  v/X2-+-  [ji2 

ou,  si  Ton  remplace  f)  par  la  seconde  des  valeurs  définies  par  (-), 

,      .  ,  —  Xv  -I-  ijirn 

(il) 


nip  j/ X--t-  ;jt- 

quantité  constante  comme  nous  l'avions  annoncé. 
La  cf)ndition  (-)  peut  s'écrire 

("')  ).--;-  ;ji- —  m  pi  —  o, 

OU,  en  remplaçant  A  et  a  parleurs  valeurs  tirées  de  (5),  réduisant 
et  supprimant  le  facteur  p,  différent  fie  zéro  par  hypothèse, 

(12)  „,fM,N„— AIoiN',)  — (No-  -^N?)  =  0. 
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Telle  esl  la  condition  pour  que  Ions  /es  Itaiycenlres  cycliques  G 
riennenl  se  condenser  sur  une  même  droite  A. 

De  même  l'expression  de  o,  Iran^roiinéc  ;ui  moyen  des  for- 
mules (5),  devient 

(  1 3  )  0  =  =  • 

Elle  s  annule  si 

(i4)  ^,l•„-^„l",-... 

Dans  ce  cas,  chaque  barvcenlre  (j  se  trouve  sur  la  droite  D 
correspondante  et,  par  suite,  lorsque  le  point  (>  est  pris  sur  la 
droite  A,  il  se  confond  avec  son  barycenlre  cyclique. 

3.  L'expression  qui  figure  dans  le  premier  membre  de  (la),  et 
(loni  l'annulation  définit  les  courbes  singulières  au  point  de  vue 
i|ui  nous  occupe,  étant  représentée  par  F,,,,  on  trouve,  en  se 
reportant  aux  formules  (i), 

r,  =  a\  — /|rto"3> 

l'a  =  )  f  «7  j  —al  —  oii^d,  —  '6  (Il  tti  I, 

r^  =    Jrtl   -+-  !\a%  -+-   3o| 8(7of2^  \f^(l„lt;  8rt2«v  —    lf><^(|  «3, 

D'une  manière  générale 

1  =  1 

la  première  somme  ne  s'étendant  qu'aux  coeflicienls  a,-  autres  que 
le  premier  «o  et  le  dernier  t?,,,,  les  deux  autres  à  tous  les  produits 
deux  à  deux,  d'une  part  des  eocfficienls  à  indices  |)nirs.  de  l'autre 
de  ceux  à  indices  impairs. 

La  condition  r2=o  montre  que  la  seule  conique  singulière 
est  la  parabole.  Dans  ce  cas,  comme  on  le  verra  plus  loin,  la 
droite  A  est  l'axe  de  la  parabole,  les  droites  D  sont  les  per- 
pendiculaires à  cet  axe,  et  la  dislance  constante  de  S  de  tout 
barycentre  (î  à  la  droite  D  correspondante  est  égale  au  para- 
mètre de  la  parabole  (  '  ). 

(')  N'i>ii<  .ivons  ilriiuiiUrf-  tlircclciiii'iit  el  ulilisc  ce  résullal  dans  une  Noie  spé- 


Lu  seul  examen  de  l'expression  de  l",,,  l'ail  ininiédialeiiicnl  aper- 
cevoir des  cas  1res  généraux  de  singularilé.  Par  exenijile,  quel 
que  soit  m,  on  a  r„,  :=o,  si  tous  les  «,-  sauf  «o  sont  nuls.  Cela 
correspond  au  cas  où  l'on  a 

V(x,  y)  =  aijX'". 

c'esl-à-dire  où  toutes  les  directions  asyitiploliqiies  de  tu  courbe 
considérée  sont  confondues. 

Parmi  les  courbes  qui  ofTrenl  cecaraclère,  il  j  a  lieu  de  distin- 
guer celles  donl  l'équalion  s'écrit 

(i5)         j'/' =  Cq-t- Ci.r -4- 02^7-  +  . . .-+- r,„x"'         (\wurp^tn  —  i  ). 

Lorsque  p  <i  m  —  i,  on  trouve,  jjar  l'aiiplicalinn  ties  for- 
mules (6), 

t  — . 


nie,,. 


Le  point  Cl  ainsi  défini  n'est  autre  que  le  harjcentre  des  poinls 
de  rencontre  de  la  courbe  avec  la  parallèle  à  Ox  menée  par  le 
point  C,  ])arallèle  qui  joue  dès  lors  ici  le  rôle  de  droite  IJ,  et  qui 
passe,  comme  on  voit,  par  le  point  G  correspondant. 

Si,  en  particulier,  on  f'ait/>  =  i,on  obtient  ainsi  (pour /«^  3) 
toutes  \es  piiraboles  gênérules  définies  par 

J'  =  f  I)  -4-  c  1  .r  +  CiX-  -+-...  ^  c,i,x"' . 

Ainsi  donc  le  barycentre  cyclique  d'un  point  quelconque 
par  rapport  à  une  parabole  générale  d'ordre  au  moins  égal 
ù  3  se  confond  avec  le  barycentre  des  points  de  rencontre  de 
la  courbe  avec  la  perpendiculaire  à  sa  direction  asymptolique 
menée  par  le  point  considéré. 

Si  l'on  suppose  maintenant,  dans  ré(|ualion  (i5),  /' =  i ,  le 
résultat  reste  le  même  si  m  est  impair,  mais,  si  m  est  pair, 
on  a 

'  me  II,  '  niCiii 


ciale  (Jociinal  de  Malhéniatiques  spéciales,  5'  série,  t.  V,  1891,  p.  79)  cl  c'esl 
précisément  ce  résultai  particulier  qui  nrius  a  donné  ridée  d'cnUeprcndrc  l'cliulc 
générale  contenue  dans  la  présente  Ncite. 
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c'csl-à-dire  que  le  poinL  G,  toujours  situé  su/-  la  nicmc  droite  A, 
lie  se  trouve  plus  sur  la  droite  D  correspondante  (i-:=]j), 
mais  s'en  trouve  à  une  dislance  constante  o  donnée  par 


mc„. 


Dans  le  cas  de  m  =  a,  on  a 


et  •; — -  est  préciséinenl  le  paramètre  de  la  parabole,  ce  qui  donne 

le  résultai  rappelé  plus  haut. 

Une  autre  catégorie  de  courbes  singulières  est  fournie  par 
celles  qui,  pour  m  impair  (m  =  2[jl+  i),  sont  telles  que  tous 
les  ai  soient  nuls  sauf  a^  et  a,„.  On  voit,  en  effet  que,  dans  ce  cas 
aussi,  Tm=  o. 

Comme  exemple  de  telles  courbes  on  peut  citer  les  courbes  de 
Lamé  d'ordre  impair,  définies  par  l'équation 

Les  formules  (6)  donnent  ici 

On  voit  que  le  barycentre  G  ainsi  défini  reste  couslanimenl  sur 
la  droite  A  dont  l'équation  est 

De  plus  les  droites  D  correspondant  aux  divers  barycenlres  G 

sont  définies  par 

B.r-(-i)M\j^  =  /<. 

Elles  sont,  comme  on  voit,  perpendiculaires  à  la  droite  A  cl,  ici 
encore,  chaque  droite  D  passe  par  le  barycentre  G  correspondant. 

•4.  Le  fait  que,  pour  les  courbes  singulières  telles  que  les  bary- 
centrcs    G    se    trouvent   sur   les    droites  D    correspondantes,    le 
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poinl  C  sc  confond  avec  son  barvcentre  cyclique  lorsiiu'il  est  pris 
sur  la  droite  A,  conduit  à  envisager  celte  question  : 

Existe-l-il  des  courues  non  singulières  te/les  que  tout  point 
de  leur  plan  se  confonde  avec  le  barvcentre  cyclique  corres- 
pondant ? 

Un  poinl  C(a,  3)  se  confond  avec  son  barycentre  cyclique  si 
les  valeurs  de  \  et  -ix  données  par  les  formules  (6)  sont  respecti- 
vement égales  à  a  et  !j,  c'est-à-dire  si  l'on  a 

a(  /«  p  —  À  )  -r-  ;ji3  -^  V    =  o, 
[jia  H-  Àfi  -f-  ro  =  o. 

Ces  équations  feront  connaître,  en  général,  un  poinl  jouissant 
de  la  propriété  indiquée.  Elles  n'en  donneraient  une  infinité  que 
si  Ion  avait  à  la  fois 

(/»p  —  \)1  —  ;ji5  =  o, 

(  «l  p  X  )  73  [JLV  =  o, 

acT 1\  =  o. 

On  remarque  d'abord  que  ces  trois  conditions  se  réduisent  à 
lieux,  l'élimination  de  /«  o  —  À  entre  les  deux  premières  donnant 
inimédialenient  la  troisième. 

Or,  la  première  de  ces  égalités  est  identique  à  (^')  qui  exprime 
que  la  courbe  est,  au  point  de  vue  qui  nous  occupe,  singulière, 
c'est-à-dire  que  tous  les  barjcenlres  cycliques  sont,  pour  elle, 
distribués  sur  une  seule  droite. 

La  troisième  de  ces  égalités  montre,  en  outre,  que  la  dislance  o 
donnée  par  la  formule  (i  i)  est  nulle. 

La  question  posée  ci-dessus  se  résout  donc  négativement.  Le 
résultat  est  celui-ci  : 

//  n'y  a,  en  général,  qu'un  point  isolé  confondu  avec  son 
harycentre  cyclique,  sauf  lorsque  la  courbe  est  singulière  et 
que  les  droites  D  passent  par  les  barycentres  G  correspon- 
dants. Dans  ce  cas,  tout  point  de  la  droite  A  est  confondu 
avec  son  barycentre  cyclique. 
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SUR  UNE  EXTENSION  DES  FORMULES  DE  GAUSS; 
Par   M.    Seuva^t. 

Nous  nous  proposons,  dans  ce  Iravail,  d'élcndre  les  formules 
de  Gauss  au  cas  d'une  variété  à  deux  dimensions  contenue  dans 
un  espace  à  quatre  dimensions,  ou,  si  l'on  vcul,  de  définir  inlrin- 
sèquenient  une  surface  dans  l'espace  it  =  4- 

I.   Soit  S(.rj':'t)(i/v)  une  variété  f|uelconc|ue  connue  et  soil 

ds-  =  S  (l.r'-  =  li  du  -  -T-  2  1"  du  di'  -i-  G  f/r- 

son  élément  linéaire;  soient  ccfc'r",  Csc\c\c[  deux  directions 
rectangulaires  enire  elles  et  perpendiculaires  aux  langenles  de  la 
variété;  on  aura 

dx  dx  ùx  ôx  , 

(I)     Se  ~r—  =  i)C -—  =  Ï3CC|  =  se, -—  =  ^c,  -— ,  3<,-  =  l,  SC;=I. 

du  oi'  ""  yi'  ' 

l'osons 

/  rr-x  ^  Oc    Ox 

Se— ^   =  — >-r  -r  =  "• 

I  Ou-  Ou  Ou 

\  ^      0-x  __^<^  f'f  =  _  s  —  —  =  I  )'  S  c  ~  =  —  S  —  --   -  D" 

Ou  Oi<  Oi'  Ou  Ou    Oi'  '  Oi-  Ov  dv   ~       ' 

1  0-x  0-x  0- X 

Se,—  =D,,         Se,  ,-— =  D',,         Se,-—  =  D;, 
I  Ou'  Ou  Ov  c*c2  ' 

I  .      Oc  .     Oct        ^  .,      Oc  ,.     Oc-,        ^„ 

Se,  —  =  —  Se  -—  =0,  Se,-—  =  —  Se =  o  . 

\  Ou  Ou  (Je  Of 

Nous  pouvons  poser,  comme  dans  le  cas  de  l'espace  ordinaire, 

^  =  M^-^\^  +  Pe  +  I>,e, 
Ou-  Ou.  r'r 

et  déleiniiner- les  quatre  quanliti''>  W,  N,  1'.  I',  ;  carie  détcrmiiiani 

— -  -T-cc,    ^v'EG  —  F-  n'est  pas  nul  en  général;  on  trouve  ainsi 

\0u  ov         \        '  '  ^ 

facilement  les  formules  suivantes  : 


(3) 


Ou^     ^ 

1 

\   dv 

v: 

—  -t-  De  -+-  D,e,, 

d'-x 
Ou  Ov 

15 

1 

Ox 

dv  "" 

\     '2 

(     2 

J-Dv,r,;,, 

OKr 

■12 

dx 

L    22 

\%^w,^^y'„,, 

OV      "" 

I 

\Tv-- 

} 

on   peut  égaleincnl    Iroiucr,  d'une   f;ii;on  aiialoi;iic,  les  f'oinitiles 
suivantes  : 


àx             dx        -, 
Ou              Ov 

de, 
Ou 

Ox 
'  Ou 

Ox 

Ox          ,  dx        ^„ 

Je, 
Ou 

,  Ox 

=  ni,—- 

Ou 

,  Ox 

(  dv 

où  ni,  II,   ...  ont  les  valeurs  suivantes  : 
I  FD  — GD  FD  — KD' 


1                    112  H^ 

(5)  / 

^    '^  1      ,       FD"— GD'  ,       FD'-KD" 

('«=— FP «  = Fî^' 

on  a  encore  les  relations  (Darhoux) 

l  m'  E   -+-(«'  —  m  )  F   —  nO    =  o, 

I  m',  E  -I-  (  /(',  —  /» ,  )  F  —  /( ,  G  =  o, 
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d,d;-d;'- 


Écrivons  maintenant  les  conditions  d'inléj^rabililé  des  systèmes 
d'équations  (3)  et  (4)-  Considérons  d'ahord  le  système  (3);  nous 
verrons  que  l'on  a 


_    0  /  Q-^x  \ 
Ov  \  du  dv  I 


d  IQ-^x- 
Ou  \  dv-  I 
à  td-^xX   _    0  /  d'-x  \_ 
dv\'àû^)   ~  ôu\  du  dv  /  ' 


en  remplaçant  dans  ces  expressions  les  dérivées  secondes  de  x 
par  leurs  valeurs  déduites  des  formules  (3)  et  les  dérivées  de  c 
et  C)  par  leurs  valeurs  déduites  des  formules  (/l),  il  viendra  deux 
expressions  de  la  forme 

dx  dx       .. 

p   ^ r-   IC     +  OC,    =  O, 


dv  '^    d' 

0 
Ov 


,dx  r,,'^^  ■.-.  ^r 

2 !-  p  1 1-  I  c  -i-  0  £■,=  o; 


ces  équations  devant  être  vérifiées  quand  on  remplace  x  par  y,  r-,  t, 

les   a,  |il,Y,  0,  a',  fî', -/',  ^' devront   ètro   iilontiqucinciil    nuls;    or  il 
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vient,  en  écrivant  que  a,  [i,  a',  |j'  sonl  nuls, 

DD'— D'2-J-D|D';  — Df  ,,       (  ,  ,.,,       .  ,       , 
jji ' '•l'-  =  l'S  >'m,         Ivl*  =  J  11,21  1=  ,  .<.■;..,  IV  ,, 

KG  =  [  ai,  2  1  J, 
où  l'on  a  posé 

DD'_D'2^_D,n';  — D|  _ 

or,  si  l'on  se  reporte  aux  formules  g('iiériiles  des  forinos  (|iia(lia- 
tiques  linéaires  (Bianchi,  Lez-ioni  di  Geometria,  Cliap.  Il),  on 
voit  que  ces  quatre  équations  se  réduisent  à  une  seule 

(7)  '^^-ÏF-' 

(|ui  cx|5rinic  que  la  quantité  K  est  égale  à  la  courbure  totale  du 
ds-  de  la  variété. 

Ecrivons  maintenant  (|ue  yo,  v'o'  sont  nuls;  il   vient,   par  un 
calcul  facile, 


ÙX)    _  ^'  _  ) 
dv  du  ( 

àï)"         <)D'         \ 


','j'>-[r;!-!'.:|]"'-l"l"- "•■'-"-•- 


(8) 


§-?f-l?K[|':i-|':i]--!';i'>;--=--=«^- 


Cherchons  maintenant  les  conditions  d'intégrahilité  des  équa- 

i)u  Oi' 


à-c 
lions  (4)i  pour  cela  écrivons  - — -  de  deux  manières;  il  vient 


,     ù-x  ù-x  .à-x        àx  l  èin         ùin"\ 

<)u  or  Ov-  Ou-         Ou  \  dr  Ou  j 

fdo        Oi"\ 


àx  /  O/i        On  \        ^Oc,        ^„  de, 

— -h  0  -T 0   — 

dr   \  di'         Ou  /  Ov  Ou. 


cette  équation  doit  être  également  vérifiée  quand  ou  remplace  .r  par 

àx 
y,  z,  t;  si  donc  on  multiplie  par  j-  et  que  l'on  fasse  la  somme,  on 

àr 
liouvc  une  des  équations   (8),  de  mcine  si  l'on   nuillinlic  par  —  ; 

1  \     /  '  '  '         di' 

multiplions  maintenant  par  c,  il  viendra  de  suite 
(  <i)  ( Ht  —  «'  il.)'-i-  u.  I»" —  /;)'  l»  =  o; 
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nuilliplions  m;iintcnanl  parc,,  il  viendra 

do        Orj" 


(.0) 


(m  —  n' )D\  -T-  n  D\  —  «l'D,- 


r)ll 


il  est  facile  de  voir  que  Téqualion  (9)  esl  toujours  idenliqtiement 
vérifiée;    on   obtiendra    une   nouvelle  équation  de  même  forme 

que  (10)   en  écrivant  3 — ^  sous  deux  formes  diflerentes:  cette 
T        ^      '  du  of 

équation  sera 

ào         do" 
(II)  (m,  — «i)D'^/i,D— «/■,  D—  ~-  H-  -—  =0. 


E 

!• 

G 

do"  \ 

+ 

D 

D' 

D" 

du  j 

D, 

d; 

D', 

Les  équations  fondamentales  de  la  théorie  des  surfaces  dans 
l'espace  «  =  4  sont  donc  au  nombre  de  six;  ce  sont  celles  in- 
scrites sous  les  numéros  (7),  (8),  (9)  et  (i  1);  elles  se  réduisent  à 
cinq,  car  les  équations  (9)  et  (i  i)  sont  identiques,  ainsi  que  l'on 
peut  le  vérifier  facilement;  ces  deux  équations  peuvent  être 
rem|ilacées  par  l'équation  unique 


(.2) 


H.  Les  formules  de  Codazzi.  —  Établissons  mainleuant,  pour 
les  surfaces  de  l'espace  à  quatre  dimensions,  des  formules  ana- 
logues à  celle  de  Codazzi.  La  théorie  des  rotations  et  translations 
a  été  étendue  à  l'espace  à  quatre  dimensions  par  Thomas  Craig  et 
JL  Hatzidakis  {A.  S.  M.,  1898,  1900);  nous  en  déduirons  faci- 
lement les  formules  que  nous  voulons  obtenir. 

Prenons,  dans  le  plan  tangent  de  la  surface,  deux  directions 
rectangulaires,  a,-,  fS,-,  et  dans  le  plan  normal  conservons  les  deux 
séries  de  cosinus  directeurs  c  et  c,  ;  on  aura 

Sa==Spî=  Sc2=  Scf  =  1, 
Sïfi  =  Sac  =  Sar,  =  S8c  =  S  ^ci  =  Scci  =  o. 


Nous  poserons 


/'..=  S3-,         /„,= 

Pi,  =  S""!  TT' 


de 
'dTi' 


'-'  du 


de 

"■'5;;' 


il  \ienl  tic  suilP 


(i3) 


ôl 
du 

1  Oit 

I    (^Ci 
1    dû 


et  CjuaUc  équations  toutes  semblables  pour  définir  les  tlérivécs  par 
rapport  à  r  de  a,  p,  c,  C|,  que  l'on  obtient  en  remplaçant  les  p 
par  les  p'.  Les  quantités  p  el  />'  seront  liées  par  les  six  équations 
fondamentales 


(11) 


àpii 

dp\  , 
du 

-^ 

P'ii 

Pi:> 
p'iT. 

Pv. 
P'ii 

Pr, 
P'i; 

Opi3 

^P'm 
du 

-+- 

Piz 

Pli 
P'm 

_      Pr. 

pU 

Pli 
P'ii 

àpxu 

'^P'ii 

Pvi 

Pv, 

_      Pn 

pn 

àv 

du 

p\-l 

P'i: 

P'i  3 

P'3i 

àpi3 

di- 

du 

■+- 

Pvi 

/''l2 

Pvi 
P\i 

_     Pr. 
P'ii 

Pr. 

pU 

d^> 

dp,i 
du 

+ 

Pv. 

P\i 

Pli 
P'i-i 

_      pv. 
P\; 

/'23 
P'23 

àpv. 
dv 

àp'i: 
du 

+ 

Pn 
P\% 

Pi: 
P'ii 

_     Pli 
P'-ii 

Pr. 

P\  : 

Si  l'on  désigne  par  ^,7,,  s,  -  les  translations,  on  voit  de  suite 
que  les  deux  dernières  devront  êtres  nulles,  le  polyèdre  à  quatre 
dimensions  devant  être  tangent  à  la  surface;  les  coordonnées  d'un 
point  de  la  surface  sont  données  parles  équations 


—    =  0(t  +  pT,, 
OU 
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et  l'on  a  entre  les  translations  cl  les  rotations  les  relations  fon- 
damentales 

'   à:         0^' 
ih>         Ou        '        '        '  '  -  ' 
ôr.        dr,'  >,  ,     ^ 

(.5)  '>Âr-^^/''^^-^'^'=°' 


/«n;  —Pui  —  Pli',  -^  Pii'r,  =  o, 
PvA'^p'i/i—Pr.r.'^J'i-.r,  =  ". 

que  l'on  déduit  de  suite  des  équalions  de  Craig  en  annulant  t 
et  T. 

Par  celte  méthode,  on  a  donc  dix  équations  que  doivent  véri- 
fier les  coordonnées  intrinsèques  de  la  surface.  Cherchons  à 
relier  ces  quantités  à  celles,  E,  F,  G,  D,  D',  .  .  . ,  introduites  pré- 
cédemment. 

On  aura  d'abord  immédiatemenl 

K  =  ;-H-r,^  F  =  t«'-4-r,r;,  G  =  ^'"--!-t/î. 

Nous  aurons  ensuite 


D  =— s'—  -^  =  — S(/)|3a— /j,3  3-+-/J3vC,)(a;-i-  pT|), 
Ou  Ou 


D 

=  Pu-',    —  P13; 

D' 

=  Pi^-ri  —  Pisl'    =  P'23 

■',  —  p\ 

■1?^ 

D" 

=  p'il','—  p'ii'i' 

D, 

=  pv.l  --/'■iri 

d; 

=  /'u;'  -H/'îi-f,'  =  p\ii 

\^  p\ 

i^: 

d; 

=  P'i  i  ;'  +  P'i  ;  'i' 

'"  =  Pr.,         î"=  p'3 

(16) 


formules  qui  permettent  de  passer  de  l'un  des  systèmes  de  formules 
à  l'autre.  Les  deux  premières  équalions  des  translations  peuvent 
servir  à  calculer  /?i2,  />',..  qui  ne  dépendent  que  de  l'élément 
linéaire;  les  deux  dernières  sont  identiques  en  vertu  des  for- 
mules (6):  on  retrouve  donc  bien  les  six  équalions  que  nous 
avons  obtenues  précédcmmenl. 

x.\x.  7 


—  us  — 
l>;i|ip('lons  ciirorc  1rs  (orimilcs  siiivanlos  : 

/   (Ir  -4-  5  du  H-  ;'  dl   -+-(/->[■!  du  -!-/'']  2  di-  )_)'  —  (  pi 3  t/u  -+-  ji\ ,,  ^/c  ) - 

1  -I-  (  /'r,  '/«  -t-  /''i  1  di- }  I, 

I  djf'  -r-  Y,  r///  -;-  y,  VA'  • —  (pi^du  -+-  //, ,  (/c  i.r  +  1  p^clu  +  /^'^^  1  ; 

]  -^,-{p,idn-'.-  p',.di'\l, 

\  dz  -h  (pi3du-h /j\3di-).v~(p,3du -h  p'.,,dc)y 

I  -^{Piidu-h  p's^di-)/, 

\  dt  —  (/'Il ''/"  ■^-  /'i  i  ''/''  •  •''  —  (  Pli d"  -^  p'i 4  )/ 

1  —ipr,du-hp'.^.,di'iz, 

qui  doniienl  les  projeclions  sur  les  axes  iiioliilcs  du  déplacement 
infinilésimal  d'un  point. 

Les  deux  systèmes  de  formules  que  nous  avons  donnés  con- 
tiennent une  indétermination;  en  ell'et,  dans  le  premier  cas,  les 
quantités  c  et  c,  ne  sont  pas  entièrement  déterminées  et,  dans  le 
cas  des  formules  de  Codazzi,  c,  c,  ainsi  que  a  et  [i  ne  sont  pas 
complètement  déterminées. 

Examinons  d'abord  ce  que  deviennent  les  formules  de  Gauss 
quand  on  change  les  valeurs  de  c  et  C|.  On  peut,  de  la  façon  la 
plus  générale,  prendre  pour  valeur  des  cosinus 

C  =  c  roscp  -+•  ("i  siiio,         Cl  =  —  c  siiio  +  f|  rfisa ; 

il  viendra  do  suite 


(0  =  S  C  — \r  =  D  cos  cB  +  D 1  f  i  11  'i,         (  Pj  =  —  D  si  11  o  +  L)  1  cos 


Ou'- 


Ou  Oi'  ' 


on  voit,  en   particulier,  (jue  l'on  peut    toujours  déterminer  »  de 
façon  à  annuler  une  des  quantités  suivantes  (.0,  (i),,  ...,  AA". 

Voyons  maintenant  ce  que  deviennent  les  formules  de  Codazzi; 
nous  poserons 

ai=acoS'^-I-§sini|',  Pi=  —  asini}-i-p  cost}/, 

C  =  c  cos'j  -!-  t'i  sin-i,  Oi  = —  r  cos-i  -4-  c,  rosï., 


il  vit'iil  lie  suite 

•10  ,     /'^ï  ,        à?     ■      <  ■     ,  '^'^        o         ,  à-i>\ 

P..,  =  ( —  asinJ^-Hp  coso)    —  cos'i/H s\\\  o+asini— ^  -+-  Bcosy-r-  I 

'-       ^  '        '  '    \  c(K         ^        du  '  ^  du        '^         ^  àuJ 

d'b 

P,3  =  /jijcos'icoso  —  yjucosj/sino  — p^i^\n<^  co?tp  —  /;ii  sint}'  sinœ, 

r'3v  =  A; 

on  peut  donc,  en  particulier,  annuler  deux  des  rotations. 

III.  Lignes  tracces  sur  les  surfaces.  —  Etant  donnée  une 
surface  S{xyzt)  («t'),  on  peut,  en  général,  déterminer  d'une  seule 
façon  A,  B,  C,  L,  M  de  telle  sorte  que  x,  )■,  z,  l  soient  solutions 
de  l'équation 

(i8;  A-—  +  B -— -  +C--;  -f- L—  -+- iM--  =o. 

du-  du  dv  dV'  Ou  Ov 

A,   B,   ...    se  calculent   facilement  à  l'aide   des  formules   de 

Gauss;   il  vient,   en   cfl'et,   en   remplaçant  les  dérivées  secondes 

par  leurs  valeurs  et  en   annulant  les  coefficients   des   termes  en 

dx  dx 

—  Cf, 

du  01' 


(>9) 


équations  qui  permettent  de  déterminer  A,  B,  C,  ...  à  un  facteur 
près.  Les  caractéristiques  de  l'équation  (i)  supposées  distinctes 
traceront  sur  la  surface  un  réseau  conjugué;  on  voit  donc, 
contrairement  à  ce  qui  se  passe  dans  l'espace  ordinaire,  qu'il  y  a, 
en  général,  sur  une  surface,  un  seul  système  conjugué. 

On  peut  encore  définir  ces  lignes  d'une  façon  dillérente.  Cher- 
chons l'intersection  du  plan  tangent  avec  le  plan  infiniment 
voisin;  elle  sera  évidemment  définie  par  les  formules  suivantes 
[en  employant  les  formules  (17)]  : 

^  =  o,  t  =  o         (  P\3  tlu  -h  p\^dv  )X  —  (  /7.23  du  —  p\  2dv)y  =  o, 

(  /),;  du  -H  /)',  jfA').r  -:-  (  pi;  du  —  /)'„j  d\'^r  —  o; 


A^ 

1  1 

I 

!-»|','h<=|T|--=«. 

■^1 

1 1 

AD  +BD'  -}-CD"  =0, 

aii,  +  bd; -f-CD';  =o, 
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l'équalion  du  réseau  conjugué  s'oblicnt  en  climinanl  x^  y  entre 
les  deux  dernirres  équations;  on  voit  de  suite  l'analogie  avec 
l'espace  à  trois  dimensions. 

Nommons,  avec  M.  Guicliaid,  réseau  de  ligne  de  courbure 
ou  réseau  O  un  réseau  conjugué  tel  que  Sx-  soit  solution  de 
l'équation  de  Laplace  (18)  relative  au  réseau.  Si  l'on  adopte  cette 
délinilion,  on  voit  qu'en  général  une  surface  n'a  pas  de  lignes  de 
courbure.  La  condition  pour  que  léquation  (18)  admette  la  solu- 
tion ^x-  est 

AP:  -i-  BF-t-CG  =  o 
ou 

E       F       G 

D      D'      D" 

1»,   IV,   d: 


on  voit  alors  facilement  que  l'on  peut  toujours  déterminer  les 
normales  à  la  surface  de  telle  sorte  que  0  et  0"  soient  nuls.  Les 
normales  formeront  alors  des  congruences  et  le  plan  normal 
enveloppe  une  surface développable  {voir  Glichard,  S. M.,  1896). 
A  l'aide  des  formules  qui  précèdent  on  peut  généraliser  un 
grand  nombre  de  propositions  de  Géométrie  infinitésimale,  sur- 
faces applicables,  surfaces  de  Weingarten,  etc.;  quelques-unes 
seraient  sans  intérêt,  mais  d'autres  ont  des  applications  immédiates 
à  la  Géométrie  ordinaire  que  nous  espérons  indiquer  prochaine- 
ment. 


SUR  UNE  CLASSE  DE  TRANSFORMATIONS  DES  ÉQUATIONS 
AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES  DU  SECOND  ORDRE: 

l'ar  M.  J.   CLAir.i>'. 


\.   Su])posons  qu'une  équation  aux  dérivées  partielles  du  second 
ordre,  à  deux  variables  indépendantes. 


(") 


F(r,  .>-,,-,/<,  y, /-.*■,  0 


admette  deux  transformations  infinitésimales  de  contact  (Q)et  (6|), 
(|ui  engendrent  un  grou]ic(^),  et  désignons  paro,(j:,j',  z,p,f]), 
C32(a',  y,  z,  p,  y),  '■:>-i{x,  y,  :. p,  q)  les  trois  invariants  du  jjremier 
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ordre  de  (i,');  les  é(jualions 

(2)  x'=  t?i(^,J',  :,p,q),       y  =  'S,{.r,y,z,p,  q)        z' =  03('f,J',  z,p,  <]) 

font  correspondre  à  cliac|iie  intégrale  de  (i)  une  surface  (-');  je 
me  propose  de  démontrer  que  cessurfaees  (S')  sont  les  intégrales 
d'une  équation  du  second  ordre  linéaire  par  rapport  aux  dérivées 
secondes. 

On  a  déjà  considéré  le  cas  011  (0)  et  (0,)  sont  permutables  ('); 
je  rappelle  que  l'on  peut  faire  tiès  simplement  la  démonstration 
en  remarquant  qu'il  suffit  d'eficctucr  une  transformation  de  con- 
tact pour  remplacer  l'équation  (1)  par  une  é(|u;itlon  qui  admet 
les  transformations  infinitésimales  dont  les  fonctions  caractéris- 
tiques sont  I  et  .r,  c'est-à-dire  par  une  équation  dont  le  premier 
membre  ne  contient  ni  ;  m  /), 

(  3  )  'l'  I  -r^Xy  </,  '■,  s,  t  )  =  (>, 

tandis  que  les  in\  ariants  de  {g)  deviennent  œ,  y,  q.  11  est  aisé  de 
voir  que  q  satisfait  à  une  équation  de  la  forme  annoncée.  A  une 
intégrale  de  celte  dernière  équation  correspondent  x-  intégrales 
de  (3).  Pour  les  déterminer  il  faut  intégrer  une  écpiation  difle- 
rentielle  ordinaire  du  second  ordre;  si  l'on  en  connaît  une,  on  en 
déduit  toutes  les  autres  en  appliquant  les  transformations  de  i^g). 
H  j  a  exception  si  l'équation  (3)  admet  le  groupe  d'ordre  infini 

.^1  =  .'-,      y\=y^      ^,  =  -  +  -\, 

X  désignant  une  fonction  quelconque  de  .r  ;  la  transformation 
précédente  remplace  alors  l'équation  proposée  par  une  équation 
du  premier  ordre. 

Examinons  maintenant  le  cas  où  (0)  et  (0,)  ne  sont  pas  permu- 
tables et  supposons,  ce  qui  ne  restreint  pas  la  généralité,  que(fJ|) 
laisse  (0)  invariante;  une  transformation  de  contact  permet  de 
donner  à  leurs  fonctions  caractéristiques  les  valeurs  i  et  ,;  :  le 

(•)  Backlind,  Zur  Théorie  der  pailiellcn  Differenlialgleichungen  zweiler 
Ordnuiig  (Mathematisclie  Annotcn.  l.  W.  1S7Ç1,  p.  .■!<)).  —  Goliisat,  Leçons 
sur  /'inCégralion  des  équations  aux  derii-ees  /lailic/lcs  du  second  ordre,  t.  H, 
p.  2^2  cl  suiv. 
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premier  mcmljrc  de  la  transformée  de  réf[nalion  (i), 

(4)  n-(.r.y,p.^,r,s,t)^o. 

•ne  conlienl  pas  z  cl  est  homogène  par  rapport  à  p,  q,  r,  s,  t,  les 

fondions  es, ,  Oo,  '^3  se  réduisent  à  x,  y,  -■  Nous  allons  monlrerqiie, 

'       '  "    '  'y  T      ' 

si  l'on  prend  -  pour  nouvelle  fonction  inconnue,  cette  fonction 
vérifie  une  é(piation  du  second  ordre.  On  a 


(5) 

si  l'on  pose 


il  vient  encore 


r>  =  ' —r 

7^-/'/. 

à'+''  z 
P;.i,=    .    .  ,     . 

Ox'  0  v'' 


,  _  (ÇPi.i  —  PPi,i)7  ~  (  rf  -h  s-)q  -h  ipst 


((/P:.->  —  PP0.3  )  g  —  '- 1  (  qs  —  pt) 
y3 


En  éliminant  />3,o,  Pi,{,  />\,'2-,  P0.3  entre  les  écpiations  de    ce 
dernier  système  et  les  équations 


dx 


dW 


Os 
Ijr 

pq 
—  q"- 


ày 


-+- 1 

ôp  dq 

\s{qr  —  ps) 


pq        o       s  q'^  -\-{rt  +  s''-)q  —  npst 


—  q-  rq 


l'q3^li{qs—pt) 


L'équation  qui  vient  d'être  écrite  et  les  ccjuations  (4)  et  (5) 
sont  homogènes  par  rapport  à  p,  q.  /•,  s,  t;  A  est  possible  d'éli- 
miner ces  quantités  et  il  reste  pour  définir  5'  une  équation  du 
second  ordre  qui  contient  linéaircmcnl  /'.  s',  l' . 


Si  ri'iiualion  (  {'i  est  de  la  forme 


c'esl-ù-dire  si  elle  admet  le  grou|ic  d'ordre  indni 
'•i='\        ^1  =  .''.        ;i=Z, 

Z  étant  une  fonction  arbitraire  de  ;,  —  satisfait  à  une  équation  du 

'l  ' 

premier  ordre.  C'est  du  reste  le  seul  cas  où  les  éliminations  que 
nous  avons  indiquées  soient  impossibles. 

Ecartons  ce  cas  particulier  et  montrons  qu'en  général  à  une 
intégrale  de  l'équation  transformée  correspondent  oc-  intégrales 
de  l'équation  primitive  qu'on  peut  déterminer  par  l'intégration 
d'équations  ditl'érentielles  ordinaires,  r',  //,  q'  avant  été  rem- 
placées par  leurs  expressions  en  fonction  de  .r,!',  supposons  que 

les  équations  (4)  et  (5)  soient  résolues  par  rapport  à      -  -»  -,  -; 
T  \   /      \  I  II  q    q    q    <i 

on  a,  en  particulier. 

n  ■<        „  I 

on  obtient  la  valeur  de  (j  en  intégrant 

dq        .  ,  , 

q  élan!  connue,  on  a  />,  et  r  est  donnée  par  ré([uation 

dz  =  p  d.r  -^  q  dy. 

lùanl  donnée  une  intégrale  de  ré(|uation  transformée,  on 
obtient  toutes  les  intégrales  de  l'équation  proposée  qui  lui  corres- 
pondent, dès  que  l'on  en  connaît  une.  en  appliquant  â  cette  inté- 
grale les  transformations  du  groupe  (,i'  ). 

2.  Dans  ce  qui  suit  nous  supposerons  sinipleuitiit  qui;  les 
transformations  (9)  el(Q,)  engendrent  un  groupe  {g);  pour  abréger, 
nous  désignerons  par  (c")  l'écpiation  de  Monge-Am|)ère  obtenue 
comme  il  \icnl  d'être  expliqué.  .le  vais  luonlrcr  (ju'à  toute  trans- 


-  lOi  - 

formation  infinilésimale  ()^)  du  groupe  de  (i)  disliiicle  de  (9)  cl 
(9i)  et  qui  laisse  (g)  invariant  correspond  une  transformation 
ponctuelle  infinitésimale  qui  ne  change  pas  (e)  (').  Appelons  Xi, 
y,,  Zi,  pi,  Çi  les  coordonnées  de  l'élénient  transformé  de 
(x,  y,  z,  p,  q)  par  une  transformation  (A)  du  groupe  engendri; 
par(X);  à  une  surface  (2')  définie  par  les  équations  (2)  corres[)ond 
la  surface  (-")  représentée  par  les  é(juations 

Ia;"=  oi(xi, 71, ;,,/), ,71), 

Naturellement  les  surfaces  (S")  satisfont  également  à  l'équa- 
tion (e);  d'autre  part,  si  l'on  remplace  x,,y,,  :■,,  pt,  '/ 1  |)ar  leurs 
expressions  en  fonction  de  x,y,  z,  p,  q,  on  peut  éliminer  ces 
dernières  quantités  entre  les  équations  (2)  et  (6),  parce  que  (A) 
laisse  {g)  invariant  et  l'on  trouve 

x"=^x{x\  y,z'  ),         y'=^,{x\y',z'),         z  =^d-r\y',z')\ 

les  surfaces  (S")  et  (S')  se  correspondent  donc  par  une  transfor- 
mation ponctuelle.  Lorsque  le  paramètre  qui  figure  dans  les  équa- 
tions qui  définissent  (A)  varie,  cette  transformation  ponctuelle 
engendre  un  groupe  à  un  paramètre  qui  laisse  (r')  invariante. 

S'il  existe  plusieurs  groupes  à  deux  paramètres  qui  ne  changent 
pas  l'équation  (i),  la  théorie  précédente  permet  de  déduire  de 
celte  équation  plusieurs  équations  de  Monge-Ampère  :  je  vais 
montrer  que  deux  équations  de  Monge-Ampère  obtenues  en  con- 
sidérant deux  groupes  {g),  {h)  qui  ont  une  transformation  infini- 
tésimale commune  se  correspondent  par  une  transformation  de 
]3acklund  de  troisième  espèce. 

Supposons  que  la  transformation  infinitésimale  commune  ait 
pour  fonction  caractéristique  i;  l'équation  donnée  ne  dépend  pas 
de  :.  Appelons  x' .,  y' ,  -',/>',  q'  les  coordonnées  d'un  élément  du 

(')  J'ai  démontre  dans  ma  Tlièse  (1"  Partie,  n"  7)  que  certaines  transforma- 
lions  (B,)  jouissent  d'une  propriété  analogue,  mais  je  dois  rectifier  la  proposition 
énoncée  ensuite.  L'une  dos  transformations  infinitésimales  du  groupe  (y)  (toutes 
les  lettres  ont  la  même  signification  ici  que  dans  le  paragraphe  indiqué)  est  la 
transformation  (6)  à  laquelle  ne  correspond  aucune  transformation  infinitésimale 
(|tii  laisse  (s  )  invariante.  Si  (y)  est  un  groupe  à  h  paramétres,  l'équation  (s)  admet 
un  groupe  à  h    -  i  pararuêlres. 
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premier  ordre  dune  intégrale  de  l'équalion  de  ^[onge-Ampère 
qni  correspond  au  groupe  (g)  et  soient  x" ,y",  z" ,  p'\  q"  les  quan- 
tités analogues  relatives  à  une  intégrale  de  l'équation  qui  corres- 
pond à  (/«),  x',y,  :■',  p' ,  (/',  x",  y",  z",  p",  q"  s'expriment  en  fonc- 
tion de  X,  y,  p,  q,  r,  s,  l.  En  éliminant  x,y,  p,  q^  r,  s,  t  entre  les 
équations  ainsi  obtenues  et  l'équation  proposée,  il  vient  quatre 
relations  entre  les  coordonnées  de  deux  éléments  correspon- 
dants (x',y',  :',  //',  q'),  (,f",  )",  :",/>",  q"):  il  est  d'ailleurs  évident 
qu'à  une  intégrale  de  l'une  des  deux  équations  de  Monge-Ampèrc 
correspondent  oo'  intégrales  de  l'autre. 

3.  J'indiquerai  encore  brièvement  quelques  propriétés  très 
simples  de  la  transformation  définie  par  les  équations  (■>.). 

Etant  donnée  une  intégrale  quelconque  de  (i),  ces  équations 
lui  font  correspondre  une  intégrale  de  (<?),  et  nous  avons  vu  com- 
ment de  toute  intégrale  de  (e)  on  pouvait  déduire  x-  intégrales 
de  (i)  par  l'intégration  d'équations  dilTérentielles  ordinaires  ;  par 
conséquent,  si  l'une  des  deux  équations  est  intégrable  par  la 
méthode  de  M.  Darboux,  la  seconde  l'est  également. 

A  une  caractéristique  d'ordre  n  de  (i)  correspond  une  caracté- 
ristique d'ordre  n  —  i  de  (e),  tandis  qu'à  une  caractéristique 
d'ordre  n  de  (e)  correspondent  oc-  caractéristiques  d'ordre  n  -|-  i 
de(i). 

Si  l'on  sait  résoudre  le  problème  de  Caucliv  pour  l'une  des  deux 
équations,  on  sait  résoudre  ce  problème  pour  l'équation  trans- 
formée. 

Lorsque  l'équation  proposée  possède  un  svstème  de  caractéris- 
tiques du  premier  ordre,  la  transformation  (a)  équivaut  au  pro- 
duit de  deux  transformations  de  Hicklund.  Étant  donnée,  par 
exemple,  une  équation  linéaire 

i  +  «/)  -H  fcy  =  o, 

on  trouve  la  même  équation  en  prenant  -  pour  nouvelle  inconnue, 

comme  nous  avons  expliqué,  et  en  effectuant  successivement  une 
transformation  de  M.  Lucien  Lévj  et  une  transformation  de 
Moutard  ('). 

(  '  )   loir  les  Leçons  de  i\.  Gouns.VT,  t.  II,  p.  338. 
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SUR  LA  DÉFORMATION  DES  SURFACES 

ET  SUR  CERTAINES  TRANSFORMATIONS  DES  ÉQUATIONS 

•  AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES  DU  SECOND  ORDRE; 

l';u-    M.    L.    JIafjy. 

J'ai  montré  (')  que  l'on  peut  aborder  le  problème  de  la  défor- 
mation des  surfaces  en  parlant  des  équations  bien  connues 

|.r;',>  —  Xx'„  —  A,.r;,  =  A  H«, 
x';,^  —lia;',,  —  B,  x[,  =  A'  H  a, 
x[.'  —  C.r,',  —  Ci2-^  =  A"  H  a. 


/  O  .r',  '  —  2  F  J-',,  x'^  H-  K  x'^- 


OÙ  R|  et  Ro  sont  les  rajons  de  courbure  principaux.  Les  condi- 
tions d'intégrabilité  du  système  (i)  fournissent  les  équations 

i^'-^'    =CA-.B,A'+A,A- 
1  du        (h' 

(4)  ',    ...       )., 

^-^=CA--,BA'+A  A", 

\    Ov  Ou 

qui  sont,  avec  la  relation  (3),  les  foimiiles  fonclamciUalcs  de  la 
théorie  des  surfaces. 

Si  l'on  introduit  la  courbure  moyenne  A,  on  aura 

(5)  'II//  =  GA  — aFA'+EA". 

Pour  satisfaire  aux  relations  (3)  et  (5),  j'ai  posé  (/or.  cil.) 
I  ^   _  2H/i-2A(E/-+-F) 


(6)  A' 


E«2+2F«  +  G 
—  i\lht  +  k{Er-  —  G) 
Ef^-h-iFt-^-G        ' 

^  K<2  +  2F<-t-G 


(')  .S'»c  les  formii/es  /ondantentules  de  la  théorie  des  siii'ftires  (Bull.  .Snr, 
M<ith..  t.   \\V.  \^\)-).  —   Voir   aussi   une  Nule  Sur  le  problînie  ifcncrul  de  la 


Stibslituant  ces  valeurs  de  A.  A',  A"  clans  les  conditions  (4),  on 
a  entre  ]i  et  la  fonction  auxiliaire  /  deux  équations  aux  dérivées 
partielles  du  premier  ordre  qui  sont  telles  qu'en  éliminant  h\^ 
on  élimine  en  même  temps  /*[,.  On  obtient  ainsi  h  en  fonction 
explicite  de  l,  t\^,  t\,  par  une  équation  du  premier  degré. 

La  substitution  de  h  dans  l'une  des  équations  dont  il  s'agit 
conduit  à  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre 
pour  /;  cette  équation  est  linéaire  par  rapport  aux  dérivées 
secondes.  Cette  équation  en  t  peut  être  considérée  comme  étant 
l'équalion  du  problème;  car,  /  étant  connu,  h.  A,  A',  A'  le  sont 
aussi  et  les  équations  (i)  prennent  la  forme 

(7)      F, («.(•,.?•;,,,/■;,,  r',',--,a-',',,,,  .r','.. I  =/,( (M',/. /,',,/;,)      («  =  1,2,3") 

et  constituent  un  système  complètement  inlégrablc,  d('terminant 
la  fonction  x. 

D'autre  part,  il  est  bien  connu  qu'en  éliminant  a .  A.  A',  A"  entie 
les  équations  (i),  (2)  et  (3),  on  obtient  l'éfpiation  de  déforma- 
tion 

(  (.r;;.—  A.?-;,  — A,0(.r';.— Co--;,  — C|3"'j  — (.r;;^  —  bj-;,—  B,.r,'.)2 
{      =-/^-"M/ ÏP j- 

On  peut  donc  jjasser  de  cette  équation  en  .r  à  l'équation  en  t 
par  la  transformation  que  définissent  les  trois  équations  (-■). 
D'après  ce  qui  précède,  on  peut  algébriquement  éliminer  à  la 
fois  t,  t\^  et  t'^  entre  ces  trois  équations,  ce  qui  donne  l'équation 
en  X  (cela  lient  à  ce  que  /j,  et  l\,  n'y  figurent  que  par  l'intermé- 
diaire de  h\  il  suit  aussi  de  là  que  l'on  peut  exprimer  t  et  h  en 
fonction  des  dérivées  premières  el  secondes  de  ,r).  Au  contraire, 
pour  éliminer  x,  il  faut  difTérentier  le  système  (7),  et  l'on  obtient 
une  ,çe«/e  équation  pour  la  fonction  i,  équation  qui  est  du  second 
ordre.  Je  crois  devoir  signaler  les  transformations  telles  que  (~), 
qui  me  paraissent  mériter  une  élude  approfondie. 

J'ajoute  que  l'on  pourrait  aussi  laisser  subsister  la  fonction  h 
dans  les  seconds  membres  des  équations  (7),  qui  prendraienl  alors 


déformation  des  surfaces  {Coinples  rendus,  l.  C\I\',  lî^ga)  et  une  Commu- 
nication Sur  une  transformation  des  formules  de  Codazzi  (  Bull.  Soc.  .Matli., 
I.  \\,   ..S92). 
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la  forme  '■?((«)  'S  /',  ')•  ^^  écrivant  les  conciliions  d'inlégrabililé 
de  l'expression  didérenlielie 

x',',1  du-  -+-  2. r ',',,,  du  dv  -+-  x'[,!  dv^, 

on  retrouverait  les  deux  équations  que  nous  avons  obtenues  pré- 
cédemment en  substituant  les  valeurs  de  A,  A',  A"  dans  les  condi- 
tions (4).  Entre  ces  deux  équations,  qui  sont,  comme  nous  l'avons 
dit,  de  la  forme 

(D'    f(u,i'-Jh/i'„J'l,  i,('„.t[.}  =  0,        9(  H, t', /(,/<;,, /<;,,  I, /'„,/[.)=  o, 

nous  avons  éliminé  /;.  On  peut  aussi  éliminera.  Résolvant  par 
rapport  à  t[^,  t'^  et  identifiant  les  valeurs  de  <'^,,,,  on  obtient  une 
équation  qui  détermine  /  en  fonction  de  ii,  c  de  h  et  de  ses  déri- 
vées des  deux  premiers  ordres.  (Cette  équation  ne  se  réduit  à  une 
identité  que  pour  les  surfaces  qui  ont  même  élément  linéaire  et 
même  courbure  moyenne  h,  c'est-à-dire  qui  présentent  une  série 
continue  de  déformations  conservant  leurs  courbures  principales.) 
Exprimant  que  la  fonction  t  ainsi  définie  satisfait  aux  deux  équa- 
tions (4)',  on  obtient  pour  la  fonction  h  deux  équations  aux 
dérivées  partielles  du  troisième  ordre,  qui  sont  équivalentes  à 
l'équation  du  second  ordre  en  /,  et  par  suite  aussi  à  l'équation  (8). 


SUR  LES  ÉQUATIONS  GÉNÉRALES  DE  LÉLASTICITÉ; 

l*ar     M.      COMBEBIAC. 

Les  composantes  de  l'eiïbrt  qui  s'exerce  sur  l'élément  superfi- 
ciel, en  un  point  appartenant  à  un  milieu  élastique,  s'expriment 
par  une  substitution  linéaire  bomogène  en  fonction  des  cosinus 
directeurs  de  la  normale  à  l'élément. 

Les  neuf  coefficients,  qui  devraient  ainsi  intervenir,  ont  leur 
nombre  réduit  à  six,  en  vertu  de  la  condition  que  les  pressions 
exercées  sur  la  surface  d'une  portion  infinitésimale  de  matière 
doivent  donner  lieu  à  une  résultante  unique  pour  faire  équilibre 
aux  forces  d'inertie  et  aux  forces  extérieures,  lesquelles,  supposées 
appliquées  à  cbaque  masse  élémentaire,  se  réduisent  en  effet  à 
une  résultante  unique,  à  des  infiniment  petits  près,  d'ordre  supé- 
rieur à  celui  du  volume  de  la  jjorlion  de  matière  considérée. 


—  lOît  — 

Or  celle  dernière  livpollièse  est  en  défaiil  loiil  au  moins  pour 
une  substance  aimanlée  jilacée  clans  un  cliam|)  magnélique.  Dans 
ce  cas,  une  parlicule,  si  petite  soit-elle,  est  toujours  soumise  à  un 
couple. 

En  désignant  par  1  l'inlensilé  d'aiiuanlalion  au  point  considéré, 
par  F  la  force  magnétique  en  ce  point,  par  H  l'angle  formé  par 
les  deux  directions  de  la  force  et  de  l'aimantation,  une  particule 
de  volume  dvs  est  soumise  à  un  couple  du  même  ordre  que  drs, 
dont  le  moment  a  pour  expression 


et  dont  Taxe  représentatif  a  une  direction  rectangulaire  avec  celles 
de  la  force  et  de  l'aimantation. 

On  n'aperçoit  aucun  motif  pour  exclure  a  priori  ce  cas  de  la 
théorie  de  l'élasticité. 

Pour  établir  les  équations  de  l'équilibre  ou  du  mouvement  du 
milieu,  opérons  la  décomposition  d'IIelmlioltz  sur  la  substitution 
linéaire  homogène  qui  donne  les  expressions  des  composantes  T^, 
T_,-,  T.  de  la  tension  en  fonction  des  cosinus  directeurs  a,  ^,  y  de 
la  normale  à  l'élément  superficiel,  de  manière  que  cette  substitu- 
tion prenne  la  forme  suivante  : 

(  T.,  =  N,a-hT3p  +  TjY+MY-N?, 
(I)  I  T^.  =  T3a-HlN2?-+-T,-;-hNa-LY, 

Les  équations  relatives  à  une  translation  virtuelle  sont 
X 

I  ?iZ 

où  0  représente  la  densité  au  point  considéré,  J^,  ,1^-,  Jj  les  pro- 
jections de  l'accélération  sur  les  axes  de  coordonnées,  X,  T,  Z 
celles  de  la  force  extérieure  rapportée  à  l'imité  de  masse. 

Quant  aux  équations  relatives  à  une  rotation  virtuelle  autour 
de  l'origine,  elles  expriment,  toutes  réductions  faites,  en  suivant 


c*N',_^(>T3       dT,    ^    dM       dS 

J.rl 

'  ^  'dx  '*~  "^  "*"  ~<)~z     '    liz^lj' 

J.v) 

c)T,  i)N'2^-JT,  i)N  dh 
~    O.r          dy     '     di         dx         dz 

h) 

(JTj  r)T,  d\,  01  ()M 
"~   dx          ûy          dy         dy        dx 

pas  à  pas  le  calcul  classi(|uc,  mais  en  Icnanl  compte  tle  rexlslenco 
d'un  couple,  que  les  composâmes  de  l'axe  rcprésenlalif  de  ce 
couple  sont  respeclivcment  égales  à 

■xL,     2  M,     2\. 

11  en  résulte  que,  dans  les  équations  (2),  les  quantités  L,  M,  N 
représentent  le  demi-couple  extérieur  et  doivent  être  considérées 
comme  des  fonctions  données  des  coordonnées  x,y,  :■. 

On  voit  que  ces  équations  (2)  ne  diflerenl.  des  équations  géné- 
rales de  l'élasticité  écrites  sous  la  forme  habituelle  que  par  la 
présence  des  termes  dt''pcndanl  de  L,  M,  N. 


COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES. 


SÉANCE  DUS  FÉVRIEU    1902. 

I'lllisn)EN(:E    DE    M.    RAFFV. 

Commiinicalions  : 

M.  Buhl  :  Sur  la  surface  polaire  cVunc  courbe  gauche. 

M.  Clairin  :  Sur  les  équations  linéaires  aux  dérivées  par- 
tielles du  second  ordre. 

M.  Servant  :  Sur  des  formules  analogues  à  celles  de  Gauss 
et  applicables  aux  variétés  à  deux  dimensions  dans  Vespace 
à  quatre  dimensions . 

M.  L.  Lévy  :  Sur  la  surface  polaire  d'une  courbe  gauche. 

M.  Buhl  présente  quelques  observations  à  ce  sujet. 


SÉANCE  DU   19  FÉVRIER    1902. 

pnÉSIDENCE    DE    M.    RAFFY. 

Communications  : 

M.  Clairin  :  Sur  les  transformations  de  M.  Biicldund. 
M.  Bricard  :  Sur  l'arc  de  la  lemniscate. 

M.  Rafly  :  Sur  les  surfaces  W  cjui  sont  en  même  temps  sur- 
faces de  Joachimslhdt. 
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SÉANCE  DU  3  MARS   1902. 

PnÉSIDnXCE    DE    M.    RAFFV. 

Communication  : 


-M.  d'Ocagne  :  .S'(//'  les  barycentres  ryclicjucs  dans  les  courbes 
algébricjues. 


SÉANCE  DU    10  MARS   1902. 

PnÊSIDENCIÎ    DK    M.    RAFFV. 

Comnninirations  : 

M.  (le  Doiider  :  .S'(//'  les  invariants  intégraux. 
^I.  Clairin  :  .S'(//-   une  classe   de  transformations  des  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  du  second  ordre. 

M.  Hadamard  présente  une  remarque  Sur  une  condition  que 
l'on  peut  imposer  et  une  surface.  Celle  condilion,  renconlrée 
par  M.  Zareinba  (  '  ),  esl  que,  A,  B,  C  désignant  trois  points  quel- 
conques de  la  surface;  /»j^,  z;,,,  /?,;,  les  normales  en  ces  points,  on 
ail 

cos(BC,  «!()  cos(CA,«(:)  cos(AB,  «a)  _ 

cos(CB,/ic)  cos(AC,7iA)  cos(BA,nii) 

Elle  est  vérifiée,  comme  le  remarque  AI.  Zaremba,  pour  les 
surfaces  du  second  degré.  Mais  ce  cas  esl  le  seul  où  elle  soit 
remplie.  Si,  en  eflet,  on  y  regarde  A  et  B  comme  fixes,  elle  équi- 
vaut, pour  la  surface  en  question  (considérée  comme  lieu  du 
point  C)  à  une  équation  aux  dérivées  partielles  linéaire,  ajant 
pour  caractéristiques  des  coniques  dont  le  plan  passe  par  AB. 
Toutes  les  sections  planes  de  la  surface  devraient  donc  être  des 
coniques,  ce  qui  ne  peut  évidemment  être  que  si  celle  surface 
est  une  quadrique. 


(')  Détermination  du  cas  oit  les  /onctions  fondamentales  de  M.  Poincaré 
sont  déductibles  de  celles  de  M.  SIe/.loff  (Bulletin  de  l'Acad.  des  Se.  de 
Cracovie,  janvier  if)"'^,  p.  37). 
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SÉANCE   DU   !»   AVRIL   1902. 

PRÉSIDENCE  DE  M.  UAFFV. 

Correspondance.  —  M.  d'Ocagne  adresse  une  Notice  sur 
Eugène  Vicaire. 

Communications  : 

M.  Servant  :  Applications  à  l'espace  ordinaire  de  formules 
indiquées  par  l'auteur  dans  sa  Communication  du  â  février. 

M.  RafTy  :  Sur  certains  systèmes  d'équations  simultanées 
aux  dérivées  partielles. 


SÉANCE    DU   23   AVRIL    1902. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    RAFFV. 

Elections  : 

MM.  René  Mesny,  présenté  par  MM.  Tissot  et  Kœnigs, 

Lucas-Girardville,  présenté  par  MM.  Carvallo  et  Bricard, 
Pelrovitch,  présenté  par  MM.  Appell  etLeau, 
Zoukis,  présenté  par  MM.  Darboiix  et  Picard, 
sont  élus  membres  de  la  Société  à  l'unanimité  des  membres  pré- 
sents. 

Communications  : 

M.  Combebiac  :  Sur  les  équations  de  l'élasticité. 

M.  Lecornu  :  Sur  les  petits  mouvements  d'un  corps  pesant. 

M.  Hadamard  :  Observations  sur  la  Communication  précé- 
dente. 

M.  RafTv  :  Sur  la  déformation  des  surfaces  et  sur  certaines 
transformations  des  équations  aux  dérivées  partielles  du 
second  ordre. 

MM.  Hadamard,  Servant  et  Clairin  :  Observations  sur  la 
Communication  précédente. 
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MÉMOIRES. 


SUR  LE  CALCUL  GRAPHIQUE  DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES 
ET  DE  QUELQUES  FONCTIONS  ULTRA-ELLIPTIQUES; 

Par  M.   N.   Delaunay. 

Dans  la  présente  Note  je  propose  des  conslruclionsgrapliiqiies, 
fort  simples,  pour  le  calcul  des  fonctions  elliptiques  et  de  cer- 
taines fonctions  uilra-elliptiques  avec  une  approximation  telle 
qu'on  peut  l'exiger  d'un  procédé  graphique  et  qui,  néanmoins, 
est  suffisante  pour  la  plupart  des  problèmes  lecliniques  résolubles 
par  ces  fonctions. 

1.    Soit  AB  (/?^.  i)  une   bielle   dont  le  point  A  glisse  sur  un 


cercle  décrit  avec  un  rayon  (manivelle)  OA,  tandis  qu'un  autre 
point  B  de  la  bielle  glisse  sur  la  droite  OB  menée  par  le  centre  O. 
Posons 


AB  =  m; 

XXX. 


OA  =  a; 


=  /.-: 


ÂOB  =  'i;         ABO==0. 
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On  aperçoit  facilement  qu'entre  les  angles  »  et  9  existe  une  rela- 
tion 

sinB  =  A'  sine. 

Lorsqu'on  conçoit  o  comme  l'aniplitude  d'un  argument  ii,  on  a 


5O  =  /i  —  /i'^  sin-tp  =  A'^  =  dn  «, 


du  = 


dj_ 


Cette  relation  (a)  nous  montre  que  si  l'on  prend  sur  la  droite  MM' 
l'accroissement  Sa  de  l'amplitude  o  et  que  si  on  la  projette  sur  la 
bielle  à  l'aide  des  perpendiculaires  à  la  droite  MM',  on  obtient 
l'accroissement  S««  de  l'argument  u.  L'accroissement  O'^  est  la  pro- 
jection orthogonale  de  l'accroissement  S?/.  En  répétant  cette  con- 
slrucliou  pour  plusieurs  valeurs  consécutives  de  a  entre  les 
limites  o  et  co  (c'est-à-dire  pour  les  positions  de  la  bielle  corres- 
pondant à  ces  valeurs  consécutives  de  e),  on  obtient  des  valeurs 

consécutives  $ii\,  5(/o,  ....  En  construisant  la  somme  7  Zii. 
on    obtient   l'intégrale   elliptique    /       —-•  Nous  nous  occuperons 

•^'u  T 


Fig.  2. 

V 

r 

3' 

»■' 

6' 

iW 

^V3 

c 

^■-^ 

H 

:m 

W^"--'*,^ 

i          \          \           K                  -^--^ 

plus  bas  (au  n**  2)   du  de^ré  d'approximation  présenté  par  cette 
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méthode  et  nous  donnerons  un  moyen  de  corriger  celle  conslruc- 
lion. 

Il  vaul  mieuK  modifier  la  construction  comme  il  est  indiqué 
sur  les  figures  2  et  3.  Après  avoir  tracé  un  cercle  avec  un  rayon 
rt=  1,  on  divise  le  quart  de  ce  cercle  en  n  parties  égales  et  l'on 
décrit  des  cercles  des  points  de  division  i,  2,  .'!,  ...  avec  des 
rayons  égaux  à  m.  Ces  cercles  coupent  la  droite  MM'  aux  points 
1',  2',  3',  ....  On  trace  les  bielles  l'i,  2'2,  3'3,  ...  et  I'oq 
prend,   quelque  part  sur  la  droite  MM',  la  longueur  de  la  corde 

2sin(-^)  qui  représente  approximativement  l'accroissement  8cp, 

qu'on  projette  sur  les  bielles  l'i,  2'2,  ...   à  laide  des  perpendi- 
culaires à  la  droite  MM'. 

Après  avoir  obtenu  ainsi  les  accroissements  o«/,,  ohj,  o«3  sur 
les  bielles,  on  trace  les  axes  des  coordonnées  {u^y)  {Jig-  3)  et 
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l'on  ]>orle  les  accroissements  égaux  0»  sur  l'axe  des  y  et  les  accrois- 
sements OM,,  8mo,  ...  sur  l'axe  des  u  successivement  à  partir  de 
l'origine.  Ces  accroissements  o?/,,  oHo,  ...  vont  en  croissant  jus- 


qu'à  «  =:  K  iiui  correspond  à  'j  ^  -•  A  parlir  de  celte  valeur  de  m 

on  prend  li's  Zu  en  ordre  inverse,  el  ainsi  de  suite.  On  obtient 
ainsi  des  points  de  division  sur  chaque  axe,  et,  en  traçant  par  ces 
points  des  parallèles  aux  axes,  on  obtient  un  réseau. 

La  b'gne  brisée  formée  par  les  diagonales  successives  des  qua- 
drilatères élémentaires  du  réseau,  en  partant  de  l'origine,  repré- 
sente l'inlégrale  /     —>  puisque  les  abscisses  de  cette  ligne  brisée 

sont  les  valeurs  de  l'argument  u ,  tandis  que  les  ordonnées  soni 
les  amplitudes  o  approximativement. 
En  posant  «  ^  i,  on  a  sur  la  figure  i 

AD  =  sin  o  =  sin  am  u  =  sn  u, 
OD  =  cosco  =cosaniM  =rn(/, 
BD  =  />!  As  =  m  Aam«  =  m  i\nu. 

On  trouve  aisément  ces  valeurs  sur  la  ligure  a.  En  menant  parles 
points  de  division  de  l'axe  u  les  ordonnées  égales  aux  valeurs 
correspondantes  de  sn?/,  cn;(,  manu,  on  obtient  les  courbes 
y  =isnu,  y  =^  en  u,  y  =  m  dn  u. 

L'aspect  de  la  courbe  y^cnu  donne  lieu  à  une  remarque 
intéressante  :  on  aperçoit  sur  la  cosinusoïde  elliptique  j' =:  en  ?/ 
plus  de  points  d'inflexion  que  n'en  présente  la  sinusoïde  ordi- 
naire. L'analyse  confirme  ce  fait.  En  effet,  en  égalant  à  zéro  la 
dérivée  seconde  de  en?/,  on  a 


(3) 


Or  on  n  k  ^  —,  parce  qu'on  a  posé  a  =  i;  donc  les  solutions  de 
l'équation  (  3)  sont 

en  II  =0  ;         sn  M  =±  m  dn  u. 

La  première  de  ces  solutions  définit  des  points  d'inflexion  sur 
l'axe  des  u  ;  les  deux  autres  solutions  définissent  encore  des  points 
d'inflexion  correspondant  aux  abscisses  des  points  d'intersection 
de  la  courbe  j'  ^  màn  u  avec  les  courbes^  =  sn  m  et_^= —  sn  «. 
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2.   Passons  mainlenanl  à  l'élude  de  ra[iproxinialion  présenlée 
par  notre  méthode  graphique.  On  ])eut  recourir  pour  celle  élude 
à  la  formule  cclèhre  d'Euier 


(4) 


(/V(,)^o  =  ApiL)_,y(,.)+/(,.)+...^^'] 


- '4^' [/'f,^  ;-/'(«)!,       •>'^>o, 


dans  laquelle  /i  est  l'accroissemenl  du  la  variuble,  et  »/;=  »/,_,  +  /(, 
où  p  esl  un  nombre  entier. 

Dans  noire  construction  de  rinti'urale   /     — '  >  on  a 


/(?)  = 


(5) 


y/i  —  /l-  sin'^i 
h  =  - 


^    IL 

«  =  o  ;  6  =  ! — 

in 


et  la  formule  (4)  d'Euier  devient 

r    '-^  - 


^  TT-EÂ-  sin  (  ^— ^  )  cos  (  - — -  \ 

I  \  ■'.  /(  /  \  2  «  / 

Notre  construction  graphique  nous  donne  la  somme 


I— A^si 


"•(e)] 


4« 


(7) 


;J 


La  formule  (6)  nous  enseigne  qu'il  y  faut  encore  ajouter  deux 
termes  (  —  ç,)  et  (  —  c,.,)  tels  que 


(8) 


^'"[/-'■■'-(K)"'] 
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et 

.  \  2  "■  /         \  2  n  / 

(g)  «■!=  i" 

Commençons  par  le  calcul  du  terme  ^o-  La  valeur  maximale  de  ;.> 
ne  peut  pas  surpasser  la  valeur  maximale  de  la  fonction 

T^  î  /;-  si  no  costs 
(lo) 


4  II-  1 51  (  I  —  /.-  sin-  o  )■- 

parce  que—  est  une   valeur  particulière  de  a.    On    voii   que  la 
dérivée  première  de  (lo)  se  réduit  à  zéro  loi-squ'on  a 


\/ 1  —  k-  sin 2  Ci  y/;iin-  o  — 

-  COf  2  -i 

/.V'3 

' 

cof-'f  =  ^:,  qi j:., ' 

(II")  \/i  —  X.-  siii-cp  =  \/9.  —  A-^qz  \/l;''  —  /:«-(-  I. 

On  voit  aussi  que  la  valenr  ma\nnale  de  (lo)  est 


(12)  \ — ^  ^  ma\  ' 

^        >  /,/<».  -2     ^/ j  [^  _  /,-2  _  A- V/'-'  -  /-  +  >  ] 


11  faut  prendre  ici  le  signe  (+)  devant  le  radical  \jk''  —  k-  -\-  1 
du  numérateur,  parce  qu'autrement  la  valeur  (12)  serait  imagi- 
naire. Il  faut,  au  contraire,  prendre  ce  radical  avec  le  signe  ( — ) 
au  dénominateur,  parce  qu'autrement  l'équation  (i  1)  donnerait  à 
y/i  —  A-  sia-'j  une  valeur  plus  grande  que  l'unité,  ce  qui  csl  im- 
possible. 

La  quantité  (12)  croît  avec  k  et  devient  très  grande  pour  les 
valeurs  de  k  voisines  de  i.  Il  faut  donc  abaisser  préalablement  le 
module  k  à  l'aide  de  la  transformation  de  Landen  si  k  est  voisin 
de  I.  Alais  la  quantité  (12)  décroît  très  rapidement  avec  k\  ainsi, 


-  ir9  - 

pour  A"  =  o,ç)6t'l  n^}-2,  la  valeur  maximale  de  ;^  ne  surpasse 
pas  o,oo3  839.  On  peut  donc  négliger  le  terme  ^2  pour  A<;o,9 
si  l'on  convienl  d'envisager  comme  négligeables  les  erreurs  qui 
ne  surpassent  pas  ^fj- 

Le  terme  ^1  devient  maximum  pour  p  ^=  n.  Mais  ce  maximum 
même  ne  surpasse  pas  0,0082  pour  A  =  o,3,  /?==  12  et  devient 
encore  plus  petit  pour  A'<;o,3.  Le  terme  Ç,  est  donc  aussi  négli- 
geable pour  A"  <  o,  3. 

Mais  pour  A"  >  o,3,  le  ternie  ^,  peut  prendre  des  valeurs  qu'on 
ne  pourrait  négliger.  Dans  ce  cas,  on  peut  facilement  corriger  la 
construction  donnée  au  n"  1.  Eu  efïel,  la  formule  (8)  peut  être 
présentée  sous  la  foinio 

(i3)  ?,=  ^[sec8-i], 

où  H  est  l'angle  ABO(/?''.  1)  correspondant  à  -j  =  —  •  Il  suflil 

donc  de  diminuer  les  0(/i ,  Of/o,  ...  obtenus  par  notre  construction, 

par  la  sousiraclion  des  longueurs  ~  [sec  9  —  i]  qu'on  construit 

aisément.  Ainsi,  par  exemple,  pour  corriger  oiig  on  mène  par  le 
centre  C  une  parallèle  à  la  bielle  correspondante  jusqu'à  la  ren- 
contre avec  la  tangente  au  cercle  menée  par  le  point  H  (Jig-  2); 
on  porte  la  longueur  pp'  =  sec 9  —  i  sur  le   côté  d'un  angle  égal 

a  -;-  )   construit  séparément,  a    partir  du    sommet,  et  I  on  trace, 

4/1  r  '  .      1  '  I 

en  prenant   sec9  —  1    pour  rayon,  un  arc  reiiconlrani  les  côtés  de 

l'angle  en /, /'.  Ou  aura  arc//'=  -^  (sec9 — i).    Il   ne  reste  qu'à 

I  «  ^  '  ' 

soustraire  1 1'  do  la  somme  o»,  4- o^/> -f-  .  .  .  +  o;/,.  =  Fl'„  poui- 
avoir //o  =  1- P(j  qu'on  |)oiie  sur  une  parallèle  à  l'axe  des  il.  On 
obtient  ainsi  les  poiiil^  \\,  1*5,  Pj,  ...  pour  la  conslruclion  du 
réseau. 

Ou  voit  sur  la  figure  .1,  (jiii  est  consiniite  pour  n  =  6,  A'  ^=  0,96, 
que  les  droites  Fo  P„,  F;;!'^,  ...  sont  parallèles;  cela  peut  faciliter 
la  construction. 

En   résumé,  on  a  la  règle  suivante  pour  le  calcul  grapbique  de 

r^  do    . 

I      r;:  SI  l'on  se  contente  de  la  division  du  rpiarl  de  cercle  C  en 


—  1^0  - 

12  parties  égales  :  i"  pour  /.■<;o,3,  on  exécute  la  conslrucllon  telle 
qu'elle  est  donnée  au  n°  ]  ;  2°  pour  o,9>  A'>>o,3,  on  la  cor- 
rige par  la  soustraction  des  longueurs  —  (sec9  —  1);   3°  ce  n'est 

que  pour  A' >  0,9  qu'il  peut  devenir  nécessaire  de  recourir  à  la 
transformation  de  Landen. 

Pour  corriger  l'erreur  commise  en  prenant,  sur  la  droite  MM' 

et  sur  l'axe  des  r,  la  corde  2  sin  ( -r-  )  au  lieu  de  —  i  il  faut  prendre 

la  longueur  TT  par  un  des  procédés  bien  connus  (par  exemple  par 
la  méthode  de  Kociiaiiskj  qui  donne  tï  avec  ajiproximation  de  un 
dix-millième)  et  l;i  diviser  en  24  parties  égales. 

3.    l'oin-  la   construction   de   l'intégrale   elliptique  de   seconde 

espèce  /      A»  d'v,  il  faut  porter  les  longueurs  -^  sur  les  bielles  et 

prendre  la  somme  de  leurs  projections  sur  la  droite  MM'. 

Notre  procédé  graphique  est  basé  sur  la  simplicité  de  la  con- 
struction de  la  fonction  y'i  —  A-  sin-tp  et  de  la  division  de  d-f  par 
celle  fonction.  Cela  permet  aussi  de  construire  l'intégrale  ultra- 
ellipliqiie  de  la  forme 


Jq     v''('"i  —  ■î')('"2 — x)(  1113—  or)  ...  (nij — x ) 

dans  laquelle  toutes  les  racines  /;;,,  ni-^,  ...,  inj  sovl  réelles.  En 
effet,  posons  a:  ^  sin-»  ;  il  s'cjisuil  f/a' =  2  sin»  cos»  f/ts.  Posons 

A^  —  _i._,         /t?  =  _î_ ,  .  •  • ,         /,■■'  =    '    ■ 

'       '"1  '       nia  ■'       '"y 

Alors  l'intégrale  U  prend  la  forme 

,,  ,    ,  ,     r  sinco  costsc?o 

U  =  2  /l'i  A-; .  . .  kj  j  ■     ^ — . 

•^0     /' — X:  j  sin-!f  /i  —  /ij  sin^-^  .  .  .  \/i — AJ  sin-tp 

,  .      ,  sin  tp  COSO  rfo         ,  ,  1         i-rr-.  11 

La  quantité '         ' — -  n  est  autre  chose  que  la  dillercntielle 

v/i  —  k'I  sin'^y 

de   la   fonction    y/i  —  A";' sin-'J  =  cos  9, .    Ainsi    la    différentielle 

sintp  coscp  df>  .    a.        r      -i  •  ,         ■  ■        r 

■        \    ^    peut  être  lacilement  construite;  c  est  le  premier  fac- 
y  I  —  A\  sin^tp 
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leur  ([iil  figure   sous  le   signe  de  1  inlégrale  proposée.   11  faut   le 
diviser     successivement     par    les    radicaux    y/i — A':,  sin-ca,     ..., 


^/i  —  Aj  sin-'j  pour  obtenir  la  dinTérenlielle  à  intégrer.  Celte  divi- 
sion peut  se  faire  par  une  construction  analogue  à  celle  donnée 
au  n"l.  11  faut  seulement  avoir  soin  de  prendre  pourcliaque/i  des 

bielles  de  différentes  longueurs,  telles  que  m,,  ni-2.  nij nij. 

Je  crois  que  cette  méthode  graphique  pourrait  être  utile  aux 
ingénieurs,  parce  qu'elle  est  tout  à  fait  élémentaire  et  donne, 
cependant,  plusieurs  valeurs  consécutives  des  fonctions  elliptiques 
à  l'aide  de  constructions  rapides. 


SUR  LES  GROUPES  LINÉAIRES,  RÉELS  ET  ORTHOGONAUX; 
Par  M     Li'Ojn  Altoivwe. 

Considérons  un  groupe  G.r  de   substitutions   linéaires  /(-aires, 
de  déterminant  un  [j,  A—i,  2,  .  . .,  /;], 


=      -^y^Oy-t 


!^yA[.r,J|  =  |.rA[:r]|. 


Supposons  que  les  substitutions  A  soient  :  i"  réelles,  les  coeffi- 
cients «yt  étant  réels;  2°  orthogonales,  admettant  pour  invariant 
absolu  la  somme  des  carrés  des  variables.  On  dira  que  G^-  est  un 
groupe  linéaire  réel  et  orthogonal. 

Changeons  de  variables,  en  posant  symboliquement  x  ^=  '"[']) 
c'est-à-dire,  en  notation  ordinaire, 

Le  nouveau  groupe  F,,  qui  est  dailleurs  /■"  'Gr,  n'est,  en  géné- 
ral, plus  ni  réel,  ni  orthogonal.  F,  n'est  cependant  pas  quelconque, 
car,  pour  un  changement  convenable  de  variables,  t  =  r~'[a:],  il 
redevieul  réel  et  orthogonal.  J'exprimerai  plus  brièvement  cette 
propriété  en  disant  que  F,  est  réalisable  et  admet  la  substitu- 
tion /■  pour  râalisanle. 
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Quelles  sont  les  condilions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'un 
groupe  n-aire  Te  soit  réalisable? 

La  présente  Noie  fournit  la  réponse  complète  à  la  question. 

Mon  Mémoire  Sur  VHermilien  {Rendiconti  du  Cercle  Ma- 
thématique de  Palerme,  1902)  contient,  sur  les  substitutions 
linéaires,  des  considérations  d"où  la  solution  de  notre  problème 
se  déduit  assez  simplement.  Je  vais  me  référer  très  fréquemment 
à  ce  travail;  j'y  renverrai  pour  la  notation  [loc.  cit.,  n"  7),  par 
exemple. 

Rappelons  brièvement  les  principales  théories  dont  on  va  faire 
usage. 

Soit  une  matrice  ou  Tableau  de  n-  coefficients, 


\j.  '< 


rt,i      ...     rt, 

A  =  [ajic\  =1      \  èe  rléterminanl  |Â|  = 

\   rt,„      .  .  .     <i„,t     ' 

La  matrice  A' =  [0*7]  est  la  transposée  de  A.  'g  étant  la  conju- 
guée de  l'imaginaire^,  on  pose  A^  XP-jh^  {loc.  cit.,  n"  l).j 

La  matrice  A^définit,  sans  ambiguïté  [loc.  cit.,  n° '2),  une  forme 
bilinéaire 

et  une  substitution 

I  àfj     \ 

La  matrice 

1     o 

o      l 


définit    la   forme    bilim'aire  V.[.r,  y)  =  ^^.ry  et  la    subslilulion 

unité. 

La  même  lettre  A  peut  désigner  la  matrice,  la  forme  bilinéaire  et 
la  substitution.  Les  formules  du  calcul  symbolique  (Froueî«[US, 
/.  /'.  /•.  a.  a.  7».,  t.  8i,  p.  i)  sont  ainsi  susceptibles  (loc.  cit., 
n"  i)  d'une  triple  interprétation. 


—   123  — 

Si  l'on  pose  x  =  L[^],  y  ^  M['i],  les  l'onucs  bilinéaires 

K(,x,y)     et     A(.r,  .r) 

deviennent  respeclivenient  (/oc.  cit.,  n"  o) 

M'AL(ï,  7-,)     et     i7AL(c,1). 

Une  matrice,  forme  bilinéaire  ou  siibsliuilion,  A  est 

symétrique,  si  A'=A; 

réelle,  si  A  =  A; 

orthogonale,  si  A'A  =  E; 

unitaire,  si  A'A  =  E; 

enfin    hermitienne.  si  A'=A, 

l'expression  A(jt,  x)  devant  être,  de  plus,  dans   ce   dernier  cas, 
un  herniitien,  c'est-à-dire  toujours  positive. 

Les  matrices  réelles,  orthogonales  ou  unitaires  forment  évi- 
demment un  groupe  réel,  ortiiogonal  ou  unitaire. 

Si  A  est  hermitienne,  il  existe  (^loc.  cit .,  n°  2o)  une,  et  une  seule, 
jl 
hermitienne  «  =  A"  telle  que  rt-^  A.  Si  un  groupe  G  admel  pour 

invariant  absolu  un  hermitien  H(.z',  x  ),  le  groupe  transformé 

par  i'Iiermitienno  H   "  est  unitaire  i^loc.  cit.,  n"  31). 

Tout  cela  rappelé,  voici  la  proposition  cpii  résout  le  piobléme  : 

TuÉonÈMiî.  — •  Pour  quun  groupe  n-aire  Yc  puisse,  par  un 
choix  convenable  de  variables,  être  rendu  réel  et  orthogonal, 
les  conditions  suivantes  sont  nécessaires  et  sursautes  : 

I.  Te  possède  deux  invariants  absolus,  un  hermitien 
H(<,  t)  et  une  forme  r/uadralitiue  n-aire 


[Pjk  =  Pkj  I  P  =  ^/'y*  'j  Ik 

II- 
1. 

II.  r,  ayant  été  rendu   unitaire  \en   le   transformant  par 


de  déterminant  un. 
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l'Iierniitleiine  H   "j,  dans  V expression  Iransformép  1'  la  ma- 
trice P  =  [/?jVf]  symétrique  est  unitaire. 

Si  r,  possède  plus  d'une  réalisante,  les  divers  groupes  Gj, 
©,-,  ...  réels  et  orthogonaux,  auxquels  on  ramène  F,,  sont  les 
transformé.;  l'un  de  l'autre  par  des  sub.-.litulions  réelles  et  ortho- 
gonales. On  peut  donc  ne  pas  cons'dérer  Gj,  ©y-,  ...  comme 
distincts.  Il  suffira  de  se  procurer,  d'une  manière  quelcoiupic, 
une  seule  réalisante. 

Je  conitruis  effectivement  cette  dernière  dans  le  cas  particulier, 
assez  étendu  du  reste,  où,  dans  le  groupe  F,,  une  substitution  A 
au  moins  a  toutes  les  racines  de  son  équation  caraclérisli(|uc 

|pE-\|  =  o 
distinctes. 

Un  résumé  des  présentes  recherches  a  été  inséré  aux  Comptes 
rendus  de  l'Académie  des  Sciences  du  17  mars  1902. 

Je  passe  maintenant  à  la  démonstration  du  théorème. 

1.  Je  ne  considère  pas  comme  distincts  deux  groupes  réels  et 
orthogonaux,  transformés  l'un  de  l'autre  par  une  suhslilulion 
réelle  et  orthogonale. 

Je  nomme  réalisable  tout  groupe  «-aire  cpii  devient  réel  et 
orthogonal  après  transformation  par  une  substitution  réalisante 
convenablement  choisie.  Je  vais  poursuivre  la  construction  des 
groupes  réalisables. 

2.  Lemme  1.  —  Des  trois  propriétés,  réalité,  unilarité,  ortlio- 
gonalité,  que  possède  éventuellement  une  matrice  A,  deux 
quelconques  assurent  toujours  la  troisième. 

En  effet,  des  trois  relations 

A       =  A,     réalité, 

AA  =  li,     oilhogonalité, 

A'A  =  E,     iinitaiilé, 

deux  quelconques  assurent  toujours  la  troisième. 

Lemme  II.  —  Toute  matrice  est  le  produit  d'une  unitaire 
par  une  hermitienne. 
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Soit  la  matrice  A.  La  matrice  A' A  est  hermitienne  [loc.  cil., 
11°  27)  et  sa  racine  carrée  h  (loc.  cit.,  n"  25)  aussi  est  hermi lionne. 
On  a 

A'A  =  h-         cl         /(-'  Â'A  /i-'  =  E         ou         (  A/i-'/A/f-i  =  E. 

La  matrice  Ah~'  =  u  est  donc  unitaire  et  il  vient 

A  =  It/l.  C.    Q.    F.    D. 

On  a  du  reste  aussi 

A- '  =  /(-' M-'. 

/i~'  est  hermitienne  (loc.  cit.,  n"  2i)  et  u~'  est  unitaire.  On  peut 
donc  dire  aussi  que  toute  matrice  est  le  produit  d'une  liermi- 
tienne  par  une  unitaire. 

3.  Considérons  maintenant  un  groupe  F,,  exprimé  en  n  va- 
riables l,,t-i,  .  .  .,  t,i-  Par  Iijpotiu'se,  F,  est  réalisable  et,  posant 

t  =  /-i[.r], 

on  a  un  groupe  G.r,  exprimé  en  n  variables  x,,  . . . ,  t„,  lequel  G^ 
est  réel  et  orthogonal.  La  substitution  /"'  sera  dite  réalisante. 
Gx,   étant  réel  et  orthogonal,  admet  deux  invariants  absolus, 
savoir  : 

L    L'hermitien   Eyx,x)  =  ^^.rx  (car  toute  substitution  de 

Gx,  étant  réelle  et  orthogonale,  est  aussi  unitaire,  par  le  lenime  I 
du  2")  ; 

IL    Le    polynôme    quadratique   ^(x,  x)  =  ^  x'-. 
En  vertu  de  la  relation  précédente 

t  =  r-'[x]         ou         x=rlt], 

l'hermitien  E  [x,  x)  devient  l'hermitien  /' /•  ( t,  t)  et  le  poh'nome 
quadratique  E(ar,  x)  devient  le  polynôme  quadratique 

où  P  désigne  la  matrice  symétrique 

I  A-,  y  =  I,   2,    .  .  .,    rt  j  P  =  [/>;/,  J  =  [p^.j]. 
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4.  Nous  pouvons  donc  énoncer  le  résultai  sulvanl  :  Tout  groupe 
réalisable  Tt  possède  deux  iinarianls  absolus,  un  hermitien 
et  une  j orme  quadratique. 

Cherchons  si  la  réciproque  est  vraie. 

5.  Je  dis  que  l'on  peut,  sans  restreindre  la  généralité,  n'cnvi.. 
sager  que  des  groupes  réalisables  F,  unitaires. 

/•  étant  une  réalisante,  jiosons,  conforniéinent  au  lemme  II  du 

n°2, 

7-  =  uh. 

L'invariant  aljsolii  licrmitien,  qui  est,  d'après  le  n"  3,  r' r\t,  t)-, 
devient 

Transformons  Ff  par  riiernijlienne  h~'.  L'herniitien  /i-{/,  t)  de- 
vient l'iiormilien  E( t,  f)  et,  par  consérpient,  Ff  devient  unitaire. 

C'est  ce  que  je  supposerai  toujours  dorénavant. 

Cela  revient  à  supposer  unitaires  la  réalisante  /•,  pour  que  /'  r 
puisse  être  identique  à  E,  et  aussi  la  matrice  symi'lriqur  P  :=  /■'/• 
(noS). 

6.  Nous  allons  montrer  que  tout  groupe  unitaire  F,  qui  admet 
pour  invariant  absolu  une  forme  quadratique 


1 


Pjktjtic, 


Pjl.   =  Plcj. 


où  la  matrice  symétrique 


[Pjk] 


est  unitaire,  est  réalisable. 

11  suffira  évidemment  de  construire  une  réalisante. 

Celle  proposition  est  bien  la  réciproque  de  celle  du  n"  4,  car 
le  second  invariant  absolu  est  déjà,   par  unitarité,    l'hermitien 

E(t,'t). 

7.   La  matrice  unitaire  symétrique  P  admet  une  canonisante 
(lac.  cit.,  n°  22)  unitaire  X  et  a  pour  forme  canonique  Po, 

P   =)-'P„X, 
où  \cj\  =  I  {loc.  cit.,  n"  20,  in  fine). 
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Mettons  en  évidence  les  Cj  égaux;  on  écrira,  j  =  y/ —  i , 

Cl  =  c,  =  Cj  =  .  .  .  =  e,„  =  e'9, 
Cotj.1  =  c„,-H2  =  . .  .  =  c„,+„j'  =  e'4', 
c„i+,„'+i  =  .  . .  =  c,„^,„'H_,„»=  e'"^, 


Q,  A,  to,  ...  éianl  des  arcs  réels,  tous  distincts,  compris  entrr  o 
et  21t. 

On  vérifiera  sans  peine  la  proposition  suivante  : 

Lemme.   —   Pour  qu'une  substitution  n-aire   A  soit  échan- 
geable à  Po,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 

A  =  L,„L„,L,„-..., 

où    L,„,   L,„',   L,„-,    ...    sont   respectivement   une   ni-aire,    une 
m'-aire,  une  m"-aire,  ...  quelconques,  effectuées,  savoir,  res- 
pectivement, 

L,„      sur     ?),     <2,        ....     /,„  ; 
L„,'      sur      /,,,-n,  ....      Im+m'', 

L,„"      sur      /„,^_,„--H,,       ....      t,„-t.,n'+m'', 


Ce  lemme  résulte  immédiatement  de  théories,  bien  connues, 
de  M.  Jordan. 

8.  Sont   symétriques   :   P  par  hypothèse  et  Pq  comme  cano- 
nique. Il  vient  (n°  7) 

P  =  X-ip„X  =  P'=  X'PoX'-',        Po  =  XX'Po(XX')-'; 

Wv'  est  échangeable  à  Po  et  l'on  écrira 

A  =  XX', 

A  ayant  l'expression  qui  figure  au  lemme  du  n"  T. 

9.  Considérons  maintenant  la  canoniiaic  unilaiee 

eo=\tj,      djljl 


-  1:28 
où  (voir  n"  7) 


iî 

di  =  d,=  ...  =  dm  =  e  2  , 

'± 

d,„  +  l  =  l-lm+i  =    .  .  .  =  d,i,  +  m'  =  e  2  , 
d„,+,,i'+t  =  .  .  .  =  d„,  +  ,n+m"=  e~^, 


O        y       (I) 


soiil  tous  métaux 


On  a  évidemment  ("Jj;  ==  l',,  et  A  est  échangeable  à  Bq. 

Posons 

e  =  X-ieo)..     comme     P  =  À-'PoX; 
on  a  aussi 

e'-=  1>. 

Je  dis  que  0  est  symétrique. 
Considérons,  en  eflel, 

0'e-'=  X'0oX'-'X-i0û'X  =  X'eoA-'eô'X 

et,  comme  A=X)/  est  écliangcable  à  0„, 

0'e-i  =  X'.V-' X  =  E     ei     6' =6.  C.Q.F.D. 

10.  On  reprendra  donc  un  groupe  unitaire  F^  ayant  pour  inva- 
riant absolu  quadratique  l'expression 

où  la  matrice  unitaire  symi'lri(|iie  V  =  0-. 
Posons 

(  =  e-'[jj    ou   .i:  =  e[<]; 

Tt  se   transforme  en   un  groupe  unitaire  G^,  lequel  admet  pour 
invariant  quadratique  l'expression 

e'-'P0-'(a?,  a:)  =  e-'02  0-'(a?,  x)  =  'S.{x,x)='^x^. 

Gx  est  orthogonal;  il  est  déjà  unitaire,  donc  (lemme  1  du  n"  2) 
Ga;  est  réel.  Ff  est  réalisable  et  0  est  une  réalisante. 

11.  Nous  avons,  au  n"  5,  rendu  F,  unitaire,  en  le  transformant 
par  l'bermitienne  /t~',  h  étant  la  racine  carrée  de  son  herniitieu, 
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invariant  absolu, 

H(^/)=P7•(^7). 

Nous  pouvons  donc  résumer  toute  la  discussion  précédente  dans 
lin  théorème  qui  est  la  proposition  annoncée  au  commencement 
du  présent  travail. 

Thégrè^ie.  —  Pour  qu  un  groupe  n-aire  T^  puisse,  par  un 
choix  convenable  de  variables,  être  rendu  orthogonal  et  réel, 
les  conditions  suivantes  sont  nécessaires  et  sujffisantes  : 

1°  Tr possède  deux  invariants  absolus,  un  hermiticn  H(<,  /) 
et  une Jorme  quadratique  n-aire,  de  déterminant  un, 

P  =  ^Pjk  <j  'k,      Pik = Pkj  ; 

2"  r,  ayant  été   rendu    unitaire  [en    le    transformant  par 

l'hermitienneW  -Jdans  l'expression  transformée,  V,  la  ma- 
trice n-aire  symétrique 

V  =  [pjk] 
est  unitaire. 

12.  r,  satisfaisant  aux  conditions  du  (iiéorème,  nous  avons 
construit  la  réalisante  (-),  laquelle  est  connue  dès  qu'on  possède 
la  matrice  P  et  une  de  ses  canonisantes. 

Existe-l-il  pour  Te  encore  d'autres  réalisantes? 

Supposons  qu'il  en  existe  deux,  /•  et  s,  de  façon  qu'en  posant 

^  =  '■[']>      y  =  s[i], 

on  obtienne  deux  groupes  Gj.  et  03, ,  tous  deux  réels  et  orthogo- 
naux. 

On  aura  (n"  3) 

\>{t,t)  =  r'r(t,t)  =  s's{t,l),         /•■-'s'i/-i  =  (.vr-i)'s7--i  =  i; 

la  matrice  M  =  i/--'  est  orthogonale.  D'ailleurs,  _;'=  i<[j;]. 

Je  dis  que  u  est  réelle.  Il  suffira  (lemme  I  du  n°  2)  de  montrer 
que  u  est  unitaire.  Or,  cela  est  évident,  car  u,  transformant  l'un 
dans  l'autre  les  groupes  réels  et  orthogonaux  Gx  et  ©,-,  transforme 

Tun  dciiis  Tautre  les  deux  lierniiticns  E(  x,  x),  et  E  {y,  y). 
XXX.  9 


u  étanl  réelle  el  orlliogonale,  les  groupes  Gel©  ne  sont  pas 
dislincts  (n"  1). 

Il  est  donc  inutile  de  chercher  d'autres  réalisantes  que  0. 
Il  suffira  même  de  se  procurer  une  réalisante  /•  quelcontjue. 
La  manière  la  plus  simple  d'avoir  r  est  de  poser  x  =  r(^l)  de 

façon  nue  l'expression  ^^x-  s'identifie  avec  le  poljnome  quadra- 
tique Pen  /,,  ...,  tn-  /',  bien  entendu,  doit  être  unitaire. 

Alors,  en  effet,  en  transformant  Yt  par  /■"',  on  a  un  groupe  G^ 
qui  est  unitaire,  commeFf,  et,  de  plus,  orthogonal;  donc,  Ox  est 
aussi  réel. 

13.  Le  calcul  effectif  d'une  réalisante  unitaire  ne  présente  au- 
cune difficulté  dans  un  cas  particulier,  assez  étendu  du  reste. 
C'est  lorsque  le  groupe  réalisable  unitaire  Ti  possède  au  moins 
une  substitution  A,  pour  laquelle  l'équation  caractéristique 

/(<p)=|pE-A|  =  o 

a  ses    n  racines  distinctes.  Le  polynôme  y  (p)  est  évidemment  à 
coefficients  réels. 

Ces  racines  sont,  par  unitarité,  de  la  forme  e'".  A  cause  de  la 
réalité  du  polynôme  / (p),  s'il  y  a  une  racine  e"*,  il  y  aura  une 
racine  e~'".  Tous  les  arcs  réels  a  et  — a  sont  distincts.  Aucun 
d'eux  n'est  égal  à  tï,  car  l'équation  caractéristique,  en  vertu 
de  |A|  =  i,  possède  la  racine  — i  avec  un  degré  pair  de  multi- 
plicité. 

Nous  supposerons  A  mise  sous  forme  canonique  et  nous  distin- 
guerons deux  cas  : 

Il  =  liflj        =  pa'"", 
H  =  2//1  -i-  I  =  impair. 

14.  Prenons  n=  im.  Eu  égard  à  ce  qui  vient  d'être  dit,  on 
peut  écrire 

.     \yi  y !<:'''■'   I        , 

A  =  /  —  !,■>.,...,  m 

OÙ 

'i  =  7i.       '■2=-i,       h  =  .}'■!,       'i=-2,        ...; 

les  arcs  a  sont  tous  dislincts;  aucun  d'eux  n'est  ni  o  ni  -. 

Le   polynôme  quadraticpie  P  est   un  invariant  absolu   vis-à-vis 
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de  A.  On  vérifie  de  siiile  que 

P  =  l'^p/y/zi 
/ 
el  l'on  a  la  matrice  symétri(|ue 


Par  lijpolhèse, 


>  =  ipi  =  (->)'"  JX/''- 

(0  f[/>;  =  (-■)'". 

Par  iinilarilé  on  a,  par  no  calcid  lacile, 
/  \Pt\-        o        

p'f'  =  (    o    i/>,r-  

^   \p4'   ••• 

(2)  /)/=  e''^(, 

Tnt=  arc  réel  compris  entre  o  et  2tu.  Eu  égard  à  (1),  on  a 

2  ^nT/= /WTT  =  2  M-,         M  =  entier. 

15.   Introduisons  maintenant  une  Iransfornialion 

t  =  q[x],  \q{  =   I 

en  posant 


v/2  '      '  '       1/2 

La  condition  |y|  =  i  donne 

(3)  f[i^;  =  >, 

et  l'unitarité  donne,  par  un  calcul  aisé, 
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Le  polynôme  P  devient 

l 
q  est  une  réalisante  dès  que  P,  est,  à  un  facteur  constant  K  près, 
la  somme  des  carrés   des  variables  x  et  x'  (n°  12).  Il  faut  donc 
déterminer  les  paramètres  [jl  par  la  condition 

(4)  K  =/)/,af  =  e'toi+2?i'; 
sous  le  bénéfice  de  (3),  (4)  donne 

et,  eu  égard  à  (i), 

(5)  K^».  =  (_,)«.. 

Si  m  est  pair,  on  prendra,  pour  avoir  (4), 


Si  m  est  impair,  on  prendra,  à  cause  de  (4), 

La  réalisante  est  construite. 

16.   Supposons  enfin  que  n  est  impair,  n  =  2/n  +  i . 
On  écrira,   eu  égard  aux  explications  du  n°  13,  et  remarquant 
<iue  I  est  racine  de  l'équation  caractéristique, 


yt   yie">-i 


l  =  i,  2,  .  .  .,  m, 


y,  =  f,,  5|  =  <2,  j)'2  =  '.Il  •  •  •  ;  les  arcs  réels  a  sont  tous  distincts, 
compris  entre  o  et  2tc  et  7^  o,  a  u  ou  ir. 

Comme  au  n°  14,  on  voit  que  le  polynôme  P  est 
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la  matrice  P  est 

,    /)o     o       0        ■  ••    \ 

p=(  "  "  ^'  ■ 

\       o     /),     o        •■•      /■ 

I=|l'l=/'o(-l)'«JJ/'', 
/ 

(6)  fj/*/- =  (-■)'" /'»'• 

/ 
Par  unilarité, 

'  =P<,P<i—  \Po\-=P/Pi=  \pi\-, 

les  arcs  ra  étant  compris  entre  o  et  271.  Eu  égard  à  (6). 
rao+ 2  ^BT/=  niTT -H  ïM-::,         M  =  entier. 

17.    Iniroduisons  maintenant  tine  transformation 

t  ^  q[x\.  q\  =  i, 

en  posant 

'0=  V-oX\, 
xi  ■+-  ix'i  ixi  H-  x'i 

La  condition  |y|  =  i  donne 

(7)  '=[^oi~[:"'''  r[''''=''^»'- 

L'unitarité  donne 

1  =  [lO  (iO  =  I  f^o  I-  =  [^/  jJt/  =  I  |J-/ 1-, 
I  F^o  I  =  I  Hi/|  =  •  ;         1^0  =  e'%,         ;/./  =  e?i'. 

Le  poljnome  P  devient 

Pi  =  Pa'A^l^  i'^Pi'yii-r'}-^  ^x'i)- 
i 

q  est  une  réalisante  dès  que 

(^8)  Pu  \>-l  =  ipi  JJ-I  =  e'  ''o+î^al  =  te'(ra,+25i,i_ 


-  \u 

Eti  égard  à  (6)  et  (7),  il  vient 


H'     n- 


/>;"  H's    =  '"'  i-'o  '  j[  j[ Ph       '"' j^  I  p/  =  Po 

<9)  ipol^l)-'"*''  =  1- 

On  prendra  pt,  aj^  =  i ,  et,  pour  siilisfalre  à  (8), 


18.  Si,  dans  loule  subslilution  du  groupe  réalisal)le,  )"cqualion 
caractéristique  a  des  racines  multiples,  le  calcul  d'une  réalisante 
est  analogue,  mais  beaucoup  plus  compliqué. 


SUR  LES  PROPRIÉTÉS  ARITHMÉTIQUES  DES  FONCTIONS 
ENTIÈRES  ET  QUASI   ENTIÈRES; 

l'ar     M.     EDMOîin     Maillet. 


Les  polj'nomes  F(a:)  à  coefficients  rationnels  jouissent  de  di- 
verses propriétés  que  l'on  pourrait  chercher  à  étendre  aux  fonc- 
tions entières  et  fjuasi  entières  (').  Ainsi  : 

1°  Le  produit  de  deux  polynômes  à  coefficients  rationnels  a  ses 
coefficients  rationnels; 

2"  Si  X  est  rationnel  on  algébrique,  F(j;)  l'est  également; 

3°  Si  b  est  rationnel  ou  algébrique,  ¥{x  -\-  b)  =  o,  ordonné 
suivant  les  puissances  croissantes  de  a",  a  ses  coefficients  ralion- 
nels  ou  algébriques. 

Dans  quelle  mesure  ces  pro|)riétés  existent-elles  pour  les 
fonctions  entières  _ou  quasi  entières?  Nous  ne  prétendons  pas 
traiter  ici  la  question  d'une  façon  absolument  générale.  JNous 
pourrons  néanmoins,  par  des  exemples  suffisamment  étendus, 
basés  surtout  sur  la  considération  des  fonctions  quasi  algébriques, 


(')  Pour   la    signification    di?    ce    mo\.,  voir   notre    Communication   du    17  fé- 
vrier 1902  à  l'Académie  des  Sciences. 
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mcllre  en  lumière  la  tlilTi'ioiifc  protoiide  (]tii  oxisle  aiithmcli- 
quemenl  entre  les  trois  catégories  de  fonctions  :  polynômes, 
fonctions  entières,  fonctions  quasi  entières. 

Dans  les  exemples  que  nous  indiquons,  si  l;i  première  propriété 
peut  subsister  pour  les  fondions  entières,  les  deux  antres  ne 
subsistent  pas.  Enfin,  aucune  n'est  vraie  pour  les  fonctions  quasi 
entières. 

Nous  terminons  en  nioiilrani  qu'il  y  a  une  infinité  de  fractions 
continues  non  algébriques  dont  l'ensemble  a  la  puissance  du  con- 
tinu et  qui  sont  racines  d'équations  de  la  forme 

1  -t-  ^K  c„.r"  =  o, 
1 

où  lesc,,  sont  rationnels  et  décroissent  suffisamment  vite  avec  n  ('). 
il. 

FONCTIONS    liNTnÏRES. 

Considérons  la  fonction  entière  e'' —  a  où  a  est  rationnel.  On 
sait,  d'après  les  théorèmes  d'Hermite  et  de  M.  Lindemann  sur  le 
nombre  c,  que  e^,  par  suite  e^^  a  ne  peut  être  algébrique  que 
si  a;  est  transcendant  (').  Donc  les  racines  de  c'' — «  ;=  o  sont 
transcendantes.  11  y  a  là  une  véritable  réciprocité. 

De  même  c'''+*  =  r'' (  i  -{--  -\-—^  -\-  .  .  .  j  a  tous  ses  coefficients 
transcendants  si  6  est  rationnel  ou  algébrique.  Enfin,  les  racines 
d'une  fonction  entière  peuvent  être  rationnelles  sans  que  ses  coef- 
ficients le  soient.  Exemple  : 


(  '  )  Un  résume  de  ta  présente  Note  a  élé  communiqué  à  l'Académie  des  Sciences 
(ig  mai  1902).  Sa  lecture  exige  seulement  la  connaissance  du  Cours  d'Analyse 
de  l'École  Polytechnique,  de  notre  Noie  du  Journal  de  Mathématiques  (1901) 
sur  les  équations  Iransccndantcs,  et  de  notre  Métmiire  des  Acta  niathematica 
(1902)  sur  tes  nombres  c  et  7:  et  les  équations  iranswndanles.  On  peut  rapprocher 
avec  intérêt  de  ce  qui  suit  diverses  Noies  de  M.  P.  Slaeckel  (Math.  Ann.,  l.  46, 
p.  5i3,  Comptes  rendus,  •»-■?.-  mars  >^'M-  cl  Jahrh.  der  Deuts.  Mat.  ter.,  t.  XI, 
1903). 
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Considérons  de  la  même  manicre  une  fonclion  quasi  algébrique 

0 

OÙ  \an  I  est  limité  et  où  t,,  croît  suffisamment  vile  avec  n,  a„  et  /„ 
étant  entiers  :  c'est  ce  que  nous  pouvons  appeler  une  /onction 
X(x)  quasi  algébrique.  Si  :r  est  rationnel,  X(t)  est  transcen- 
dant :  les  racines  de  X(x)  =  o  sont  donc  irrationnelles  :  nous 
savons  déjà  d'ailleurs  qu'elles  sont  transcendantes  (  ').  Il  j  a  encore 
là  une  véritable  réciprocité. 

On  en  conclut  (|ue  la  deuxième  et  la  troisième  des  propriétés 
des  polynômes  indiquées  au  §  I  ne  subsistent  pas  ici. 

Au  contraire,  il  est  très  possible  que  la  première  proprit'té  sub- 
siste, à  condition  de  définir  avec  précision  la  divisibilité  des  fonc- 
tions entières.  En  tout  cas,  le  produit  de  deux  fonctions  entières 
à  coefficients  rationnels  est  évidemment  une  fonction  entière  à 
coefficients  rationnels. 

III. 

FONCTIONS    QUASI  ENTIERES. 

Nous  allons  voir,  au  contraire,  qu'aucune  de  ces  trois  pro- 
priétés ne  paraît  subsister  pour  les  fonctions  quasi  enlièrcs  que 
nous  avons  surtout  en  vue  ici. 

Nous  allons  d'abord  établir  le  tbéorème  suivant  : 

Théorème  I.  —  Soil  l'équation  réciproque 

oii  a  est  rationnel,  et  f{z)  est  une  fonction  entière  ii  coeffi- 
cients rationnels.  Par  la  transformation  u  =:  z-{-  -on  obtient 

l'équation  équivalente  ■i{u)  =  a,  oit  o(")  est  une  fonction 
entière. 

i"  Si  f{z)  =  c',  îfl  a  tous  ses  coefficients  transcendants; 
2°  Si  f{z)  est  une  fonction  X(x),  c'est-à-dire  une  fonction 

(')  En  sorte  que  si  |  est  algébrique,  X(ç)  est  transcendant. 
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entière  à  coefficients  0,1^=  j-  rationnels ,  et  si  |.?„|  =  <:■„,  les  t„ 
étant  donnés,  on  peut  toujours  choisir  un  mode  de  croissance 
des  insuffisamment  rapide  pour  cfue  'f  («)  ail  tousses  coefficients 
transcendants. 


Posons 


L'équation  (i)  devient 

(2)  f{u-h\/u^—i)+/(u  —  ^iû—i)  = 


Le  premier  membre,  si  l'on  pose  y/«- —  i=J')  ne  change  pas 
quand  on  y  change  y  en  — y.  Ce  sera  donc  une  fonction  paire 
de  y,  par  suite  une  fonction  bien  déterminée  de  u  et  n'ayant  qu'une 
valeur  pour  chaque  valeur  de  u,  c'est-à-dire  une  fonction  mono- 
drome.  Le  premier  membre  ne  devient  infini  que  pour  ^  =  o  ou  oc, 
c'est-à-dire  a  =  00;  c'est  donc  une  fonction  entière  de  u  ('). 

L'équation  (2)  est  une  équation  entière 

(2*")  ç(k)  =  a 

équivalente  à  (1)  grâce  à  la  transformation  :  -^  -  =  u. 

Mais  cette  équation  (2*")  n'aura  probablement  pas  ses  coeffi- 
cients rationnels  ou  même  algébriques  en  général.  INous  citerons  à 
cet  égard  deux  exemples  : 

."  /{^)  =  e=; 

(1)  devient 

i. 

e--i-  e-  =  a; 

(p(K)  =  e""*"'"'-'  -f-  g"-v'i'-i  _  2e"  cos/i  —  m'=  le"  'i{u) 

u  u^ 

=  9  (o)  -h-  "'(o)  -+-  —  o"{o)  -h  .  .., 

('  )  La  transforma  lion  z  +  -  —  u  rejette  les  points  critiques  de  (1)  à  l'infini. 
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o(o),    tp'(o),  .  .  .    seront   évidcnimeiil  des  fondions   linéaires    à 
coefficients  rationnels  de  cos  i  et  siii  i .  Ainsi 

tp(o)  =  2  COS  I, 

<b'(o)  =  [ae"  'i(î(  )  -1-  2e"  '!'((/ )]„=o  =  "i'^io)  =  2  cos  i, 


D'une  inani(Te  générale 

'i<*'(î()  =  2  e"  ih(  Il  )  +  2C|.e"  i\i' (  Il )  -h  .  .  .  -t-  ie"  (!<<*■'(  «) 
et  '  '  ' 

ç.'*"'  (  O  )  =  2  '{/  (  O  )  -+-  .  .  .  =  2  cos  I  -H  .  .  .  . 

chacun  des  ternies  du  dernier  membre  contenant  en  facteur  cos  i 
ou  sin  1  multiplié  par  un  nombre  rationnel;  c'*  (o)  n'est  d'ail- 
leurs pas  nul  en  général,  sans  quoi  tp(")  se  réduirait  à  un  poly- 
nôme, ce  c|ui  est  absurde,  o"'  (o)  est  alors  de  la  forme 


A  et  B  étant  rationnels  et  l'un  des  deux  ^  o. 

Les  coefficients  de  c5(</)sont  alors  tous  transcendants.  En  effet, 


ne  peut  être  algébrique,  car  e'  le  serait,  ce  qui  est  impossible,  d'après 
M.  Lindemann,  puisque  «  Test;  sin  i  =^/i  —  cos-i  est  transcendant 
ainsi  que  A  cos  i  -f-  B  sin  i ,  sans  cpioi  cos  i  serait  algébrique.  Donc 

■!— T-j —  est  algébrique. 

Ceci  démontre  la  première  ])arlie  du  ihéorème. 

2°  Ce  qui  précède  n'est  pas  un  cas  unique  :  nous  allons  mon- 
trer que,  dans  un  cas  très  étendu,  l'équation  (a*")  a  ses  coeffi- 
cients tous  transcendants,  bien  que  l'équation  (i)  ail  ses  coeffi- 
cients tous  rationnels. 

Soient 

f(z)  =  Co-f-  c,z-h  ..  .  -^c„:"~h  ..  ., 

9(a)  =  2Co^c,  /-:+  M+  ...  -Hc„  (^z" -+-  -^  j  -î-  .  .  . 
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ou,  en  posant 


ç(î/)  =  2C(|-|-  C,  Zi-i-  ..  .  +  C„Z„-(-  .      . 

Calculons  le  coefficient  de  ui  diins  le  développement 

o  (  u  >  =  •,'„  ^  Yi  (/-!-...  -I-  ■;,,  u'i  -^  . . . . 
On  a,  en  général, 

«î^'+l   =1';;+    M"''"^     =Z,p+I-4-CipH.,Z,,,_i  +  C;^,,+  ,Zn,,_3+...+  CÇ-i,Z3+Gfp  +  iZ,, 

et  ces  formules  connues  permellenl  de  calculer  Zi.Zo,   ...   par 
voie  de  récurrence. 
On  obtient 

I   Z,  =  a"- —  2, 

1  Z4H-C!Z,=  M'— G?, 


d'où 


[   Z,,,-HCipZo,,^,+  ...-f-CÇ,-;'Zi=  ir-P-  C'i,,, 


Do„  = 


1        o     o 

C!       I     o 


Cj-' 


o  M-    —    ■?. 


Ci,,    lûi'  —  Ci'i, 


De  même 
B2P+,  ajanl  une  expression  analoi;iie  cl  les  5  étant  des  entiers. 


—  liO  — 
Dès  lors, 

Le  coefficient  de  iii  est  de  la  forme 

Il  =  ^7 ^i"  +  c,+,  o'i''+  ' '  +  c,+2  o'2'?+2i  _,_... -+-  cq^.  lll+h^  .... 

D'ailleurs,  o;'"^''  est  limité  en  fonction  de  (j -\- i  et  croît  moins 
vite,  pour  une  valeur  donnée  de  (jr  +  i,  qu'une  certaine  fonction 
j{q  -\-  i),  quels  que  soient  q  et  i.  Ceci  va  nous  suffire  pour  mon- 
trer que  si  les  c,,  décroissent  assez  vite  avec  -  et   sont  convcna- 
•  n 

blement  choisis,  les  nombres  v^  sont  en  général  transcendants. 

En  effet,  nous  raisonnerons  encore  comme  Ta  fait  Liouville 
pour  montrer  l'existence  de  nombres  transcendants. 

Si  ./(x)  =  o  est  une  équation  algébrique  irréductible  de  degré  k 
à  coefficients  entiers, 


f"+()  Qo+i  entiers  premiers  entre  eux,  Sq^i  et  tg^/  étant  limités  en 
fonction  de  q -\-  i,  ainsi  que  P^^',,  Q^+,;  Qo+,-  divise  le  dénomi- 
nateur commun  à  Cç,  ...,  Cg^j. 

Soit  |i-y|S(7y,  quel  que  soit  q,  le  mode  de  croissance  des  <jg 
étant  donné.  Nous  supposerons  le  mode  de  croissance  des /^  assez 
rapide  pour  que 

I  V,/+,  I 

quels  que  soient  <j  et  /.  La  chose  est  toujours  possible,  car,  pour 
chaque  valeur  de  q -\-  i,  le  nombre  d'inégalités  auxquelles  doit 
satisfaire  Cq^i+t  est  limité. 

On  a,  pour  q  +  i  assez  grand, 

(P"'  \        A  I 

-^'  )>-— ï^—T»  (A  entier  ?^o), 


ou,  a  fortiori, 

si     i ~^)    est  <;   la   demi -dilTérence   entre   deux   racines    de 

/(•r)=o. 

M  a  une  limite  inférieure  fonction  de  q  pour  toutes  les  équa- 
tions où  les  coefficients  et  le  degré  sont  =q  -\-  i-  Donc, 

a  une  limite  inférieure  l^^.,-  fonction  de  q -\-  i.  Si  <y+,-  croît  suf- 
fisamment vite  avec  q  -+-  i,  on  peut  toujours  prendre  '9+1+1  assez 

grand  pour  que  r,y+,-  soit  <<  ..    ,.     dès  que  q  +  i  est  assez  grand, 

quel  que  soit  {j,  c'esl-à-dire  pour  que  (3)  soit  impossible.  En  effel, 
il  suffira 

(4)  ■  2|c,+,V,S,'i'+'+'>|<V,-. 

Donnant  alors  à  q  dans  y^  les  valeurs  o,  1,2,  .  .  . ,  q  -\-  i  ^  q', 
on  obtient  pour  /"ly+i,  et,  par  suite,  ).y+,-,  q' +  i  valeurs;  de  même 
pour  SJ'"^'"^",   si  on  laisse  q -{-  i  constant  :  il  suffira  de  prendre 

1  Cy+,+,  |<;  la  plus  petite  des  valeurs     ^J^+(  correspondantes  pour 

que  (3)  soit  impossible   pour  y,,,   y,,   ...,  y^+i,   par  suite  pour 
que  yo,  yi ,  . .  -,  y^+i  soient  transcendants. 

On  peut  donc  déterminer  un  mode  de  croissance  assez  rapide 
des  <y  pour  que  tous  les  vy  soient  transcendants  (' ).      c.q.f.d. 

Nous  allons  maintenant  établir  le  théorème  suivant  : 


(')  On    pourrait  montrer  d'une  façon  analogue  que  f^  de  module  <i  ne  peul 

être  racine  d'une  équation  Y]  8„^"»  =  0  quand  les  9^  décroissent  assez  vite  ou 

0 
quand  les  n^  croissent  assez  vite,  pourvu  que  les  numérateurs   des  6„  aient  leur 
croissance  limitée. 
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Théorème  II.  —  Soit 

,  c„  ;«  -t-  »  —  =  >  —  z"  y  -^  — 

0  0  0  0 

une  fonction  quasi  entière  avec  un  point  singulier  essentiel  à 
l'origine  :  si  |a„|£a„,  [a"|^a°,  les  ol„,  a"  étant  donnés,  on 
peut  toujours  choisir  un  mode  de  croissance  assez  rapide  des 

tni    l",,  pour  que  2.  Cn  z"  et   >   ~  aient  tous  leurs  coefficients 

0  0 

transcendants  quand  «„,  «",  «„,  l\  sont  entiers. 
Soient 

'■s{z)  et  (po(^)  étant  des  fonctions  entières  à  coefficients  rationnels, 

a,,  al 

b„  =  —  >  69,  =  -rr  (an.  a?,,  t„.  tf.  entiers). 

On  sait  que  le  produit 

tp(;:)(f,  (  i)  =y  c„;" +y  £^. 


On 


ex  =2,"  6.^).  6)1  =2  t;;^- 

0  0 


D'après  ce  qu'on  a  vu  dans  la  dénionslration  du  théorème  pré- 
cédent, cx  et  c\  étant  précisément  de  la  forme  y^,  on  peut  toujours 
prendre  un  mode  de  croissance  suffisamment  rapide  des  t„,  <°, 
quand  les  a„,  a°  sont  donnés,  pour  que  c\  et  c°  soient  transcen- 
dants. 

Remarque.  —  ex,  c"  décroissent  alors  aussi  vite  qu'on  veut 
avec  Y»  pourvu  que  b„,  bt  décroissent  suffisamment  vite  avec  -• 
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Donc,  ici, 

7  c,i  :",  2.  c"  -"  sont  quasi  algébriques  quand  N  6'J,  :;'',    2,  ^l  -" 

0  0  0  0 

le  sont. 

Il  convient,  avant  d'aller  plus  loin,  de  cherchera  étendre  ceci 
aux  fonctions  quasi  entières  générales.  Il  nous  suffira  de  consi- 
dérer les  fonctions  quasi  entières 

F(=)=/(.)+y;(i)-./.(^-)  =,(.),„  f^)cp,(^-), 

où  l'on  suppose  que  0(3),  <po(-).  'f  i  (s)  sont  des  fonctions  algé- 
briques à  coefficients  rationnels. 

Les  produits  ^(.)  «„  (l)  ,  o(.)  ^,  (rr^)  •  ^o  (3)  ?,  (^■) 

ont  encore  leurs  coefficients  tr;iiisccndants  :  on  le  voit  commr 
tout  à  l'heure. 

Nous  allons  établir  le  théorème  suivant  : 

Théoiième   III.  —   Soit  la  fonction  tjuasi  entière 

^d    "  ^z"      jLdiz  —  a^)"      ^  ^d  z"  j^(z~  a^y 

0  00  000 

(rti  rationnel)  où  les  On,  ^*,  i„"  sont  rationnels  et  égaux  à 

-  ,  -f  ,  ^  ,      avec      I  i„  I  î  cr„.     j  .«„"'  I  £  <s',f\      \  s',y  1  C  a'-'K 

les  v„,7  \l'\  dj,"  étant  donnés,  on  peut  toujours  choisir  un  mode 
de  croissance  assez  rapide  des  t„,  ij,"',  t\]^  pour  que  le  premier 
membre  possède  autant  de  coefficients  transcei^dants  que  l'on 
veut. 

En  effet,  considérons  un  cercle  Cq  de  petit  rayon  r^  ayant  pour 
centre  l'origine,  un  cercle  C)  de  petit  rayon  /•,  ayant  pour  centre 
a, ,  un  cercle  y  de  petit  rayon  p  ayant  pour  centre  un  point  t  quel- 
conque du  plan  extérieur  à  Co  et  Gi ,  et  enfin  le  cercle  A  de  rayon  R 
aussi  grand  qu'on  veut  ayant  pour  centre  l'origine  et  contenant  /. 

V(z) 
La  fonction est  uionodrome  à  l'intérieur  de  la  région  S  for- 


iU 


mce  du  cercle  A  diminué  des  cercles  Co,  C,,  -■'.  On  aura 


On  a  le  long  de  A 


car  mod   —    <  )  • 
Le  long  de  Co, 


I  I       I 


K-^S-)- 


:ar    -    J  est  <C  i ; 
Le  long  de  Ci 


t  -Z  —  «1  —  (t  —  «i)  t  —   «i    Z  —  O] 


I        /        z-a, 
'  +  , 


car  I  -, I  y  esl  <  i . 


t £<  1 

Dès  lors, 


f=   2-jF(0, 

r     rv (h      t   r¥ dz 


(iz~... 
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On  en  conclura  la  valeur  des  coeflîcienls  c„,  c„"  ,  c,/   de  /,  /o, 
/,.  Ainsi 

et  =  -^.   fz"-^¥{z)dz. 

Il  reste  à  prouver  que  si  -^,  'Jq,  'f  i  sont  quasi  algébriques  à  coef- 
ficients rationnels,  c;,"'  est  transcendant.  Or,  soit 

0 

et  b^,  le  premier  des  coefficients  b„  qui  soil  ^  o.  Soit  encore  aux 
environs  de  ;  ^  o 

?.    t — ^    ="■'-)= r, ' 


!  (/.  +  !)! 

si  4>'*'(:;)  est  la  première  des  dérivées  de  $  qui  ne  s'annule  pas 
pour  z  =  u.  On  aura 

et,   si  I  c  I  est  suffisamment  petil  le  long  de  Cq^ 

I  £  i,  I  c'  I  étant  aussi  petits  qu'on  veut.  On  en  conclut 

c,ï    =  — 77 —  b^b \^_l„^_i^,         k  étant  fini  et  ^  o. 

U  suffira  donc  que  <I>'*'(o")  soit  transcendant  pour  que  cj"  le  soit. 
Or 

*  ^''  "  "i  (j^ibr  )' 
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Pi*',  Pii'i,  .-.  étant  des  polynômes  en de   degré  limité   en 

au  numérateur  et  au  dénominateur. 


—  «1 
Or 


èi," 


I  (;  —  «,/' 


''     V--a,y      ^  (3  — a,)" 


(  /i  -+-/■  —  1 1 


Aie 


0 
0  0 

Or 

I         \  2*  I 

qui  est  ^  0. 

Pour  les  valeurs  de  n  qui  dépassent  une  limite  assez   grande, 
<I>'*'(o)  est  de  la  forme 

/j  ■>  /        I  \  ^71  i'" 


—  «7..V'+'<-- 


î„  étant  aussi  petit  qu'on  veut,  pourvu  que  n  soit  assez  grand, 
mais  étant  rationnel  quel  que  soit  n.  Le  coefficient  de  /y^'  est 
donc  yi  o  dès  que  n  dépasse  une  certaine  limite. 

D'après  ce  que  nous  avons  vu  dans  la  démonstration  du  ihéo- 

réme  1,  si  6^"  =  ~  avec  |  5„  |  ^  s-J^",  et  si  o-J,"  est  limité  en  fonc- 
tion de  «,  pour  un  mode  de  croissance  suffisamment  rapide  de  <„" 
avec  rt,$'*'(o)  est  de  la  forme  y^  et,  par  suite,  est  transcendant 
ainsi  que  cj°'. 

Nous  en  concluons  finalement  le  théorème  annoncé,  sans  même 
chercher  à  étudier  la  nature  des  c„  et  cjj".  c.  q.  f.  d. 

Remarque.  —  On  peut  abréger  la  démonstration  en  s'appu_^ant 
sur  cette  propriété  des  fonctions  quasi  algébriques  à  coefficients 
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rationnels  :  -j,  ( )  est  transcenilant,  par  suite  3=0,  quand  «, 

est  rationnel;  il  en  résulte  de  suite  k  =  o. 

Nous  allons  maintenant  chercher  à  montrer  que  les  équations 
F(2)=rt  à  coefficients  rationnels  comme  a  [F(;)  étant  de  la 
même  forme  qu'au  théorème  111,  mais  les  c„,  cj°',  c^,"  étant  ra- 
tionnels] ne  possèdent  aucune  racine  algébrique  ou  encore  que 
F(Ç)  est  transcendant  quand  ^  est  algébrique,  pourvu  que  les  c„, 
c,J",  cj,"  soient  rationnels  et  que  les  t„,  t'°\  t\l'  satisfassent  à  des 
conditions  semblables  de  croissance  ('). 

Théokème  IV.  —  Soit  ta  fonction  quasi  entière 
ù  coefficients  rationnels  ^  o  ainsi  t/ue  a  (les  m  étant  entiers), 

..  o  0)  ..    1 

r     =  — ,  n  0,  _  i^  ,.  Il  _  ""    ^ 

t„  "  t,P>'  '"  t,}> 

avec 

\s„\g7„,      \s„«\i'j\f>,      \si,''\i<j<,y. 

Les  0-,,,  3-^°',  <7^'''  étant  donnés,  on  peut  toujours,  pour  toutes  les 
fonctions  F  où  les  s  satisfont  aux  conditions  ci-dessous,  clioisir 
un  même  mode  de  croissance  assez  rapide  de  <„,  /)"',  t^^  pour 
que  les  fonctions  F  n'aient  aucune  racine  algébrique;  autre- 
ment dit,  pour  que  F(v)  soit  transcendant  dès  que  "Ç  est  ali(é- 
hrique  (-). 

En  effet,  soit  F(v)  racine  d'une  équation  algébrique  irrcduc- 
llble 

*  =  Ao^  A,.r  -^.  .  .  -  A„,T"i  =  c), 

(  '  )  La  fonction  F(a)  du  théorème  III  ne  possède  évidemment  aucune  racine 
algébrique,  puisque  aucune  des  trois  fonctions  dont  elle  est  le  produit  n'en  pos- 
sède. 

(■)  Un  llièorènie  similaire  a  été  établi  par  nous  pour  les  fonctions  entières 
dans  un  aulre  Mémoire  (  .Ic/a  rnat/tematica,  1902). 
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à  coefficients  enùers,  ^  élant  algébrique  et  racine  d'une  équation 
algébrique  irréductible  à  coefficients  entiers 

>r  =r  B(,  4-  H,  X  -+  . . .  -h  Bv  \'  =  o, 

(5)  lAol |A„,  1.  \K,\.   ...,  |B,|,   iri. 

«1,  V  élant  au  plus  égaux  à  une  l'onction  A„  du  nombre  />  arbi- 
traire, mais  qui  croît  au  moins  aussi  vite  que  le  nombre  n. 
Supposons  encore  qu'en  cbangeant  la  notation  on  ail 


2^c„.r    ..      2d^,.r;,\«   "'Zà,r--a,)^n 


F(c)  = 


les  c„,  r)"',  c,,' '  étant  ici  tous  ^î  o,  les  m,,,  ro„"',  ro^'  entiers  et  «, 
élant  un  nombre  rationnel  quelconque  dont  le  numérateur  et  le 
dénominateur  sont  limités  et  î;i/(. 
Posons  encore 

0  0  0 

Enfin  supposons   n,,,  3-,",  5-,^'    constamment  croissants  avec   ii 
el  £A„.  Soient  enfin 

F„i:)  =  F„,      F  (  i;  )  =  F„ -!-£„. 

Si  le  mode  de  décroissance  des  c„,  c,"  ,  c)/    est  suffisamment  ra- 
pide, on  aura  toujours 

I  E„  ]<  E„, 

E„  ('tant  la  plus  grande  des  quantités 

(■>  I  c„+,  I  A;7"-,     g  I  c,»„  I  A^«+i ,     G  I  --A.  I   ^r«"' . 
(Considérons  alors 
(6)  <l'(F„^î„i=^  o  =  *(F„)-f-:„M. 

On  |ieut  toujours  prendre  n  assez  grand  etc,,^,.  c^,"/,,  c\ll^  assez 


U9 


petits  pour  que  |  £„  |  soit  plus  petit  que  la  demi-différence  entre 
deux  racines  de  toutes  les  équations  irréductibles  <!>:=(■  satisfai- 
sant aux  conditions  (5).  M  est  alors  ici  limilé  inféricurement 
en  fonction  de  Ao,  A|,  ...,  A„_,  par  suite  de  /(,.  On  aura 


|£„.M|  =  |<t>(F„;| 


4> 

=    1  > 

(F„) 

.M 

fCF,,) 

^  0. 

(7) 
et 


Considérons  toutes  les  valeurs  de  $(F„)  correspondant  aux 
valeurs  de  Ç,  des  A,  des  B,  de  n  et  v  satisfaisant  à  ('5)  et  aux 
diverses  valeurs  des  5  ^  aux  o' correspondants.  Leur  nombre  est 
limité  en  fonction  de  «.  <l>(F„)adonc  en  fonction  de  ii  une  limite 
inférieure  qui  ne  dépend  que  de  Cq,  c,,  ...,  c„,  c„"  ,  ...,  clf\ 
Cy",  ...,c„'',rt,,  des  w  et  de  A„.  Finalement,  le  mode  de  crois- 
sance des  Si,  4"',  *1")  <i?  ^("'j  'î"  étant  donné  jusqu'à  l'indice  n, 
4>  (F„)  a  une  limite  inférieure  fonction  de  n  pour  toutes  les  va- 
leurs des  s''/'' ^ g[J'' ;  |£„|  peut  être  pris  aussi  petit  qu'on  veut 
pourvu  que  c„^, ,  cjf^,,  c',|l^  soient  suffisamment  petits,  c'est-à-dire 
assez  petits  pour  que  (n)  soit  impossible,  par  suite  (6). 

Supposons  maintenant  donné  le  mode  de  croissance  des  t. 
D'après  ce  qui  précède,  on  peut  toujours  déterminer  un  mode  de 
croissance  des  ti,  tf\  <J"  suffisamment  rapide  pour  que,  dès  que  n 
est  assez  grand,  le  raisonnement  ci-dessus  soit  applicable  quels 
que  soient  <1>  etW  supposés  choisis  a  priori.  Le  théorème  en  ré- 
sulte immédiatement.  c.  q.  f.  d. 

Enfin,  soit  b  rationnel;  si 

0  0  0 

ou  a 

f{z^b)^f{b)~if'(b)^  il/»(6)_..., 

f<-i'Hb)  =  Vc„6«-*/t(rt  —  i)  ...  (n_  A- -+.,). 
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Lrs  coefficients  de  J\z-\-  b)  développé  suivant  les  puissances 
croissantes  de  z  sont  encore  tous  transcendants. 

En  résumé,  nous  trouvons  ici  en  défaut  pour  les  fonctions  quasi 
entières  les  propriétés  essentielles  des  polynômes  à  coefficients 
entiers  que  nous  avons  signalées  dans  le  §  I. 

IV. 

Soil 


F.^.=I 


C,  x^"  =  c„  -H  r-j  .r^'  ^-  .  .  .  =  o 


une  équation  quasi  algébrique  à  coelficients  rationnels  :  si  le 
mode  de  croissance  des  c„  est  suffisamment  rapide,  toute  racine  de 

F„(s)  =  0  =Vr„.r''„ 

0 

est  très  voisine  d'une  racine  correspondante  de  F.  Dès  lors,  ou 
peut  penser  à  tirer  parti  de  cette  remarque  pour  l'élude  du 
développement  en  fraction  continue  des  racines  de  F(;).  Nous 
allons  établir  la  propriété  suivante  : 

Théorème  V  .  —   Soil  la  fraction  conliiuie 

Z  =  «0  H — 


oii.  sur  9  quotients  incomplets  consécutifs,  il  y  en  a  toujours 
un  au  moins  qui  croît  au  delà  de  toute  limite  et  suffisamment 
vite  quand  son  indice  augmente  indéfiniment,  les  autres  res- 
tant limités. 

On  peut  déterminer  une  équation  à  coefficients  rationnels 
de  la  forme 


ayant  Z  pour  racine:  les  Cn  décroîtront  aussi  vite  et  leurs  nu- 
mérateurs croîtront  aussi  vite  que  l'on  voudra,  pourvu  que  la 
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croissance  des  quotients  incomplets  ci-dessus  soit  assez  rapide. 
Enfin,  si  la  croissance  de  ces  quotients  est  assez  rapide, 
Z  n'est  pas  algébrique;  l'ensemble  des  fractions  Z  non  algé- 
brique a  la  puissance  du  continu  et  est  distinct  de  l'ensemble 
analogue  des  nombres  transcendants  racines  des  équations 
quasi  algébriques 


oit  \a,i  I  entier  limité,  t„enliercroissant  suffisammcntvite  ai'ec  ii. 
En  efl'et,  considérons  l'équalion 

F,( x")  =  I  -t-  t'i.r  =  o 
en  supposanl  Cq  =  i  :  F,  a  la  racine  (  '  ) 

x  =  —  -1  =  ■^. 
Cl       q\ 
Soit 

V,i(x)  =  i-H  f|.r  -I-  c^x-  =  o  ; 

F.,    aura    une    racine  —  rationnelle  si   l'on  détermine   c..   iiar   la 
condilioii 

Pt  9l    P"- 

^  _     1±_  P\  ?!    __  p^qt-ji^Pî  . 


m    m 


fpt' 


-  Pl  P2    1  • 

C-,  sera  aussi  petit  qu  on  veut  pourvu  que  ~ ^—  le  soU,  car 

r        n  r  ^      qx       qi 

.      _  '/'  5'-2     . 


q\  \qil 

Nous  poserons  p\  q-i  —  yo^  (/i  ==  £i  (!  s<  |  entier  1;  A,  A  étant  li- 
mité), ce  qui  est  toujours  possible  pour  des  valeurs  de  p^  et  q-, 
aussi  grandes  qu'on  veut  si  /;,,  q^  sont  premiers  entre  eux  deux 


C)   —1    -■>•••>  —i  ■•  •  sont,  dans  ce  qui  suit,  des  fractions  irréductililes. 
7,     -7:  ?. 
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à  deux.  Les  développemenls  en  fraction  continue  de  ''' ,  —  sont 

d'ailleurs  limités.  On  déterminera  de  la  même  manière  C3,  Ci,  ... 
de  façon  que 

F/,-  (  a:'  )  =  1  -t-  Cl  a'  + . . .  -h  ca-  3"/. 

ail  une  racine  —  rationnelle  aussi  voisine  qu'on  veut  de  ^^^zi  avec 
5'/.  ^  qk-1 

Pk-\  'ik  —pk  qk-\  =  î/,-1, 

cjk  étant  aussi  grand  qu'on  veut  par  rapport  à  q/t-\- 
Considérons 

Fa-+i  (  X  I  =  I  -I-  c,  a-  + . . .  +  c/,+,  .r*+'  =  o 

qui  a  pour  racine  ^^i^,  et  développons  ^^^^  en  fraction  continue. 
Nous  supposerons  que  ^^^  possède  tous  les  qnolienls  incomplets 
de'^.  On  a 

/       Pk  _  pk+i  _  Pk  ik+i  —  Pk+\  qk  tk 


I       qk      qk+\  qkqk+\  qkqk+i 

\  Pk  _  i^  p'^^ 

]  qk"""     «,^..        I  ^y 

(8)  /  '^  ^,  ' 

j  /i^  =  „„  +  _J_  ^  />;trn»+K.-i 

1  7/.-+>  ai^..    ,        1  q'niy,.,-^q„,-i 

(  1 

[  ^-        />/,+i  ^  y^»,.  (y^rn,.  +  q'„,-,)  -  q',„  (/>'„,  jr,,^  -^ p',,,.,) 
,     ,        1    '?/.■  -7/^+1  q'n,{9'n^yn,-^q„,^^) 

V9)      '  -       .  ,      , 


\  l\.^  W^.y-'V  +  q'n,-x)  q'nt  (  q'n.y'"'  -^  1'n,-^  ) 

Pour  ciue  la  différence  —  —  ^-^  soit  aussi  petite  qu'on  veut  it.ir- 
'  qk        qk+i  '  '  ' 

rapport  à  qj\  il  faul  que  q^^^  puisse  être  pris  aussi  grand  qu'on 
veut,  par  suite  aussi  j)'-„|,  . 
Soit 
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a„.^i  doit  être  un  entier  aussi  grand   qu'on  veut;  au  contraire, 
nous  supposerons  a,,^^,.  ...,a„^^^  limités,  s'ils  exislcnl. 
En  effet, 


de  même  pour  les  q'.  Donc  - 

Pn,^,-'Pn,+  l-i<+P'n,'?'t, 

•i,    et   'i-,   étant  limités    si    a,,^^..  ...,  fl„j^,    le   sont,    ainsi    que 

/'A+l  —  "A- 

_  ('/''n-^l  ?!  -^-  /':„.  ?^)  Ç'„t-P'nAl>n+l  ?i  -^  ?n-  ?0 
_  r  i(/'li+i?-.i— /'.'uy^i^O  _  C— 1)"'  ?i  _ 
Or 

est   évidemment    de    même    ordre    de    grandeur    que 


9n,  1n,^, 


Ceci  posé,  considérons  une  fraction  continue  illimitée 


où  sur  9  quotients  incomplets  consécutifs  (0  limité)  il  y  en  a 
toujours  un  au  moins  qui  croît  au  delà  de  toute  limite  et  assez 
vite  quand  l'indice  augmente  indéfiniment,  les  autres  étant  limités. 
Considérons  les  réduites  successives  obtenues  en  s'arrêlant  à  ces 
quotients  incomplets  pari  iculicrs  :  on  obtient  une  suite 

'11,     11:-.,     .  .  . ,     Et,      ... 
de  réduites  pour  lesquelles  (8;  a  lieu,  £a  restant  limité. 
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Nous  pourrons  toujours  délerniiner  c/t^,  de  façon  que  F/ç^,(x) 
;iil  pour  racine  ■^^^-  On  aura 

\qk+i/  qk+x  \qk+iJ 

V?/,       /  \çk+i/ 

\?A  /  ■?/.  +  !  / 

Siy,  =  .^^_^. 
'/A  +  1  y/. 

Y,  étant  aussi  petit  qu'on  \eul  et  i'i±l  étant  limité,  Ca+i  est  aussi 
petit  qu'on  veut.  La  série 


a  donc  des  coefficients  qui  décroissent  aussi  vite  qu'on  veut;  Fa  a 

alors  une  racine  —  différant  d'aussi  peu  qu'on    veut  de  —  et  qui 
Çk  r       n  Çk         ^ 

tend  vers  Z  quand  A'  croît  indéfiniment,   d'après  un   théorème 

(■onnu  (  '  ). 

Ici 


\pk^\j  \qk+i/ 


Le  dénominateur  de  la  quantité  rationnelle  Fa  (  -  —  )  est  de  la 

^  \Çk+l/ 

fornio 

et  y  est  limité  en  fonction  de  k.  On  peut  toujours  prendre  q^t+t 
assez  grand  pour  que  C/,^,  ait  son  numérateur  aussi  grand  qu'on 
veut.  Les  séries 

1-4-   y  r,,  X" 


I 
ainsi  obtenues  ne  sont  pas  de  la  forme 


{')  Comptes  rendus,  9  décembre  1901,  et  Acta  niathematica ,  1902 
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I  (la  1  étant  un  entier  limité.  Cela  devait  être,  car  nous  avons  vu  (  '  ) 
que  pour  ces  dernières  le  développement  en  fraction  continue 
d'une  racine  a  la  croissance  de  ses  quotients  incomplets  limités. 
L'ensemble  obtenu  diffère  donc  de  l'ensemble  des  racines  de  ces 
équations;  il  a  d'ailleurs  aussi  la  puissance  du  continu,  puis- 
qu'on peut  attribuer  à  chacun  des  quotients  incomplets  de  Z  au 
moins  deux  valeurs  distinctes  ('-). 


SUR  UN  GROUPE  DE  TRANSFORMATIONS; 
Par  ]\I.   E.    GouRSAT. 

\.  Dans  son  Mémoire  Sur  la  transformation  des  fonctions 
abcliennes  (^Comptes  rendus,  i855)M.  Hermite  a  considéré  un 
groupe  de  substitutions  linéaires,  où  figurent  seize  nombres  en- 
tiers ai,  bi,  Ci,  di  (i  ^  o,  1,2,  3),  liées  par  les  six  relations 

iiod,-h  baCj   -  C(,  /)3  —  a?o«3=  I, 

ai d^ -t-  6|  c-2   -  f  1  60  —  dxOo—  1 , 

Ofidi  -^  boCi--  Oi  dfi  —  ùi  Co  =  o, 
j  ao"2-f-"a'"2 — "id,, —  OjCo  =  o, 
I   a,rf3-4-  ùj  f3    -  a-jrfi  —  biCj  =  o, 

1     Oarfa-i-   <(2P3  —  «3(/o  ^  Ajf,   =   o. 

Ce  même  groupe  joue  un  rôle  imporlant  dans  un  grand  nombre 
de  travaux  publiés  depuis,  |>ar  exemple  dans  le  Mémoire  de 
M.  Picard  Sur  les  fonctions  hyperabcliennes,  et  dans  les  Mé- 
moires de  M.  Humbert  Sur  les  fonctions  abcliennes.  Quand  on 
applique  à  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre 
de  Monge-Ampère  une  transformation  de  contact,  on  est  conduit 
à  considérer  un  groupe  de  substitutions  linéaires,  dont  les  coeffi- 
cients ont  exactement  la  même  expression  que  ceux  de  M.  Her- 
mite, mais  où  o,-,  6,,  c,,  di  ne  sont  plus  des  nombres  entiers.  11 
m'a  semblé  intéressant  de  signaler  ce  rapprochement  entre  deux 
parties,  en  apparence  si  éloignées,  des  Mathématiques. 


(  '  )   Comptes  rendus,  i5  avril  1901,  et  Journal  de  Mathématiques,  1901,  p.  !\-. 
(-)  Bon  EL,  Leçons  sur  la  Théorie  des  fonctions,  p.  33. 
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C'esL  la  forme  même  des  condilions  (i)  qui  a  élé  le  point,  de 
déparl  de  celle  remarque.  Si,  en  efTel,  on  pose,  dans  ces  rela- 
lions, 


dX 

b. 

0\ 

0\ 

f  u  =  > 

àY 
àx 

l>, 

-  =  ?' 
Ox 

b. 

=  47' 

àQ 

dp 

b. 

àP 

-   r)v' 

OP 

X,  Y,  P,  Q  élanl  des  fonclions  des  quatre  variables  x^y,p,  q, 
elles  deviennent 

j(X,Y)  =  o,         (X,Q)  =  o,        (Y,P)=--o,         (P,Q)  =  o, 
(  (P,  X)=i,         (Q,Y)^., 

la  parenlhèse  («/,  v)  ayant  la  signification  habituelle 

du  ai'         £»('    au         du  f)i'         àv    du 

(u,  V)  —  —   —  — '-   -+-  ^-  -z- r-  -^  • 

dp  d.T        dp  d.T        àq  vy        dq  oy 

Ces  conditions  bien  connues  expriment  que 

P  liX  -+-  Q  d\    -  (pdx-\'q  dy) 

est  une  difTérenlielle  exacte  (')  dQ,  et  les  formules 

x'  =  \(x,y,p,  q), 
y  ^  Y(a^,  jK, /?,  q), 
;/=  P(x,y,p,  q), 
q'  =  Q{x,y,p,  q) 

définissent  une  transformation  de  contact  en  (x,  p). 

2.    Considérons   maintenant   une    transformation    de    contact 


(')   Voir,  par  exemple,  mes  Leçons  sur  les  équations  aux  dérivées  partielles 
du  premier  ordre,  page  283. 


générale  définie  par  les  formules 


(3) 


et  posons 


x'  =  X(a7,  _>',  z,p,  q), 
y=\{x,y,z,p,  q), 
3'  =  Z(x,y,  s,p,  q), 
/''  =  P(a?:  J',  :,p,  q), 


d\ 


rfQ 


^^ 
d^ 

dy 

dv 


=  6u, 
=  63, 


rf,r        dx 


—  =  di, 

dp 

dp 

d_  _    à_ 


ùq 

^' 

dq   '■ 

dq 

àq- 

à 
'  dz' 


Les  formules  (3)  définissant  une  transformation  de  contact,  on  ;i 
l'identité 

dZ  _  P  rfX  —  Q  d\  =  p(dz-pdx—q  dy), 

z  étant  une  fonction  de  x,  y,  z,  p,  cj ,  et  les  conditions 

[X,  Yl  =  o,        [X,  Q]  =  o,        [Y,PJ  =  o,        [P,  QJ  =  o, 
[P,Xj  =  p,        [Q,Y]  =  p, 

où  [//.  i]  représente  le  crochet  jacobien 


.  "-  "J 


</i'   du        du  dv 


ôv    du 


dp   d.r        dp  dx        dq  dy        dq    dy 
peuvent  s'écrire,  avec  une  notation  abrégée, 


(î) 


(arf)i),-+-  (6c)oi  =  o, 

(arf)i)2  —  (  bc)oi  =  o, 
i  (ae?),3-^  f  èc),3==  o, 
I  (u<i)i3-^  (bc)23  =  o, 
,  (aaf)o3-+-  (6c)o3  =  {ad},.,-h  (bc)ii=  p; 
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on  a  posé 

(ad)ij  —  aidj  --  iij  hj, 

(  hc  )ij  —  bj  cj  ~    bj  Ci, 

les  indices  i,  j  pouvant  prendre  les  valeurs  o,  i,  2,  3.  A  ces  rela- 
tions on  peut  en  ajouter  d'autres  de  même  forme,  qui  en  sont  des 
conséquences  algébriques.  Pour  les  obtenir  facilement,  posons, 
en  désignant  par  f/,,  u-x,  U3,  u,^  quatre  indéterminées, 

(t'i  =        d^iUi-r-  diU-î — '/»  î(:) —  '/l«4, 
V,  =       Ci  [Il  -h  c,  it,  —  r„  (;,—  r,  «.,, 

(5)  < 

I     l'v   = «3  «1  «2  Ho -h  fl„ll3-h   «1  II;, 

\  V3  — —  63  M,  —  62  «2-+- 1^0  ",1+  ^1  «i  ; 

on  en  tire,  en  les  ajoutant  après  les  avoir  multipliées  respective- 
ment par  a,-,  hi,  (/,,  c,  (i  =  o,  i,  2,  3),  et  en  tenant  compte  des 
formules  ( /j), 

p  «  1  =  ao  l'i  -1-  ho  ('2  -i-  Cu  ('3  -I-  do  ('i , 

p!(2  =  «ll'lH-  6]  1^2+  Cl  ('3-;-  diVi, 
p  U3  =  «3  l'i  -)-  63  ('2  -4-  C3  Ps  -i-  d}  ^4, 
p  II,,  =  «2''l  +  62  f  2-1-  Cj^s^^  rfofi. 

En  remplaçant  1/,,  i/^,  U3,  1/ ',  par  les  valeurs  précédentes  dans 
les  formules  (5),  on  doit  évidemment  être  conduit  à  des  identités, 
puisque  r,,  Ç21  t'.i,  ^a  sont  arbitraires  comme  i/,,  Wa,  «sj  «4-  En 
écrivant  qu'il  en  est  ainsi,  on  est  conduit  aux  relations 

(ad)o3-h  (ad),i=  p,  (bd)o3-i- {bd)i^=  o,  i  rd)o3  -^  {cd),i  =  o, 

(«c)o3  H- (ac),2  =  o,  (bc)o3-i-(bc)i,  =  p,  i  de  I03  ^  (de), 2  =  o, 

(  «6)03-1- (aè), 2=  o,  (ac)o3H- (  «c)i2  =  o,  (  «f/)o3 -H  {  «rf)i2=  p, 

(ab)„3+tab)ii  —  o,  (bc)„3-i-(bc),2=p,  {  bd  )o3 -i- ibd)i,  =  o, 

qui  se  réduisent  à  six  : 

(nc)o3  -t-(ac)i2  =  o, 
(6rf)„3-T-(6rf),2  =  o, 

(6)  1  (crf)o3-t-  {cd}i«  =  o, 
(aè)o3H-  (  «6), 2  =  o, 
(ad )o3-+-  («rf)i2=  (6c)i,3-i-(i.c)i2=  p, 
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les  expressions  (ac)ij,  {cd)ij,  (bd)ij,  ((ib)ij  se  définissant  comme 
{ad)ij  et  {bc)ij. 

Les    relations    (6)    sont    absolument    équivalentes    aux    rela- 
tions (4)  et,  en  les  comparant,  on  en  déduit  que  l'on  a 

(7)  (ad)i,  =  (bc)o3,         I  «c/)o3  =  (  6c  I12. 

3.  Calculons  encore  les  i'ormules  qui  définissent  la  transfor- 
mation de  contact  prolongée  (3),  en  nous  bornant  aux  éléments 
du  second  ordre.  Lorsque  l'élément  {x,y,  :■,  p,  q)  décrit  une 
multiplicité  Ma,  ayant  pour  support  ponctuel  une  surface  S,  l'élé- 
ment (X,  Y,  Z,  P,  Q)  décrit  également  une  multiplicité  M^,  et 
nous  supposons  que  M'.,  a  pour  support  ponctuel  une  autre  sur- 
face 2.  Soient 
{S)  z=f{x,y) 

l'équation  de  la  surface  (S)  et 

(9)  Z=  F(X,  Yi 

l'équation  de  la  surface  2.  Nous  poserons 


0        ^'F 

à' F 

T,       ')-  F 

^  =  ^' 

^-  .)\d\'' 

T=.vr; 

pour  prolonger  la  transformation  (^3),  il  s'agit  de  calculer  R,  S,ï 
au  moyen  de  x^y,  z^  p,  q,  /\  s,  t.  Ces  quantités  se  déduisent  des 
deux  relations 

(10)  dP  =  KdX-^Sd\,        (/Q  =  SrfX-i- Tf/Y. 

qui  deviennent,  en  développant  les  différentielles  d\,d\  ,f/P,  c/(^, 
et  employant  la  notation  convenue  pour  les  dérivées  partielles, 

«3  dx  ^T-  h^dy  -^  di  (  /■  dx  -1-  .s-  dy  )  —  ('3 ( s  dx  —  t  dy  ) 

=      R  [a^dx  -^  /j^dy  —  doi  r  dr  —  s  dy)  -,-  c„(s  dx  -\-  (  dy)] 

-H  S  [aidx  -^-  bfdy  ^  dx(  r  dx -i-  s  dy)  ^-  Ci(s  dx  -i-  tdy)], 

«2 dx  ^  b,  dy  -T-  d^i  r  dx  -^  s  dy)  ~r-  c, (  s  dx  -i-  t  dy) 

=      S  [aodx  -h  b(,dy-h  d^{r  dx  —  s  dy)  -i-  Co(s  dx  -h  t  dy)\ 

-+-  T[aidx  -i-  bidy-i-  di{r  dx  -~  s  dy)  +  Ci^s  dx  -\-  tdy)]. 
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En   égalant   les    coefficients    de   dx    et    de    dy  dans  les  deux 
membres,  on  parvient  aux  quatre  égalités 

l   ^((i„-t-  cliii-  —  Cos  )  ^  s  (fl]  +  c/,  /•—  C|i  1  =  «.-,  —  d^^r  -T-  CzS, 
I   R(6o  -t-  û?oS  -H  co  '  I  -î-  S  (  6]  -r-  rf]  i  -  -  Cl  /  1  =  63  —  d^s  ^  c^t, 

i   St  a,)  ^-  dor  -i-  CoS  >  -^T{ai-h  d,r-^  CiS)  —.  a-^-r-  d^r  -^  CîS, 
(12)    ■ 

(    S  (b„  -r-  do  s  -T-  Cot)  -t-  T{bt-r-  di  s  —  lit)  =  ù^ -^  d-,  s  —  c^t. 

Des  deux  premières  formules  (11)  on  tire 

(06)31 -H  {db)3ir  -^  (ac)3it  —  l(ad)i3-h  (cb)3,]s  -h  (dc)u(rt  —  s^) 


(i3)      R  = 


(ab)„i-^{db)oir-h  (ac)o,t  ^  [(ad)oi-i- {cb)„,]s  -h(dc)(,i(rt  —  s-) 

^  _  («6  )o3-i-  (o?6)o3r-f-(ac)o3<  +  [(arf)o3+  (06)03]^  -t-  {dc)(,3{rt  —  s^- 1 
~  (ab)„i^(db)oir-^(ac)ott-i-[(ad)oi-i-icb)oi]s-^(dc)oii,rt  —  s- }' 

des  formules  (12)  on  tire  de  même 

_  {ab )2\^  {db)^ir  -^  t  cic  )2t  t  -hliady,) -i-  i  cb),,]  s  -^  (dc)îi(rt  —  s-) 
~  {ab)oi  -*-  (db)oir-i-(ac)o,t  -^  [(ad)oi^  {cb)oi]s  ■+-  {de )(,i(rt  —  s- )^ 

(ab)o2-t-  (db)o,r-i-  (ae)oa/^  [(arf)o2 -»- (06)02]  ^  ■+■  idc)o3(rt  —  s^ ) 
(«6)01-1-  106)01 '"-f-  («c)oi/  -i-  [(oc?)oi-l-  (c6)oi]«  -h  (dc)i)i(rt  —  s-)' 

les  valeurs   de   S  fournies  par  les  formules  (i4)  et  (i4)*"  soni 
identiques  en  tenant  compte  des  relations  (6)  et  {-). 
Des  formules  (11)  et  (i 2)  on  tire  également 


T 


iC.  1  RT 


( 06)33 -<-  ( f/6 )33 r  -^  ( gç )32 <  —  [( c6  )3; -f-  (  0^)3; ]s -j- {dc)3i(rt  —  s^- ) 
(06)01-1-  (rf6)oi 7- -+-  (oc )oi  «  -l-[(c6)oi  H-  (ad)ot]s  ■+-  {dc\i{rt  —  s^) 


On  pourrait  aussi  inversement  résoudre  les  équations  (i  i)  et  (12) 
par  rapport  à  r,  5,  t.  Observons  pour  cela  qu'on  peut  les  écrire 


(II)*' 

(12)* 


(  r(rf,i  —  rfoR  —  rfiSi— i(C:i  —  CoR —  CiS)= —  03-.-OoR-i-aiS, 
(  r(d«  —  ^/q  S  —  </|T  i-i-  s(co  —  CoS  —  CiT)  = —  oj -•-  ^o  S  -t-  oj  T, 

(  ifrfa  — -^oR— f/|S,)-^/(Cj— CoR— CiS)  =— 63 -^  60  R -7- 6,  S, 
!  s(f/-. -f/oS  — û'iTi  — /(c5~coS  — c,T)  =—62^608  -r-6,T; 


on  peut  les  déduire  des  formules  (i  1)  et  (12)  en  permutant  /•  etB, 
5  et  S,  /  et  T,  rto  et  — 1/3,  Co  et  rf,,  a,  et  —  C3,  bg  el  -  d,,  b,  et 
—  Ca,  63  et  «2,  sans  changer  les  lettres  «3,  ^2)  Cii  do-  On  obtien- 
dra donc  /•,  5,  t,  rt  —s-  en  fonction  de  R,  S,  T,  RT  —  S-  en 
effectuant  les  mêmes  permutations  dans  les  formules  (i3),  (i4)i 
(^i5)  et  (l'i). 
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Les  transformations  de  contact  formant  un  groupe,  il  est  clair 
que  les  substitutions  définies  par  les  formules  (i3)  à  (16),  où  les 
coefficients  a,,  6,-,  c,,  di  sont  des  quantités  quelconques,  vérifiant 
les  relations  (4),  forment  également  un  groupe  (  '). 

4.   Etant  donnée  une  équation  de  Monge-Ampère 

(17)  u\  {>•' t'  —  s'-)  ^  ii'„r' ^  u'.^  t' -^  u\-^  II'-  s'  =  I). 

dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  de  x\  y\  z',  p' ,  q',  si  on 
lui  applique  la  transformation  de  contact  définie  par  les  for- 
mules (3).  elle  se  change  en  une  équation  de  même  forme 

(18)  U\{i't  —  s- )  ^  Uir  ^  Ust  -i-  tii-i-  «5»-  =  o, 

dont  les  coefficients  s'exprimeront  au  moyen  de  i/\ .  11'.,,  //!,,  u',^,  11'^ 
par  les  formules  suivantes  : 

.     Z<,  =       ((^C)30  !t',  -f-       (rfc)3iî('o-^      (  </c  )o-2  J<3  -i-       (  c/c  )oi   (('4  -^  (  c/r  )„3  fi'j, 

l  (/,=  (  eib)3,u\-^  (f/6)3iK',  —  (db)oîU'.^-i-  (  db)oi  u\-t- (  db)o3u'^, 
.  «3=  {ac)3.iu\-h  (ac)3iJt2-!-  (acjoiu'^-i-  (  ac)oi  u\^  (ac)Q3u\, 
I  «i  =  {ab}3iit\-i-  (06)31  m', -I-  (ab)oiu'3-h  («6)01 1*4 —(  «6)03  «5, 
'    î<5  =  -liadjsiu'^  -h'il  ad)3^  u'„  -+-  -liad  Jn^u'^  -+-  ■j.(ad)„i  u'.^-^  |(  tul  )i,:\-^  (  rli  )in\u'<, 

Les  substitutions  linéaires  définies  par  ces  formules  i  lyj  for- 
ment encore  un  groupe  pour  lequel 

ni  —  4  «2  «3  -H  4  "1  "; 


(')  Pour  retrouver  le  groupe  de  transformations  considéré  par  M.  Hermite,  il 
suffit  de  changer,  dans  les  formules  (i3  à  (16),  /'  en  G,  «  en  H,  /  en  G',  R  en  G,, 
S  en  H,,  T  en  G',,  et  de  permuter  en  outre  les  coefficients  a-,  A,,  c,,  d,  de  telle 
façon  que  les  lignes  du  Tableau 

a„  i„  (/„  c„ 

a,  6,  rf,  Cl 

a,  6j  rfj  Cj 

O;  bn  rf,  c„ 

se  changent  en  colonnes  et  vice  versa,  ce  qui  remplace  les  relations  (  1  )   par  les 
relations  équivalentes  (6). 

XXX.  I  I 


-  162  - 
csl  un  invariant;  on  vérifie  en  cfTel  que  l'on  a 

(•):0  1  ni  —  \  11%  U:i  4-  4  II i  II;  =  0-  j  U-^  —  4  ll',_  «,  -f-  4  "'i  "1  I  -■ 

(^e  résultai  s'explique  aisément  a  /)/7'o/v"  puisque  la  relation 
;/'.-  —  4  "'2  "i  "+■  4  "1  "':  =  " 

exprime  que  les  deux  systèmes  de  caractéristiques  de  l'équa- 
tion (17)  sont  confondus.  Si  l'on  suppose  p  =  i,  le  groupe  (19) 
est  identique  au  groupe  formé  par  les  substitutions  linéaires  qui 
reproduisent  une  forme  quadratique. 

Parmi  les  covariants  que  l'on  peut  associer  à  l'équation  du 
second  ordre,  il  en  est  un  de  très  simple  qui  a  une  signification 
intéressante,  c'est  l'expression 

I  '  ' '^  \dj-  dy        dy  dx  j  \àq  d.r        (h/  <tx  j 

(■21)  ' 


"^  "'  \dv  T)p  '"d^-tp)^'  "'  [d^   Tq  dp   fk/J 

I  «5  /df    d'I/  d'I   f)c5  f)ç  f/'l-  _  ^    ^   \ 

I  'i   \dx  dp        dx  i)p     ^  dq  dy        <)q  dy  j' 

OÙ  C2  et  i  sont  des  fonctions  cpielconques  de  .t.  y.  z,  p,  q.  Si  l'on 
cherche  à  quelles  conditions  doivent  satisfaire  les  deux  fonctions 
a  (.r,  y,  z,  />,  q)  et  •}  (x,  y,  z,  p,  q)  pour  que  les  deux  équations 

(Ti)  o(x,y,z,  p,  q)  =  (I,         <h(x,y,  :,  p,  q)  ==  b, 

OÙ  a  et  b  sont  deux  constantes  arbitraires,  forment  un  système 
complètement  intégrable,  dont  toutes  les  intégrales  vérifient 
l'équation  du  second  ordre  (17),  on  trouve  qu'il  faut  et  il  suffit 
(|ue  l'on  ait 

o.  r^a  uiélliode  suivie  .plus  liant,  pour  prouver  que  les  deu\ 
systèmes  de  relations  (4)  et  (6)  sont  équivalents,  peut  se  géné- 
raliseï-  aisément.  Considérons  un  système  de  4'*'  quantités 

.\;',     Bf ,     C(',     d;'  (i,  /(  =  1,  2.  ....  lu 
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satisfaisant  aux  relations 


(23) 


/  ^(Af  cf-.\;'  (;f)=o, 
iyiBfn;'    i5;'Df)=o, 

I  y  (Af  iV'  —  b''  cf)  =  p. 


les  indices  //  et  A'  étant  coiislants  dans  toutes  les  sommations 
indiquées.  Soient  ii\,  u-2<  •■■•  (i,i'  'i;  ''.;•>  -••!  '«  n"  système  de 
2rt  indéterminées  auxiliaires;  posons 

,1 U 1  =  A  J  ;<i  -+- . . .  H-  A^'  »/,  -H .  . . -f-  A«  M„  -+-  B I  c,  -4- . .  .  —  B','  i'„, 
f  24  )  •   pu,-  =  A,'  «i  +  .  .  .-t-  A''«/, +  .  .  .-t-  A"i<„-^  B'  l'i  -H. .  .-h  B"  r„, 

I  ?  u„  =  A,',  H,  -4- . . .  -I-  Afi  M/,  +  • . . -^  a;;  u„  -r-  B,i  l'i  -h . .  .-f-  b;;  <•„, 

p  ^',    rr:   C  ]!«,+...  ^  C^  !</,  -^  ■  .  .  ""  G'/  (/,,  +  D  |  !•,  -f-  .  .  .  +  D ','  l',,, 

(•>5)  '  pv,-=  G,'  H, -^...-^cf  «/,+... ^c;'«„H-  d;c,t-...-i);'i'„. 
'  pV„  =  Gi(t,  -4-...  — c;;  M/, H-.  ..-H  c;;h„-i-d;,i',  — ...4-d;;c„. 

On  déduit  de  ces  formules,  en  tenant  compte  des  relations  ('-i.^), 

(  ii,,  =  D('U,  +  ...-^Di;u„— B^'V,-  ...— b;;v„, 

(■2f.i  ^v,  =  A^v,-...- a;;v„— ctu,-...-G;iU„ 

(  (  /i  =  I,  '2,  . . .  «); 

en  substituant  ces  expressions  de  ii/,  et  de  t'^  dans  les  for- 
mules (24)  et  en  observant  que  U,  et  V*  sont  des  quantités  arbi- 


<27) 


-  164  - 
traires,  comme  iii  et  «v,  on  est  conduit  aux  relations 

1   ^ 

j2;(a;;.d;'-b;;g;')  =  o,     /,-^», 
I  '^ 

I      A 

l'indice  /;  étant  le  seul  qui  varie  dans  les  sommations  indiquées. 
On  rencontre  des  systèmes  de  relations  de  la  forme  précédente 
dans  la  théorie  générale  des  transformations  de  contact.  Soient 
Z,  X| ,  Xa,  . . .,  X„.  P|,  1*2,  •  ••,  l^H,  2«  -1-  I  fonctions  des  2«  +  i 
variables  indépendantes  ;;,  Jij.ro,  •  ■  • ,  -t'in  fi:  P^-  •■■i  Pn  telles 
que  l'on  ait  identi(|iiemenl 

(■>.<S)     (IL  —  Pi  (/X|-  . .  •— 1*«  «-/N/,  =  p(«';  — /)!  '/X,  —  ..  .  —  pndXn), 

où  p  est  une  fonction  àe  z^  x^,  x-,,  . . . ,  x„,  p, ,  p>,  . . . ,  /?«■  Cette 
relation  (28)  est  équivalente  à  2«-hi  relations  distinctes  que 
l'on  peut  écrire 


-)Z       „    àX, 

p  <JX„ 

dl-''^--- 

-  '  "  ^  =  P' 

1                 1 

^  =  yp,^ 

d/)/,       ^d       dp,, 

(h  =  1,2, 

(29) 


Si  l'on  regarde  dans  ces  formules  Z  comme  une  fonction  incon- 
nue, les  conditions  d'intégrabililé  conduisent  à  des  relations  (juc 
l'on  peut  mettre  sous  la  forme  (aS)  en  posant 

a^/i  àp,, 

ef^h  '        dph 
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Les  relations  équivalentes  (2^)  sont  précisément  les  relations 
bien  connues 

[X,-,  X,.]  =  o,         [P,,  P,.]  =  o,         [P,-,  X/.]  =  o        (jVA-), 
[P.;\,-]  =  ?. 

qui  se  trouvent  ainsi  établies  d'une  façon  très  naturelle. 


SUR  LE  GENRE  DES  FONCTIONS  ENTIÈRES  : 

Par  M.   Euciîivi;  Fauuv. 

1.   Soit 

/'{  ,r  I  =  c„  ^  c,.>-  —  r,,r-  — .  .  .-^  c,,  .r"  -h  .  .  . 

nue   fonction   entière  de   qenro   Uni.    On   sait  que       '^  '    "  '     tend 

'  /( 

loe  I  c-,  I  i-     -.  ,   ■  ,       ■         , 

vers  o,  et  que  —^ ■  a  une  limite  supérieure  nei;ati\e,  lorsque  n 

'        n  log/i  '  ^  T 

devient  infini  :  soit --celte  plus  grande   limite.   De    sorte   que, 

_    1 

quel  que  soit  s,  on  aura  ^    ]  c„  ,  <  '*     P  à  partir  d'une  valeur  déter- 

i 

minée  de  n,  et  ^/|  c„  ]  >  n  P  pour  une  infinité  de  valeurs  de  n. 
Le  genre  de  la  fonction  f{x)  dépend,  en  général,  de  l'ordre  de 
grandeur  des  coefficients  c„.  Si  0  n'est  pas  entier,  f{x)  est 
d'ordre  0  et  son  genre  est  le  nombre  enlier/>  immédiatement  infé- 
rieur à  3,  c'est-à-dire  que  la  fonction  peut  se  mettre  sous  la 
forme 


fix)  =  e'"'-''Y\ 


I  —  ^-  )  e""      -   "» 


où  G  est  un  polynôme  de  degré  au  plus  égal  à  p. 

1      

Si  0  est  un  nombre  entier,  et  si  /?P  y  [  c,,  |  ne  tends  pas  A'ers  o, 

I     

la  fonction  est  de  genre  p.  Mais  si  «P  \   |  c„  [  tend  vers  o,  le  genre 
peut  être  p  ou  p  --  1 . 

Dans  un  importanlMémoire,  publié  récemment  (Acla  Sociela- 
tis  scientiarum  fennicœ,  t.  XXXI),  M.  Lindelof  s'est  proposé  de 
préciser  la  détermination  du  genre  d'une  fonction  entière  donnée 
par  son  développement  en  série,  il  cherche  si,  lorsque  p  est  en- 


—  16(i  — 
1 
lier,  /iP^'|f«|  tendanl  vers  o,  le  genre,  qui   esL  p   ou   p  —  i,   ne 

serait  pas  lié  à  la  convergence  ou  divergence  de  la  série  7  '  v/|<'«|)''î 

el  il  arrive  à   une   conclusion   négative   en  montrant  qu'il   existe 

d'une  part  des  fonctions  de  genre  p  telles  que  7  (  y    |  c„  |  )^  soit  une 

série  convergente,  d'autre  part  des  fonctions  telles  que  cette  série 
soit  divergente,  et  qui  sont  de  genre  p  —  i .  Cela  montre  Ijien  que 
le  genre  ne  dépend  pas  uniquement  de  l'ordre  de  grandeur 
des  coefficients  c„,  puisque,  lorsque  p  n'est  pas  entier,  le  genrey> 
augmente  avec  l'ordre  de  grandeur  de  \c„\. 
M.  Lindelôf  donne  les  exemples  suivants  : 

1"   La  fonction  fix)  =  î  1  (  1  H r-^ :;  )  où  1  ■<  a<  2  est  de 

genre  o,  el  cependant  la  série  2,  '(   |  («  |  ^sl  divergente  ; 

■i"  La  fonction   f'(x)=^^  (     ,, „  )     -,  pour  laquelle  1    \c,,\  est 

•'   •    ■       ^\ii'-  logn-J        '  T  >   1    "I 

0 
une  série  convergente,  est  de  genre  1. 

Cependant  M.  Lindelôf,  tout  en  indiquant  les  raisons  qui  doi- 
vent faire  admettre  ces  résultats  comme  très  probables,  n'en 
donne  pas  une  démonstration  rigoureuse.  Je  me  propose  ici  de 
compléter  ces  résultats,  en  démontrant  en  toute  rigueur  les  faits 
signalés. 

2.  Considérons  d'abord  le  premier  exemple.  Soit,  d'une  façon 
plus  générale,  une  fonction  de  genre  o,  n'avant  que  des  racines 
négatives 

a„  représente  une  suite  de  quantités  positives  qui  croissent  avec  /(, 
et   7  —  est  une  série  convergente.  On  a 

e„=yy...y — i — 


-   11)7  - 
OÙ  o  <  V,  <  Vo  <;  -  . .  <  v„,  son 


-11-1 


«v,«/. 


où  V,,  Vo,  ...,  y,i   sont  des  nombres  entiers  arbitraires,  mais  tons 
dilFéreuls. 


l'osons 


A  = 


11-1: 


I  (1,,^  a<,.  .  .  .  «.,„ 

12  « 

où  V,,  Vo v„  peuvent  être  quelconques,  pourvu  que 


On  a  S  >  A.  En  effet  S  et  A  ont  des  termes  communs;  A  con- 
tient en  plus  les  termes  où  deux  indices  sont  égaux,  tandis  que  S 
contient  en  plus  les  termes  où  l'un  des  indices  est  tel  que  Vp  </>• 
On  peut  faire  correspondre  ces  termes  non  communs  de  façon 
que  tout  terme  de  S  soit  supérieur  au  terme  correspondant  deA. 
Pour  cela,  soit  un  terme  de  S  tel  que  Vy,  ^= />' < /j  et  v^-^/?,  on 
remplacera  v^  par  v^'  pour  avoir  le  terme  correspondant  de  A. 
Inversement  si,  dans  un  terme  de  A,  v^  =  V/,'^/>  >/>',  on  rem- 
placera Vp  par p'  pour  avoir  le  terme  de  S  correspondant. 

Plus  généralement  si,  dans  un  ternie  S,  on  a'^p=p' <_p,  yp=p", 
Vp'=^p"\  .  .,  on  remplacera  Vy,  par  la  première  des  quantités 
p',  />",  p'",  ...  qui  est  au  moins  égale  à  p.  En  opérant  ainsi  sur 
chaque  indice  yp<ip,  on  a  un  terme  de  A  correspondant  et  infé- 
rieur au  ternie  de  S.  Inversement,  dans  un  terme  de  A,  soit 
V/,=  v^',  p  >  p',  aucun  autre  indice  entre  Vj,  et  v^'  n'étant  égal  à  y  p. 
Si  aucun  indice  v  du  terme  considéré  n'est  égal  à  p'  on  remplacera 
Vp  par/)'.  Sinon,  soit  ■Vp'  =  p'  l'indice  de  rang  inférieur  égal  à  p'; 
'/p-=z  p"  l'indice  de  rang  inférieur  égal  à  p";  et  ainsi  de  suite  jus- 
qu'à '^p,=  P;_,,  aucun  indice  du  terme  considéré  n'étant  égal 
à  />).  On  a  alors 

P>P'>P">---    Pi- 

On  remplacera  Vp  par  p-^,  et  en  opérant  ainsi  sur  chaque  indice 
du  terme  de  A,  on  retrouve  le  terme  correspondant  de  S.  Les 
termes  non  communs  de  A  et  de  S  se  correspondent  ainsi  deux  à 
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deux,  chaque  terme  de  l'une  des  suites  correspond  à  un  seul  terme 
de  l'autre,  et  le  terme  de  S  est  toujours  supérieur  au  terme  de  A. 
Comme  ces  suites  sont  des  séries  convergentes,  il  en  résulte 
que  S  >  A. 

12  "  ,     n  *         \     n  / 

n/ —        e  /        i-h  losr  n  \   x^    i 
yc,,  >  -     I —       7    — 

Soit  a„  =  '{■{11^  fonction  croissante  de  /;  ;  on  a  encore 

\/c„  >  -  (  I ^       /      r  • 

Pour  la  lonclioii 

Ç"         dx         _  1 

j^     .r  (ioga-)''  ""  (a  —  i)^log/i  j»-' ' 

a  —  I  L  «        J  ra^log/O''-' 

Ici  p  =  1 ,  la  série  ^  y/cH  est  divergente,  bien  que  la  fonction 
soit  de  genre  o. 

Le  même  résultat  s'applique  à  la  fonction 

car  ici 

r'  dx  1  /  '"^   loglog.r 

J^     a^  log2j;(log  loga-)»  g         ^_     ./•  l,ig2x(log  log-î?)» 

losr  los/t 


logrtCloglogw)»  /  »        \ 

V"^  loglog/J 
n/ —  e  /a  2-t-log7i" 

«  log/i(log  iog/i)=<  \         loglog,«  in 
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'A.   JNiHis  allons  maintenanl  éliulici-  \c  i;eni('  de  la  fonclion 

y\^^ ]"". 

.^  L  /(-  iog(  «- 1  j 

Icii/c„=  — i lorsciiie  «  est  un  carré,  i  c'„  ^  o  si  »  n'esl  pas  un 

*  n  log«  '  '  ' 

carré.  On  a  o  =  i,  nue,,  =  ^ «m  o,  et  tend  vers  o.  Représen- 

i  '      >    '<        ]0j,  ,j  I 

Ions  par  o^  a ■,  .  . .  a „  . . .    les  zéros  de  la  fonction  ;  nous  allons  di-- 
montrer  que  la  série  ^    —  ]  est  divergente,  et  il  en  résultera  que 

la  fonction  est  de  "enre  i ,  bien  que  la  série  >  i    'c,,  j  =  >  ~-t-, — -, — — 
soit  convergente. 

(Considérons  la  série  plus  générale 

où   log  /(o  >  I ,  p  et  a  étant  des  non)bres  entiers,   ap  ^  ■'.  et  ,3  >•  o. 

Si  v^  /(="?,       '',        '   = •  — 2J ç — 2 — 2_    icnd  vers  —   -   cl 

V  logv  p  ap  logn  p 

v?i"cv  =— i — TT-  tend  vers  o.  La  série  7  (i  ' j  fvl  )' =  7,-r-— 7-1 — «^^ 
est  convergente.  Nous  allons  voir  que   la   fonclion  est  cependant 
de  genre  p. 
On  a 

d\c,?,Un  ^„     ,   /        1  ■'■  ,1  Q     1         1  P        \ 

=  /i^p-'  (  20  loe a-  p  toir«  —  aap  log  loc/i  —  a —  r—i —  )  ; 

du  \  '  !  110.  Ijjg^j  / 

la  dérivée  de  ce  dernier  facteur  par  i'a[)port  à  /i  est 

I  /   ,           aSa  S      \ 
a-p  -H   ~ j-^^;—      <o. 

Il  en  résulte  que,  pourvu  que  x  soit  plus  grand  que 

'  ,       3 


,'«?  Ioi;;-i/i„ff 


?/„  augmente  avec  />,  )jnis  diminue  constaninient.  Si  ./;  est  choisi 
XXX.  II. 


-   170 


façon  que  »„+i  =  "hij  "h  sci-a  le  plus  i^rand  terme.  On  a  alors 


nii.r  T.  l(.-7-i-alos(«-+-  i)-l-  pioglos(//  H- i)  +  (n  —  i)"? 


a  log f-  fi  log 


log  II  ■ 


a(  2ap  —  3) 


?     '    ap  log  «  r)«2 

Donnons  à  log|.r|  la  valeur  plus  simple  obtenue  en  néglii^cant 
es  Lernies  infiniment  petits  par  rapport  à  -  et  soit 

1        3 

J-  =  Y/i''logP«  ,.fJ^a.f\osn   goti, 

l'our  toute  valeur  de  v,  |)osilive  ou  négative,  on  a 


-  [i  r  « 


:f«^-v)'Plof 


•/  )'-'P  lo 


log/t  otp 


3  logn         J 


dont  le  coefficient  de  3  a  le  sia;ne  de 


—  log  j 

dont  la  dérivée  par  lai^port  à  v 


ap  log« 


(«  +  v)«P+i  [log/i        log(W-)-v)J 


a  le  signe  de  — v,  car  />  +  vî?/(o,  le  coefficient  de  p  est  donc  né- 
gatif, et 

I  u„+y  I    ^  (  «  +  v  )^P  —  n"-^^  ap  ,       «  +  V 

log     -\  < a(n  +  v)   l^  log • 

I     ««     I  p  ''       /( 

Lorsque  v  >  o,  on  en  déduit 

,         I  î(„-i-v  I  a-  p 

log     -!!—!    < i  v2n«p-2, 

'    I     '<«    I  ï 

car  la  différence 

(« -f-v  |!<p_/jap  „p,        "-)-■'         »-?,,„, 

p  °       /i     .  2 
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<[iii  s'annule  avec  v,  a  pour  dûrivée 


x^  ;  /i--'?-' ( loo  . -  »-  ?  «="?-  M '«8  

'  \  n        \     Il     J  II     ]  \n  II  n     j 

Lorsque  v  <[  o,  -  peut  varier  entre  o  et  —  i,  et  Ton  a 

\-\-{%o  —  \)  - 


H  en  résulte  que  la  fonction 

O^-^-'f' -"-'''  -  U  +  V  ,''?  loi;  ^L^'  -H  ^  v^  / ,  -^  ..  ^-l^  1  )n-9--- 

croît  lorsque  -  varie  de  —  i  à  o,  et,  par  suite,  reste  négative,  et 
loir    — — ^     < —  a(  K  -H  v)  1^  los 

!7   I      ..        1  „  „ 

5tp  —  I    V  \ 


Supposons  d'abord  ap  =  2,  a  =  ^  si  p  =  i ,  ou  a  =  i  si  p  = 
Lorsque  v  >■  o,  on  a 

I  M,n-v  I  _,  , 

I   "«   !  ' 

si  V  <  o, 

ii<„+vi  ^  -•"('+i;7) 


K„-H  -I-  «„ 


<  e-'-^  e--'-i-. . .+ e-"'' -1-. . .  <o,4. 


Si  V  <  y'/i 

I  «.,_„  I  -V  (1- 


3V«'   , 


H„_l  -+-  M«_2  +  .  .  .  -î-  '<n-v 


sera  inférieur  à  une  quantité  qui,  lorsque 


/*  augmente  indéfiniment,  a  pour  limite  ^e  "''. 
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Enfin,  si  V  est  compils  entre  /)  et  \'n, 

I  "^^^1  Ke"^  <e~\ 

I    "il    I 

I  ;t„„-4-K„,-n+...-m„-v  I    ,^  ^^   -'^_ 

I  "h  I     ^ 

expression  qui  tend  vers  o  lorsque  n  devient  infini. 

Donc,  lorsque  «  dépasse  une  limite  bien  déterminée,  le  module 
dey(.r)  —  Un  est  inférieur  au  module  de  ii„.' 

Lorsque    la    variable    x    décrit    la    circonférence     de    rayon 

1    ^       3  ,  y  ^„«;. 

yn^los^nc''    "pi"?"    jgg  arguments  de  f(x)  et  de   ( — tt — fT  ) 

ont  la  même  variation,  et  ces  deux  fonctions  ont,  dans  ce  cercle, 
le  même  nombre  de  racines,  c'est-à-dire  «"P.  Entre  les  deux  cir- 
conférences de  rayons 

1  ,       S  i  B 

7«»logP/i<??     apluB"     et     -,'(« -M  )«  logP(/(  ^  OeP"^  «?!""■'"+", 

il  V  donc  ( /i  +  j)"f — /("f*  racines.  El  la  série  7    — 1   est  comprise 

X^  I a„ I  ' 

entre  les  deux  séries 


\-!n^\os'?,icC     «P'"e''j  l  y/;»  log?«  eP     «P'-s-j 

(]ui  sont  convergentes  ou  divergentes  en  même  temps  que  la  série 
yi       /i^p-'       _ 

ces  séries  sont  donc  convergentes  si  9  >■  p,  ou  si  8  =  p,  |3p  >  i. 
La  fonction  /{x)  est  donc  d'ordre  p  ;  elle  sera  de  genre  p  —  i 

si  3p  >  I,  car  alors  les  séries    7    —, — 7. — ,     7     —      sont  conver- 

gentes.  Elle  est  de  genre  p  si  ^p  =  1 - 

Ainsi  lorsque  ^=->  ./(-i")  est  une  fonction  de  genre  o  telle  qu( 

la  série  ^  (v  W)'  =  ^  (^/^o,  il^i^^J^o'^verge. 
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En  particulier    7         , .  —        est  de  g-enre  i ,    7    (  — ; — 5—  ) 

■^  .^     [/!-  log(/(-  )J  ^  '    .mmà    \/il0gP/!/ 

est  de  genre  2  si  jj^^- 

Si  ap  >>  2,  «*P"^-  augmente  indéfiniment  avec  /(,  et  les  relations 
précédentes  montrent  que,  lorsque 

■  ,      3 
I  a?  i  =  Y'i*  logP/î  eP    api"S", 

■^— tend  vers  o  lorsque  n  devient  infini.   Cela  ijermet  de 

généraliser  les  résultats  précédents  en  supposant  que  les  exposants 
des  termes  non  nuls  def{x)  ne  suivent  pas  une  loi  aussi  régulière. 

4.   Soit 

oïl  les  exposants  entiers  P„  augmentent  de  façon  que  l'on  ait 

I     /i«p-2      I      ■   '        \  2  /   ' 

p  est  encore   un  nombre   entier,  a  et  ,3  des  quantités  positives 
quelconques,  et  l'on  suppose  ap  >>  2. 

Soit  encore 

1  ,      3 
./  1      s        P     aploiT"     ,,,■ 


p     ap  lu^'  n 


log      — ?— ^       <     -^—        I  —       I         ■  -  ï?  loL'  +  -  ««P-2        I  H r^ ) 

/,             ,„„  .,     i               ■'  ,       n -;- ■!        „.       log«-l-v| 

-h  A-( «  -H  v)«P-i    -  H a  log 


p         ap  log  «  "       «  r      o       log  H 

P 


Mais  si  V  croît  de  —  «  à  o  et  +  »d,   \"  '^  ' —  décroît  constam- 

1  „  "  +  •' 
"      n 
ment  de  +  co  à  as  et  o. 
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Donc,  si  v^  I ,  on  a 


\  »  -<-  y  /       .             \      n     )  ^   «?  r         ap  -t-  I         I  ap  -t-  i)(ap  +  2)1    ,'     _^  i  \ 

/( -I- V       ."         ,       n -(- I  "  «                  in                        S  II-               M           ■'/ 

■" loe 

n 

[ap  (ap-r-O^    T 

I ^  -t-  - — 

•f.n  in  (■?./!  —  i)J 


el  pourvu  que  l'on  ail  «  >  — 1 — ^, ,  on  en  déduit 

'  '  '  Jas 


lo^'  I <  ('H-  V  ap-2     _  V  -     ap  -  'yX ^     H 

W«  2    L  3  f  2  /i  —  I  )  J  p 


aA:^  Aav  A^v 


23  log/i         rt         /(  loe«  ' 


Expression  de   la  l'orme  (n  +v)='P  ^  (ui  —  ).v)  où   A  —  [j.  a  pour 
limite 

a"2  p         2  A' 

— ^ >o; 


il  existe  donc  une  valeur  de  n  à  partir  de  laquelle  1  — •  [x  est  po- 
sitif et  n"P~-() —  p.)  augmente  indéfiniment.  On  peut  donc  sup- 
poser n"P~*()> — [j.)  aussi  grand  que  l'on  voudra  pourvu  que  /) 
dépasse  une  valeur  déterminée,  et  l'on  pourra  poser 

log  !  -'i±^  I  <  -^  -  ).v  où  e^'-V-  >  6  >  3 

"  I      Un     I 
I  H„-n  -I-  «,n-sH 


^I 


<    >,  <;!'.-"< 


On  a  de  même,  si  v^i, 

\  Il  —;  I  ^\n  —  ij 


—  > 


'^  \      ^"  /  ^  -,  r. ,  "p     g?-^^  1 

^  ->  ûtp  M  -+~ T"; ::  I 

«  2(«-l)'J 


,g^L_     ^    log(-^) 

log    -!?-'     <(/)  —  •'  r^  log ^  -^  a  — !^ 

+  — ««p-2  (  1  -t-  —fi — ^  -+-/v(/i  —  v)«P-3v  ('a4-  , ^ )• 

p  \         aiogiij  '  \         logrt  —  v/ 
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Supposons  -  <  î  et  //  >  V.  H —  -f-  — >  on  en  dédiiil 
loi.'     -^^^     <  72«p-5  ■ (  I  —  S  )   P     a? ;  " 

I   «rt   I  (      }■  L         '^  <  "  —  '  )     J 

"^    p    \    ^alog«/         '  /i  L''        log/i(i  — Eiji 

On  peut  choisir  s  assez  petit  pour  que,  à  partir  d'une  valeur  d( 
terminée  de  «,  lorsque  v  <  nt,  on  ail  encore 


M„_|-T-K,,_2-(-. 


<   ,U  -  Xv 


,  _  e->,   ^  0  _  , 


D'autre  part,  si  v  >  /is, 


(I  —  Eiî'Pir  —  ap  logd  -  =)]<  I  ^-  '"^  ^"  <  I. 

,,    .       ,        (  aiE  )-       1  1  .  I  1  •  •     . 

Soit  £  <  — ■ — -;    lorsque  n   dépasse    une    valeur    déterminée,    on 

ap 


qui  tend  vers  o.  Il  existe  donc  une  valeur  de  n  à  partir  de  laquelle, 

i_^ L 

lorsciue   l^rl  =  r   ^=  vn"  loa:^/i.«P    «p'"»",    • — : i  j  reste  plus 

petit  <|ue  1 . 

11  en  résulte  encore  que  les  fonctions  f(j;)  et  (  — —, — 5-  )     ont, 
T  y  V     /        \-;H«logP«/  ' 

dans  la  circonférence  de  rajon  j',,,  p„  racines,  et  />«+!  — pn  entre 
les  deux  circonférences  de  rayons  )'„+i  et  j'„. 

La  série   7     —     est  comprise  entre  les  deux  séries 

^  \a„\  [^ 


2^^^^'      et      2 
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n'^^  —  in  —  if  ?—/.•[«" p-2-1-  (7i  — i)«?-î] 


\Y«''lot;fi«.«P     î^pios-'j 
qui  sont  convergentes  et  clivere;enles  en  même  que  >  ; — ~. — 5 — -«• 
On  en  déduit  que/(x)  est  d'ordre  p,  et  de  genre  p  si  [bp  £  1 . 

Ainsi,  lorsque  a  >  -,  8  j:  -,  on  a  une  fonction  de  genre  0,  telle 

1  •        P      1    —  P  O  l  , 

que  la  série  ^  \'\^c„  Y  soit  convergente. 

SUR  L'APPROXIMATION  DES  RACINES  RÉELLES  DES  ÉQUATIONS; 
l'ar  M.   A.  I'ki.let. 

Etant  donnés  deux  nombres  a  et  b  comprenant  une  seule 
racine  X  de  l'équation  f{x)  =  o,  pour  appliquer  la  méthode 
d'approximation  de  Newton,  ou  suppose  qu'entre  ces  limites  au- 
cune des  trois  premières  dériv<'es  àe  f{x),  f  {x),f"  {x)^f"'  {x)ne 
s'annule,  et  l'on  part  de  la  limite  «,  qui  donne  poury(^)  el/" (x) 

des  valeurs  de  même  signe.  Alors  la  riuautité  a  —  =77 =  «•   est 

"  '  /  (  o  ) 

comprise  entre  a  et  X,  la  racine,  mais  la  difTérence  X  —  «1  peut 

être  d'un  module  bien  supérieur  à  celui  de  ^r^ >    de   sorte  que 

l'application  de  la  méthode  est  peu  avantageuse.  Il  n'en  est  plus 
ainsi  si  l'on  suppose  en  outre  renijiiie  la  condition 

/'■Ha)  —  :>J(a)f"{a)io. 

Alors  la  fonction  /'-{x)  —  ■i/{x)/"(x),  qui  est  positive  pour 
X  =  a  el  X  =^'K,  et  dont  la  dérivée  —  2f(^x)/"'(x)  ne  s'annule 
pas  entre  ces  limites,  est  positive  dex^=aàx  =  b;  et  l'on  en 
déduit  que,  pour  toute  valeur  x  comprise  entre  a  et  X,  les  deux 
quantités 

_  ./'(a7j  _      f{T) 


comprennent  enlre  elles  lu  racine  X.  Ainsi  X  —  a,  est  alors  de 

.  j  11  •    j  /<  "  I 

même  siçne  et  de  module  moindre  que  —  Vt- — -  rommeaussi  nue 

»  »  J  (a,  1 

~  "fer"  t^"'"  ""^'  q""-/'Ha.)-M/(^)/?T^'  ^^  «'«°^  'i*^ 

même  signe  et  de  module  au  moins  égal  au  module  maximum 
de/"{x)  enlre  a  et  X. 

Supposonsy"((7)  et/(b)  positifs, /'(«j  el  f\b)  de  signes  con- 
iraires,  et  /" {x)  positif  et  allant  en  croissant  de  ak  b.  S'il  j  a 
une  racine  X  enlre  a  et  b.  on  a 

/(fl)-r-(\  — rO/\«>-(X-«)»-^Lii-î  =  o, 

Ç  étant  un  nombre  intermédiaire  enlre  a  el  6.  Il  en  résulte  que 
X  rend  négatives  les  expressions 

l  /(  a)  —  f  (a){x  —  rt")  -H  • — ; {x  —  a  i-, 

(i) 

et  positives  les  expressions 

1  f(a)^f\a)(r  —  n)^   '    ^    '{x—aV-, 
(■i)  -  '^ 

i  /(bi  -^/'(b)  i.r-b)^  •LiJi}  ,  ,r  -  h  f-. 

D'aulre   part,  /'-((')  —  2j\a)/"{a)  étant  positive,  la  racine  la 

plus  voisine  de  a  doil  êlre  comprise  entre  a  —  Vi —  el  a  —  2  ^, — -  ■ 
'         ^  '  ./\'0  /(«) 

Ainsi,  dans  cet  intervalle  il  doil  y  avoir  des  quantités  rendant 
négatives  les  expressions  (i)  el  positives  les  expressions  (2),  sans 
quoi  il  n'v  a  pas  de  racine  de  l'équation  y(^')  =  o  enlre  a  et  b. 


SUR  UNE  PROPRIÉTÉ  TRÈS  GÉNÉRALE  DES  DÉTERMINANTS: 
Par   M.    A.    Airuc. 

Considérons  un  système  de  n  équations  linéaires  à  n  inconnues 
(i)     «?  =  alx^-r'  afx^-i-.  .  .-I-  a'^x,,-~.  .  .-r-rtj/.r„       (i  =  i,  ■/.,...,  11). 


Appelons  D"  le  délerminanl  formé  par  les  coefficients  et  D"  le 
délerminanl  oblenu  en  remplaçant  les  éléments  de  la  dernière  co- 
lonne 

a"     a"      ...      a',' 

fcspectivemenl  par 


Appelons  de  même  D^  le  déterminant  obtenu  en  ne  consid('- 
rant  que  les  r/  premières  inconnues  et  les  q  premières  équatioii>, 
et  D'  le  déterminant  formé  en  remplaçant,  dans  D^, 

a'(     a'I     ...     «;/ 
respeclivement  par 


Soit  D,"  (rt-^)  le  déterminant  obtenu  en  supprimant  dans  DJJ  la 
ligne  k  et  la  colonne  |jl. 
Posons 

ce  (|ui  suppose 

d;!  ^o,        D^  j^  o. 


Dans  notre  Mémoire  sur  les  équations  linéaires,  nous  avons  luir 
la  solution  du  système  (i)  sous  la  forme  générale 

en  posant 

Tjr'-'-V  ,--,,■' o^r^'   npxl';*^''--   ...    e;::Lx„ 

avec 

Ài-i- À^-f-.  .  .H->.v= /.         (A,j=:o). 

Il  est  facile  de  montrer,  en  donnant  à  «"  des  valeurs  spéciales. 

«f  =  o     si     i  ^  p  -h  /,-, 
fl"  =  I     si     i  =  p  -h  A-, 
que  l'on  a 

"      d;;î1  («{;:!) 
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On  a  tlès  lors  la  relation  très  générale  que  nous  voulions  établir 

^';,tï  (  a''xi  )    ^  d;;  d;:]',;  . . .  d;;:*z^;;; 

avec 

À ,  ^  À,  —  ...  —  >.•,  =  />■         (  À,  J=  O  I. 

Les  symboles  TJJ"^*  et  B'J'**  sont  tout  à  fait  réciproques;  on  a  en 
effet  les  relations  suivantes  : 

«;;''" = 2'  -  "■'  '^'''  '■'  '^i*^->-f"-  ■  ■  ■  'T/-*-'-' 

avec 

A,-t-).2-4-.  ..-H  Àv=  /i  (X,jz£o), 


On  a  de  même 


0 

"-P 


Comme  application  prenons  le  cas  simple  de  /,^  ^  2  ;  on  aura 
immédiatement 

et  en  écrivant   les  déterminants  du  second  meuibre,  comme  les 
mineurs  de  D^*^,  il  vient 

^/)+2  (  "/)  +  2  /  ^Pt-2  '  "/)*1   "7J+2  /   —   '-'p+^y"  P+l   "pi-2)  ^p+îK'-'-p+i  1 

^-^/ï-t- 2  V.  "/'+ 1   '*/ï-f-2  '  '-'p+2  ^  "/'^  2  ' 


ou,  sous  la  (orme  d'un  délerminanl 

r)/'+2,„/j      I  n/>+2 ( -j/'+i  „/)+2 \  _ 
'-•/j-rï  *  "p+y  '  '^/»-t-2  ^"v'+i  "p+2  /  — 


On  reconnaîl  alors  une  propriété  bien  connue  des  déterminants 
(voir  p.  I  I  du  Mémoire  précité). 
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COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES. 


SÉANCE  DU  7  MAI  1902. 

PHÉS1DENCE    DE    M.    RAFFÏ. 

Communications  : 

M.  Demoulin  :  Sur  la  déformation  des  conoides  droits. 
M.  Fonlené  :  Sur  un  système  gauche  articulé. 


SÉANCE  DU   21   MAI  1902. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    RAFFV. 

Communications  : 

M.  Demoulin  :  Détermination  des  familles  ou  des  couples 
de  courbes  parallèles  superposables. 

M.  Duporcq  :  Observations  sur  la  Communication  précé- 
dente. 

M.  Maillet  :  Sur  les  propriétés  arithmétiques  des  fonctions 
entières  et  quasi  entières. 

M.  Zoukis  :  Sur  certaines  formules  relatives  aux  fonctions 
homogènes. 

SÉANCE   DU    i   JUIN    1902. 

PUÉSIDENCE    DE    11.    RAFFÏ. 

Communications  : 

M.  Clairin  :  Sur  les  caractéristiques  des  équations  aux 
dérivées  partielles  du  n'^"'^  ordre. 

M.  Laisant  :  Sur  les  courbes  funiculaires. 

M.  Lecornu  et  M.  Raffj  présenlent  ([uelques  observations  sur 
la  Communication  précédente. 

M.  Lecornu  :  Sur  une  question  de  Cinématique. 

M.  Perrin  :  Sur  le  calcul  des  racines  des  équations  numé- 
riques. 

SÉANCE    DU    18   JUIN    1902. 

PRÉSmENCE    DE   M.    RAFFV. 

Communication  : 

M.  Raffj  :  Sur  le  problème  de  la  déformation  des  surfaces. 
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MÉMOIRES. 


SUR  QUELQUES  FORMULES  DES  FONCTIONS  HOMOGÈNES 
ET  SUR  LA  DÉMONSTRATION  D'UN  THÉORÈME  QUI  S'Y  RATTACHE; 

Par  M.   Aristide  Zoukis. 


T. 

1.  Soil  F(x,  (v)  une  fonction  homogène  d'un  degri''  quel- 
conque m  par  rapport  h  x,  ir.  En  adoptant  la  notation  connue 
Fp^gî^x,  w)  des  dérivées,  on  aura  la  formule 

I  p=n 

p=o 


I       _  ■^  (  m  —  /;  -H  Â- )  .  .  ■  (  m  —  n->r-t) 
(A)    (        -^  ^., 


gA- /,/.-<      -y F,,.n-k-p(a-\- e +  /i,iv), 

X^    ij'.(n  —  A—p)\ 


dans  laquelle  les  quantités  a,  e,  h,  w  sont  tout  à  fait  arbitraires, 
n  peut  prendre  toute  valeur  positive  entière  et 


pour 


A-! 
Si  l'on  pose,  pour  une  valeur  quelconque  de  a, 

F  {a  -r-  X,  II')  =  t5(2',  IV'), 

la  formule  (A)  prendra  la  forme  plus  simple 

p=n 

p=o 

■<^  (m  — n  + A)...{m  —  n-T-i) 

^  /fl  («  —  /.)'.  T  ■  '    "  " 

k=0 
XXX.  12 
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sous  laquelle  elle  peut  être  démontrée  de  la  manière  suivante.  On 
voit  d'abord  qu'elle  est  vraie  pour  n^  o.  De  même,  pour  n  =  i , 
elle  est  aussi  vraie,  à  cause  de  l'égalité 

7«tp  (e  H-  /i,  «■)  =  (e  -+-  A)  !pi_o(e-i-  h.  iv )  -^-  w  Oo\{e  +  h,  w). 

Il  ne  reste  donc  plus  à  démontrer  que  cette  formule,  étant  vraie 
pour  «,  l'est  aussi  pour  «  -i-  i  •  En  effet,  si  l'on  suppose  vraie  la 
formule  pour  n  et  si  on  l'applique  sur  la  fonction  cp  et  sur  la  fonc- 
tion (3o  I  du  degré  m  —  i,  en  ajoutant  les  résultats  multipliés,  le 
premier  par  [m  —  «)^i  ^^  '^  second  par  wh,  et  en  ayant  égard  à 
l'égalité  connue 

(  »!  —  n )  <:fpn-p(e  -V-  h ,  w ) 

=  (e  -t-  /î)(?,,+i,n-p(e  -+-  /(.,  w)  -H  «'(pp,„+i_p(e  -4- A,  w), 

on  aura  la  formule  pour  «  +  i . 

2.   Si  l'on  suppose  entière  la  fonction  homogène  F(x,  »■)  et  si 
l'on  pose 

F(a  +  e-hh  —  x,  w)  =f{a -h  x,  w)        et        y=-. 


■^^  F[a  +  e  -i-  Il  -h  (a  -h  e)  z,  tv  -{-  wz]  =  J  (a  -h  h  -h  ay,  w  -h  wy), 
—  F  {a  -^  e  -Jr  h  -^  az,  w-f-  wz  )=f(a-i-e-T-li-i-  ay,  tv  -+-  wy  ) 

el  en  égalant  les  coefficients  de  —  z''^ j  et  de  y"'~'' (o-k-nt) 

D  =  A 

\  (a  +  e)i'  wl'-P 


2  p\{k-pv.  ^ "•"-•■  («+«+/' 

k 

aP  w'"-''-P 
p\  {m  —  k  —  p) 


w) 


p=0 

1     ap  ly*-/' 
ip\(k-p) 

0 


F p^k-p  {a-\-  e  -h  h,  w) 


■^         ai'iv"'-''-P 


/>=0 
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D'après  ces  égalités,  la  formule  (A),  après  un  changemenl  de  e 
en  h  et  vice  versa  et  puis  de/en  F,  donnera  la  formule 

/         1 N,    V         aPw"'-''-P 

I   (e-t-/i)"     >     —r, -i  F„  „_„_„  ( a -4- e,  w) 

I  '      ^    p\(in  —  n  —  p)\      P,"'  "  I  ^  I 

'       _  ■^  (m  —  «-(-/>•)...(/«  —  ra  -+- 1 ) 

Celle  formule  n'est  vraie  que  pour  des  fonctions  entières,  ce 
qui  devient  évident  si  l'on  suppose  e  =  o. 

3.   Il  est  aisé  de  voir  que 

p=k 

p=o 
P=k 
■^      aPw''-P 

jUp\(k-py  '■'"'"-'' 

;'=0 
p=k 


Vp  h-p{a  +  «,«-■). 


^p\(k-^p)\ 

p=0 


sont  respectivement  les  coefficients  de  z''  dans  les  développements 
suivant  les  puissances  de  z  des  fonctions 

(fl)    (:  -h  i)"'¥  (a-^  e  -h  ^^-^  >  «' j  =  F[a  + e  +  /n- (a  +  e)  i;,  iv  +  m'j], 

(b)  (~  -t-  i)"'  F  (  a  -t-  ; )  iv\  =  F  (a  +  e  H-  a^,  it'  -t-  «'x:), 

(c)  (^  -i-i)'"  F(  a-H  ^-^''  »')  =  F  (a  -i-  e  -h  h  -h  az,  w  -h  ivz), 

qui  sont  les  transformées  de  la  fonction  F{x,  tr)  par  les  formules 

e  e  -{■  Il 


Cela  posé,  la  formule  (A)  nous  donne  la  proposition. 
Propositlon  I.  —  La  fonction  F(x,  w)  étant  homogène  d'un 
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degré  quelconque  m  par  rapport  àx,  w;  si  on  la  transforme 
par  les  formules 

h  e  +  h 


et  l'on  considère  les  deux  fonctions  transformées  (a)  et  (c), 
le  coefficient  de  x"  (n  est  tout  entier  positif)  dans  le  dévelop- 
pement suivant  les  puissances  de  z  de  la  fonction  (a),  multi- 
plié par  {e  -+-  h)"  est  égal  à  la  somme  des  n  -\-  i  coefficients  des 
puissances  z",  s',  . . .,  z",  dans  le  développement  suivant  les 
puissances  de  z  de  la  fonction  (c);  quand  ces  coefficients  seront 
respectivement  multipliés  par 

m{ni  —  \)  . . .  (m  —  n  -{- 1)  (m  —  \)  . . .  (m  — 


(n-i)! 
m  —  n  -¥- } 


e/i"-',     h". 

i; 

De  même,  la  formule  (B),  qui  n'est  vraie  que  pour  des  fonc- 
tions entières,  nous  donne  la  proposition. 

Proposition  11.  —  La  fonction  F{x,  w)  étant  un  polynôme 
entier  homogène  du  degré  m  par  rapport  à  x^  w;  si  on  la 
transforme  par  les  formules 


et  l'on  considère  les  fonctions  transformées  (b)  et  (c);  le  coef- 
ficient de  :■"''"  {o^n^  m),  dans  le  développement  suivant  les 
puissances  de  z  de  la  fonction  (b),  multiplié  par  (e-t-  /()",  est 
égal  à  la  somme  des  n  +  i  coefficients  des  puissances  z"", 
z"'~' ,  . .  . ,  :"'~",  dans  le  développement  suivant  les  puissances 
de  z  de  la  fonction  (c);  quand  ces  coefficients  seront  respecti- 
vement multipliés  par 


m{m  —  i)  . .  .  («!  —  «  -*-  i)  ,  (m  —  i)  . . .  {m 


(rt-i)! 


/!»-'e, 


4.   Soit  tp(^),  ...,Xi,  (v)  une  fonction   homogène  d'un  degré 
quelconque  m  par  rapport  aux  j  +  i  variables   Xi,  ...,  Xi,  w  et 
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considérons  la  fonction 

F(:r,  «.)  =  o[/U)(ar,i-),  ...,/'"  (a-,  0], 

dans  laquelle  les  fonctions 

sont  telles  que  la  fonction  F(^,  w)  soit  d'un  degré  déterminé 
Tz.m  par  rapport  à  x.  Transformons  cette  fonction  successive- 
ment par  les  formules 

h  e  e  -+-  A 

X  =:  a  -{-  e  -T-    1  j-  =  a  -i ,  .r  =  a  -i-  > 

;:  +  I  Z  -h  l  Z  -h  1 

et  considérons  les  fonctions  transformées 

(j  +  i)""'F(a -t- e-f-  _  _^    »   irj 

=  (-3  -t-  i)'^'"  9    /"'  (  a  —  e  -H  ; •  )  \],  . .  .,  /'"  (a-^e-h >  '  )•  "'  |i 

Dans  les  cas  où  l'on  peut  développer  ces  fonctions  suivant  les 
puissances  de  z,  en  appliquant  la  proposition  I  et  la  proposition  II, 
si  F(ir,  w)  est  un  polynôme  entier  par  rapport  à  ;r,  on  aura  toutes 
les  formules  qui  dérivent  des  propositions  I  et  II. 

Dans  ce  qui  suit,  nous  n'examinerons  que  le  cas  où  les  fonc- 
tions y"'*'(x,  i)(/,- :=  1 ,  2,  . . . .  ?)  sont  des  poljnomes  du  premier 
degré. 

5.   Prenons,  en  effet, 

^k  =  /'*'  {t,\)=  ffkX-hq/,         (  A-  =  1 ,  2,  . .  . ,  0, 

et  posons,  pour  abréger, 

ff/^a  -+-  qic  =  u''        (  Â  =  1,2,...,  i). 


(a)' 


{b) 
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Alors  les  trois  fonctions  transformées  (n),  (t),  (c)  du  n°  4  de- 
viendront 


(a) 


(6) 


(z-i-  i)"'y  («,+  ^,eH- 


^l'î 


M/  -t-  ^,-  e  ■ 


^•"■) 


=  <f[ui-i-  giie  -h  h)  +  {ut-h  ffie)  z,  . . .,  M,-t-^,(e  + /0  +  ("i-l-;?'/e)^,  ir  4-  ica] 

{z  + .)'"  T  («1 + f^^'  ....«,■  +  ^ ,  <v) 

=  tp  [îfl-t-  ^iCH-  J<1  3,   .  .  .,  M/  +  ^,'6  +  UjZ,    IV  -h  WZ], 


(»' 


(c)     j  ■      •   \    ■  ^  +  1 

(       =  If  [iii -h  ffiie -h  h) -h  iiiz,  .  . .,  Ui^  ffi{e  -h  h)  -\-  UiZ,  ci'  -h  wz]. 


Puisque  maintenant  les  coefficients  de  z*(A"  ^  o,  i ,  2,  . . .  ),  dans 
les  développements  de  ces  fonctions  sont  respectivement 


■^  (  i<i  -4-  y°-i  e)/'i  .  .  .(Uj-h  gie)Pi  wi'i+i 

2à  /),!  ...pi\pi+i\ 

Pi+...+Pi+Pi+,=A 

Xî/',v-.,/'i.Pi+i["i  -+•  ffde-hh),  ...,  Ui-¥  gi{e  +  h),  iv], 


u1>  .  .  .  M«.  tvPc 


p,+...+pH-p.+i=^' 


.pi'.pi+,\ 


f/,, p,-,p,+,  (i'i  +  ^ie,  ...,  Ui-hg-ie,  iv), 


2u\i         uP-t  wPi+i 
' ,    "       '- — r  ?P /'.-.''.+.  ["i-+-^i(e  +  ^),  ■.■,Ui-hffi{e-¥-h),tv], 
/'!■•■  •/'i'  Pi-i-l- 
p,-t-...+p,+p,+,=t 


les  deux  propositions  I  et  II  (n"  3)  nous  donnent  les  formules 


Pi- Pi'-Pi+i'- 


(^')     =2 


Pi+-+pi+p,+i=« 

X  fpi p,.,p,.+,  [Mi-f-^i(e-i- A),  ...,  iii-^  gi{e  -h  h), 

(m  —  n  -V-  k)  . . .  (m  —  ra  +  i ) 


A-=0 


X  e*  /i"-*'  V 


K?!   ...   K^-i  WP-'+i 
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et 

Pi  +  -..-t-Pi+Pi+i="i-n 

[  '^  )  \  V"  (  "'  —  «  -f-  A'  )  . .  .  (  m  —  /i  -H  I  )        ,  , ,  V'  «?• . . .  it^-.  wP.*, 

=       7,    1-< e''-*/i*  >  — !-; ij 

Xd  A-!  Xd  pi\...pi\pi+i'. 

X  Çp, p,.p,^,  [ui-h  .s-iie  ^  h),  .  ...  Ui-'rSi\e  -^  h),  ir]. 

De  ces   deux  formules,   la  seconde  n'est  vraie  que  si  la  fonclion 
»(a', ,  . . .,  Xi,  w)  est  un  polynôme  entier. 

6.  Des  deux  formules  (A'),  (B')  on  peut  déduire  plusieurs 
autres  formules  en  donnant  des  valeurs  particulières  aux  diffé- 
rentes quantités  qui  y  entrent.  Parmi  ces  formules,  uous  citons 
les  suivantes. 

Si  l'on  pose  A  =  o  dans  les  formules  (A'),  on  obtient  la  formule 
connue  d'Euler 

2à  p,\...pi\pi^r\ ■*" P-/'.-t"i^^'^'---'"'+^'«'-»'] 

P,+...+Pj+/),+,-i 

m(  m  —  \)  .  .  .  [  m  —  n  -^  \)    .  , 

=  — -, ?["i  — ,?ie,  ..  .,  Ui-hffie,  w]. 

En  posant  aussi  «*  =  g/ta  {k  ^^  i,  i,  . . .,  i)  et  en  remplaçant  w 
par  w{a  4-  e  +  /i)  dans  la  formule  (A'),  on  aura  la  formule 

•*■  P\ Pi-Pi+l- 

p,^...+IJ,+p,^,—,i 

V*  (  m  —  «-+-<■)...  C  ;»  —  n  -+-  I  )    ,  ,      , 
=  >  r-, e* Vi"-'' . 

1  *=o 

/  Vi  g''  ....«■'''«"'■+' 

I  .^  p,\...p,\p,^i\ 

pi-t-..  .-hpi-hpi+i—n—fi 

En  supposant  a  ^  o  dans  cette  formule,  on  aura  la  formule 


V^  ^'"'...^'"'IP/'.-M 

>  (<'+A)p.+,e''-/'.>.  -!-i :- j-On /.,./.,.^,(^i,---,(§'i)'v) 

;>,  +  ...+-/),-l-;7,^,-<, 


I  ;j,-t-.-.-f-p,-t-p,^,  — /ï 


V"  (nj--n-i-A)...(m— /!-i-i)    ,,      ,         ,  ,  ^ 
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En  supposant  de  même  a  +  e  =  o  clans  la  formule  (i),  on  aura 
la  formule 

l.=n 

(e  +  II)"  "'"                 ,                               V  (  "î  —  n  -h  k) . .  .(m  —  n  -i-  i) 
-j^ ^cp„,...„,„(^,,...,^^,•,,^■)=2i p — 

(3)   l  '  ,=„  • 

■v-r  S'P'  ...s-'''wPi+< 

La  formule  (2 ),  si  l'on  suppose  e  +  /;  ^  o,  nous  donne  la  for- 
mule 


(4) 


'^      Pi'.--P 

p, +  ...+/.,  =  /! 


=  2j,{-ir-''- -^.1 ..•"-'■ 'fo 0,,,-/,  (^1,.  ••,,?.■,  «')• 

A— 0 

La  même  formule  (2),  si  l'on  égale  les  coefficients  de 
e''/i"-*(oî;  kÇ  II) 
dans  les  deux  membres,  nous  donne  la  formule 

I  ^1  _,   gP'  .  .  .gPUVPi+< 

z    ^^--^v;!...^:^...!^^ .,...,(.".,...,»-.-) 

(5)     /    p,+   ..+Pi+pi+,-n 

J  (m  —  7i4-/i) . .  .  I  «i  — /i -t- I  )  , 

!  =  A\(n^A)'. -"-'■■9o....,o,„-A(^„  . .  .,5-,-,  »>). 

dans  laquelle  C"-*  = /''^'(/''^' -')•••(/>/+.-"+ ^- +  ■)    ^j^j^   ^Ire 

'  "'"*"'  (  «  —  A  )  ! 

considéré  égal  à  zéro  si  />/^,  <  /?  —  A . 
Nous  ajoutons  encore  la  formule 

I  l.=n 

[   iv'i                                             ^^                 lin  —  n-i-k)...(ni  —  «-t-i) 
^  ;^?o,...,a,„(^>,...,A7,..')=2,(-l)''-''- '-jr^ •' 

(6) 


li  s'obtient  si  l'on  suppose  h:=  o  dans  la  formule  (3). 

Les  formules  (4)  et  (6),   dans  le  cas   /=i,    donnent  les  for- 
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mules 

/.=n 

qui  ne  diffèrent  entre  eux  que  par  le  cliangement  des  deux  va- 
riables g,  a'  et  qui  peuvent  être  utiles  pour  le  calcul  des  déri- 
vées, par  rapport  à  l'une  des  variables,  d'une  fonction  homogène 
de  deux  variables,  dont  les  dérivées  |)ar  rapport  à  l'autre  variable 
se  calculent  aisément. 

L'examen  du  système  complet  des  formules  qui  se  déduisent 
des  deux  propositions  I  et  II  (n°  3),  sort  des  limites  de  ce  travail. 
Nous  laissons  au  lecteur  cet  examen  qui,  probablement,  conduira 
à  des  formules  utiles. 

II. 

7.    LK\rMK.  —  Si  ci' une  suite  des  m  +  r  quantités  réelles 

(")  «0.       "/,.       «*+l,       «/+» "n-l,       "n.       ■•■,       Cm 

on  forme  la  suite  de  ni  -\-  -t.  quantités 

(  en-\a.n-\^  lina„.      «„,      ...,      a,n 

{où  Ck,  e/i+i,  ...,  e„_,,  /i/,^,,  lt/i+2-i  ■■■■,  l>ii  sont  des  quantités 
arbitraires  réelles  et  positives)  le  nombre  des  variations  que 
présente  la  suite  des  m  +  2,  quantités  (2)  est  moindre  d'un 
nombre  pair  ou  nul  du  nombre  des  variations  que  présente  la 
suite  des  m  +  i  quantités  primitives  (i). 

La  démonstration  de  ce  lemme  est  une  conséquence  immédiate 
des  considérations  suivantes  : 

a.  Les  variations  des  quantités  «oi  •••)  «a  et  «;m  •■•!  ^m»  ne 
sont  pas  altérées. 

b.  Les  couples  des  variations  qui  existent  dans  les  portions  de 
la  suite  des  quantités 

(3)  a,.,       ax  +  i,       «A+î,       «n-l,       «n, 
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où  entre  deux  quantités  du  même  signe  existe  une  quantité 
de  signe  différent,  peuvent  être  conservés,  dans  la  suite  des 
quantités 

U  )  i  , 

(  e„_i  a,i-\  -+-  /(„  a„, 

mais  peuvent  aussi  disparaître. 

c.  Les  variations  qui  existent  dans  la  suite  de  quantités  (3), 
sous  des  conditions  din"érentes  de  celles  du  cas  précédent,  se  con- 
servent dans  la  suite  des  quantités  (  4)- 

8.  ConoLLAinK.  —  La  multiplication  d'un  polynôme  entier 
par  {x  +  a){a~^  o)  diminue  le  nombre  des  variations  de  ces 
coefficients  d'un  nombre  pair  ou  nul. 

9.  En  se  basant  sur  le  lemnie  précédent  et  sur  les  deux  propo- 
sitions I  et  II  (n"  3)  on  peut  démontrer  le  théorème  suivant  que 
M.  Cjp.  Stéphanos  a  proposé.  (Yo\r  Interm.,  t.  VIII,  avril  1900, 
p.  117). 

Théorème.  —  Si  l'on  transforme  un  polynôme  entier  F(.r,  1) 
du  degré  m  successivement  par  les  formules 

h  e  e-\-h 

r  —  a  -+-  e  -h   ,  .r  =  «  -1-  ,  x  =  a -\ 

2  -+-  I  ^  -H  1  a  -H  t 

{a  est  un  nombre  réel  cjuelconque  et  e,  h  des  nombres  réels  du 
même  signe)  et  que  l'on  représente  par 

ya+e+Zi       \a+f       ya+c+/i 

les  nombres  des  variations  que  présentent  les  coefficients  des 
polynômes  transformés 

\,  5  +  1       / 

(c)  (z^n'"F(a-         ^.i), 

développés suivan  t  les  puissances  de  :  ;  entre  ces  nombres  existe 
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la  relation 

ya+eya+c+'i  _^  .,  /^-  — .  ya+c+Zi 

A'  étant  un  nombre  entier  positif  ou  nul. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  on  écrit,  dans  une  suite,  les  coef- 
ficients du  développement  suivant  les  puissances  croissantes  de  3 
du  polynôme  (c)  et  puis  on  les  divise  par  les  coefficients  des 
mêmes  puissances  de  z  dans  le  développement  de  (s  +  i)'", 
ce  qui  n'altère  pas  le  nombre  V""*""^*  des  variations  qu'ils  pré- 
sentent. 

Sur  la  suite  de  ces  m  -\-  i  quotients  des  coefficients,  on  ap- 
plique successivement  m  fois  le  lemme  précédent  (n"  7)  de  la 
manière  suivante.  Dans  toutes  ces  applications  on  prend 

Dans  la  première  application,  on  applique  le  lemme  sur  tous 
les  m  +  I  termes  de  la  suite.  Dans  chacune  des  m  —  i  applica- 
tions suivantes  on  applique  le  lemme  seulement  sur  les  termes 
consécutifs  de  la  suite  qui  n'entrent  pas  dans  la  suite  qui  précède  ; 
c'est-à-dire  on  applique  le  lemme  sur  les  »i  +  2 — p  termes 
moyens  de  chacune  des  suites  successives,  p  étant  le  nombre  qui 
signifie  le  rang  de  l'application  du  lemme. 

Toutes  ces  m  applications  du  lemme  étant  eflfectuées,  nous 
formerons  une  suite  ayant  2/«  +  i  termes.  Puisque,  maintenant, 
m  étant  entier, 

(  m  —  Il  -^  h) .  .  .  (  m  —  «  -I-  I  )        ^,,   C"~'' 
^!  -  '-'•  C^' 

il  est  facile  de  voir  que  ces  im  -\-  \  termes,  d'après  les  proposi- 
tions I  et  II  (n"  3),  seront  les  coefficients  du  polynôme  (a)  ordonné 
suivant  les  puissances  croissantes  de  3,  divisés  par  les  coeffi- 
cients de  mêmes  puissances  de  z  dans  le  développement  de 
(s-l-i)'",  et  puis  les  coefficients  du  polynôme  [b)  pareillement 
ordonné  et  également  divisés  par  les  coefficients  des  mêmes  puis- 
sances de  z  dans  le  développement  de  {z  -t-  i)™.  La  totalité  de  ces 
coefficients  sera  2  m  -|-  i  et  pas  2  m  +  2,  puisque  le  dernier  coeffi- 
cient (de  z"')  du  premier  polynôme  {a)  et  le  premier  coefficient 
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( terme  conslanl)  du  second  polynôme  (é)  sont  tous  les  deux  égaux 
au  F(«  +  e)  et  réunis  en  un  seul,  ce  qui  n'altère  pas  la  somme 
V""^^  +  V" J^"*"*  des  variations  des  coefficients  de  ces  deux  poly- 
nômes (rt)  et  (b). 

Si  maintenant  nous  nous  rappelons  que  chaque  application  du 
lemme  (7)  sur  une  suite  des  quantités  diminue  les  variations  de 
ces  quantités  d'un  nombre  pair  ou  nul,  nous  serons  sûrs  de  la 
vérité  de  l'égalité 

que  nous  voulions  démontrer. 

10.  L'utilité  du  théorème  précédent  consiste  en  ce  que  le 
nombre  V^"^"  des  variations  du  polynôme  (6)  (n°  9),  ordonné  sui- 
vant les  puissances  de  ;;,  comme  Jacobi  l'a  d'abord  remarqué,  est 
une  limite  supérieure  (plus  grand  d'un  nombre  pair  ou  nul)  du 
nombre  des  racines  réelles  du  polynôme  F(.r)  qui  sont  contenues 
entre   les   nombres  réels  a  et  « -+- e  (puisque  la  formule   de  la 

transformation  étant  x  ^=^  a  -\ pour  x  =  a,  x  =  a  -\-  e,  on 

a   S  =  <Xi,  Z  :=  o). 

Cela  considéré,  on  voit  que,  quand  il  s'agit  d'appliquer  la  règle 
de  Jacobi  pour  trouver  une  limite  supérieure  du  nombre  des 
racines  réelles  d'un  polynôme  F(a;)  qui  sont  contenues  entre  deux 
nombres  réels  a  et  6  (6  >  a),  il  est  préférable  de  partager  la  por- 
tion b  —  «  en  deux  ou  plusieurs  parties  et  d'appliquer  la  règle  de 
Jacobi  à  chacune  de  ces  parties.  Cela  fait,  il  est  probable  de  trou- 
ver une  limite  plus  petite  du  nombre  des  racines  réelles  du  poly- 
nôme F{x)  qui  sont  contenues  entre  a  et  b. 

11.  La  démonstration  du  théorème  (9)  étant  générale,  si  l'on 
suppose  «  =:  o  et  A  =  A.  (lim  A  =  00)  le  polynôme  (c)  (n°  9)  de- 
viendra 


(z  +  iypit;^,  iA         (IV^I), 


et  les  parties  principales  des  coefficients  de  ce  polynôme,  ordonné 
suivant  les  puissances  croissantes  de  z,  seront  les  coefficients  de 
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F(x,  i),    inversement    ordonné,    multipliés    respectivement   par 
A",  A™-',  ...,  A,  1. 

De  même,  le  polynôme  (a)  (n°  9)  deviendra 

(-^i;"'F(e+^,.,.)         («'  =  .), 

et  les  parties  principales  des  coefficients  de  ce  polynôme,  ordonné 
suivant  les  puissances  croissantes  de  z,  seront 

«i  !  [m  —  1  )  !  I  !  V   1   / 

Enfin,  le  polynôme  (b)  (n°  9)  deviendra 


(  !  (m  —  i)!  iii\ 

Puisque,  maintenant, 

VS-hV*-f-2A-  =  \'J        (A-5o), 

il  s'ensuit  que  le  nombre  des  variations  des  coefficients  d'un 
polynôme  F(x,  w),  (w^i),  surpasse  d'un  nombre  pair  ou  nul 
la  somme  des  variations  que  présentent,  pour  une  valeur  quel- 
conque positive  c  de  x,  la  suite  des  dérivées  de  F(^,  w)  par 
rapport  à  x  et  celle  des  dérivées  par  rapport  à  la  variable  de  l'ho- 
mogénéité (V. 

C'est  pour  ce  cas  (o  ^  o),  h  =  oo),  que  j'avais  d'abord  dé- 
montré le  théorème  (9).  J'avais  considéré  que  des  coefficients 
d'un  polynôme 

F(ar,  w) 

=  C?„.\oa7"'-i-Gi,A,x"'-'«'-i-...-^C™-'A„,_,a;K""-i+C;!,A,„(v"'(«'  =  i), 

divisés  respectivement  par  C", ,  C)„,  ...,  C"|~',  C",{,  on  peut 
former  la  suite  des  dérivées 


(m-i)! 


—  un 


en  appliquant  m  fois  successivement  le  leinme  (n°7),  comme  dans 
la  démonstration  du  théorème  (n°  9),  mais  en  prenantdans  toutes 
ces  applications 


e/,  =  Ck+i  =  . . .  —  e„_i  =  e,         h/,+,  =  A^+j  = . . .  =  /i„  =  i 
et  pas 
e,  --.  e,.+,  =  . . .  =  e„_,  =.  ^-^  ,  /u+,  =  h,^,  =  ...=  /.„=    ^, 

comme  dans  le  cas  général  ('). 

12.  Si  l'on  représente  par  H^'*'*  le  nombre  des  racines  réelles 
d'un  polynôme  F(^,  i  ),  comprises  entre  les  nombres  réels  a 
et  o  -t-  (?  (e  ]>  o),  d'après  le  théorème  (n"  9)  on  aura 

On  déduit  de  ces  deux  égalités  que  : 

1°  Du  théorème  du  (n°  9)  se  déduit  le  théorème  de  Budan- 
Fourier  ; 

2°  Le  résultat  V^** ,  auquel  conduit  la  règle  de  Jacobi,  est  plus 
approché,  en  général,  de  R"'^'^  que  le  résultat  V*  —  V"^,,  obtenu 
par  le  théorème  de  Budan-Fourier. 

On  trouve  ces  deux  remarques  dans  la  question  envovée  à  !'//(- 
termédiaire  des  Mathématiciens,  par  ftl.  Cjp.  Sléphanos. 


(')  C'est  sous  les  cooditions  suivantes  que  j'avais  fait  cette  démonstration 
particulière  (cas  a  =  o,  A  =  oc  ),  qui  équivaut  à  une  démonstration  générale  du 
théorème  (n"  9),  mais  ne  donne  pas  l'occasion  de  considérer  les  formules  (A) 
et  (B)  de  la  première  partie  de  ce  travail. 

jM.  Cjp.  Stcplianos,  quelque  temps  après  l'envoi  de  la  question  à  l'In/ermé- 
diaire,  m'avait  dit  qu'il  avait  démontré  son  théorème  et  il  m'avait  proposé  de  le 
démontrer  aussi.  Alors  j'avais  fait  la  démonstration  antérieure  pour  le  cas 
{a  =  o,  A  =  »)  qui  se  trouva,  comme  M.  Cyp.  Sléphanos  m'avait  dit,  être  la 
même  que  la  sienne.  C'est  pour  cela  que  je  ne  l'avais  pas  publiée. 
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SUR  LES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  ET  LA  THÉORIE  DES  ENSEMBLES; 
Par   M.   Edmond  Maillet. 

I. 

Nous  avons  montré  antérieurenienl(' )  l'existence  de  catégories 
de  fonctions  ne  satisfaisant  à  aucune  équation  différentielle  ration- 
nelle, de  même  que  Liouville  avait  établi  (-  )  l'existence  d'une  infi- 
nité de  nombres  transcendants.  M.  Cantor(^)  a  obtenu  un  résultat 
analogue  à  celui  de  Liouville,  mais  moins  parfait,  en  se  basant 
sur  la  théorie  des  ensembles  :  L'ensemble  des  nombres  algé- 
briques est  dénombrable,  tandis  que  l'ensemble  des  nombres 
transcendants  a  la  puissance  du  continu. 

Nous  nous  proposons  ici  d'étendre  aux  équations  différentielles 
rationnelles  et  à  d'autres  analogues,  grâce  à  des  conventions  con- 
venables, le  théorème  de  M.  Cantor. 


Soit 

<■)  -^(^'^'£'  •■•'S)='^  =  2"'-'» a^'r----7*'' 

une  équation  différentielle  dont  les  coefficients  sont  des  polj- 
nomes  entiers  en  x  de  degré  <I,  et  dont  les  paramètres  sont  ou 
nuls,  ou  indéterminés,  mais  ^o. 

La  solution  générale  aux  environs  de  .r  =  o  est 

(•'■)  7  =  ?(>,  G;,  Cs,  .  -    ,  Ga-,  a/,,„,  ...,,i), 

C|,  Ca,  ...,  Ca  étant  des  constantes  arbitraires. 

Considérons  les  solutions  obtenues  en  donnant  à  un  nombre  A 
quelconque  de  ces  k  constantes  la  valeur  o  (a prenant  successive- 


(')  Journ.  de  Math.,  1902,  p.  x'i-j. 

{■)  Journ.    de   Math.,   i85r,  el    Borel,  Leçons  sur    la  t/worie  des  /onctions, 
898,   p.  36. 

(5)    BOUEL,  Id.,   p.    24- 
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ineiU  les  valeurs  o,  i,  a,  .  . .,  /»•).  Le  nombre  des  solutions  $  dis- 
tinctes ainsi  obtenues  est  fini. 

Considérons  alors  les  équations  différentielles  de  la  forme  (i) 
de  degrés  i,JoiJt^  ■  •  •tj'i  =S  en  x,r,  .  .  .,  r'*',  en  ne  regardant 
comme  distinctes  que  celles  où  les  paramètres  indéterminés  ne 
sont  pas  tous  coefficients  des  mêmes  termes  en  a;'y'°  .  .  .y'*'''. 
Le  nombre  N  des  solutions  <I>  correspondantes  est  limité. 

Il  en  résulte  immédiatement  que  l'ensemble  des  solutions  <I> 
distinctes,  compté  comme  on  vient  de  le  faire,  est  dénonibrable. 

Considérons  au  contraire  les  fonctions  ('  ) 

{3)  _)'  =  «o-f-  fli a- +  «2 •■^"-t- •••+««■■'""-+-••• . 

telles  que 

I   "  "    I 

Ces  séries  sont  toutes  convergentes. 

Attribuons  aux  paramètres  a,,  .  .  . ,  <7„,  .  . .  des  valeurs  nulles 
ou  indéterminées.  L'ensemble  des  séries  ainsi  obtenues  a  évidem- 
ment la  même  puissance  que  l'ensemble  des  nombres 


où  y,,  Y^,  y.j,  ...  prennent  les  valeurs  o  et  i  dans  un  ordre  quel- 
conque, c'est-à-dire  que  l'ensemble  de  tous  les  nombres  compris 
entre  o  et  i  exprimé  dans  le  système  de  numération  de  base  2  : 
l'ensemble  de  ces  séries  a  donc  la  puissance  du  continu. 

Donc,  parmi  les  séries  y  précédentes,  il  y  a  un  ensemble  de 

(')  On  peut  aussi  écrire  la  solution  générale  de  l'éiiuation  (i)  sous  la  forme 

{i  bis)  .)•  =  oi„-)-  a,.r-t-. . .-(-  a,ar,  +  tp, a;,,^, -+-...  +  <Px^i+^"+"-  ••■ 

où  les  paramètres  a„,  ...,  i,  sont  arbitraires  en  tout  ou  en  partie,  et  a,,  ..., 
tpxi  •••)  sont  des  fonctions  des  paramètres  oi„,  ...,  a,. 

La  série  la  plus  générale  de  la  forme  (3)  comprendra  la  série 

(2  bis)    r  —  2„-+-  a,a;  -I-. .  .-h  i,x,-i-(  ï,  +  a,^, )a;,^,-t-. .  .  +  (?>,-)- a,+i ) iTi+i -(- ■  ••, 

où  1,^1,   ..-,  o-n.\,  ■■■  sont  des  paramètres  arbitraires. 

Nous  classerons  dans  un  même  type  les  séries  (i  bis)  pour  lesquelles  ceux  des 
coefficients  a^,  ...,  ot,  qui  sont  nuls  ont  les  mêmes  indices;  le  nombre  des  types 
est  fini;  nous  classerons  dans  un  même  type  les  séries  (2  bis)  pour  lesquelles 
ceux  des  coefficients  a„,  ...,  a,^j,  ...  qui  sont  nuls  ont  les  mêmes  indices;  l'en- 
semble de  ces  types  forme  un  ensemble  ayant  la  puissance  du  continu. 
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séries  avant  la  puissance  du  continu  et  qui  ne  sont  pas  solutions 
des  équations  différentielles  rationnelles  (' ). 

Le  raisonnement  s'applique  encore  aux  séries  convergentes 
aux  environs  d'un  point  quelconque  x  =  jt,,. 

Ceci  n'est  pas  spécial  aux  séries  (3)  :  tout  ensemble  de  séries 
qui  aura,  d'après  les  mêmes  définitions,  la  puissance  du  continu, 
jouira  de  la  même  propriété  ;  on  pourra  ainsi  appliquer  ce  qui 
précède  aux  fonctions  entières,  aux  fonctions  entières  de  genre 
fini,  aux  fonctions  entières  d'un  ordre  déterminé.  Il  suffira  de 
vérifier  ce  dernier  point. 

Soit 

(  4  )  JK  =  6o  -+"  ^1  ^  -^  ■  •  •  -t-  ^n  ^"  -i-  ■  •  • . 

une  fonction  entière  d'ordre  p  fini  :  on  peut  à  volonté  y  supposer, 
quel  que  soit  n,  6„^o  ou  nul;  le  même  raisonnement  restera 
alors  applicable. 

On  peut  même  l'appliquer  à  des  catégories  encore  plus  spé- 
ciales de  fonctions  entières  ;  par  exemple  aux  séries 

'"  ■      \\  ■.?'.         "  '  "  n\  ■  •  •' 

OÙ  Y„  =:  o  ou  Y„  ^  o  (Yh  limité,  mais  indéterminé)  à  volonté;  ou 
encore  aux  fonctions  entières  à  coefficients  rationnels,  et,  comme 
nous  le  verrons  plus  loin,  aux  fonctions  entières  à  croissance 
régulière. 

Il  en  résulte  a  fortiori  que  les  équations  difiérentielles  à  para- 
mètres rationnels  forment  un  ensemble  dénombrable,  tout  comme 
lenrs  solutions,  tandis  que  les  séries  à  coefficients  rationnels, 
même  jouissant  de  propriétés  particulières  convenables,  forment 
un  ensemble  ayant  la  puissance  du  continu  (-). 

On  peut  obtenir  des  théorèmes  semblables  pour  les  séries 
divergentes  sommables. 


('  )  On  peut  dire  encore  que  celles  des  séries  y  qui  ne  sont  pas  solutions  des 
équations  différentielles  (1)  de  degré  =  S,  quel  que  soil  3,  forment  un  ensemble 
ayant  la  puissance  du  continu. 

(')  Nous  établissons  au  fond  quelque  chose  d'un  peu  plus  précis  :  nous  formons, 
pour   chaque   catégorie  de  séries,   non  un  ensemble  de  séries,  mais  un  ensemble 

XXX.  i3 
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Considérons  les  séries  divergentes 

0  ^  " 

l'intégrale  étant  prise  le  long  d'un  chemin   d'intégration  conve- 
nable et 

0 

F  (:;)  étant  une  fonction  entière  d'ordre  réel  p  inférieur  à  l'ordre 
apparent  d  {dp^  i), 

Ces  séries  dépendent  dune  infinité  dénombrable  de  coefficients 
arbitraires  pour  chaque  valeur  de  p  et  de  d:  donc,  pour  chaque 
valeur  de  p  et  de  d,  l'ensemble  de  ces  séries  a  la  puissance  du 
continu  et  il  n'y  en  a  qu'une  infinité  dénombrable  qui  puisse  être 
solution  d'une  équation  différentielle  ('). 

On  peut  aussi  considérer  les  solutions  fournies  par  les  dévelop- 
pements en  fraction  continue  convergente  ou  divergente:  prenons 
par  exemple  les  fractions  continues  de  Stieltjes 


ou,  ce  qui  revient  au  même,  les  séries  divergentes 


On  arrive  à  des  résultats  analogues. 


de  types  de  séries,  les  séries  d'un  même  type  étaat  caractérisées  par  ce  fait  que 
les  paramètres  nuls  pour  ces  séries  ont  les  mêmes  indices.  Par  conséquent,  nous 
établissons  en  fait  ceci;  c'est  que,  dans  chaque  catégorie  de  séries,  les  types 
comprenant  des  séries  susceptibles  d'être  solutions  sont  en  nombre  dénombrable, 
alors  que  l'ensemble  de  ces  types  a  la  puissance  du  continu. 

(')  Les  solutions  divergentes  formelles  aux  environs  de  a;  =  o  dépendent  d'un 
plus  k  paramètres  arbitraires  pour  les  équations  d'ordre  A".  On  le  vérifle  par 
substitution  directe. 
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Prenons  plus  parliculièrement  les  séries  de  Stielljes  définies  de 
la  manière  suivante  : 

Soit  la  fonction  entière  d'ordre  apparent  c/ >  l'ordre  réel  o 

Fi-^i  -.  (-""--■'<l>(;i. 

comme  précédemment,  avec  ag  réel  >  i . 
Prenons 

<!>(;)  =  //„  H-  /;,  ;  +  ij  j2  + 

et,  si  6,<  . 


(  m  !  )? 

\F(z)\  <  A, ?=■'"-'■»', 

en   sorte  que  l'exposant  de  F(;)  est  constamment  négatif  pour 
Z  positif.  On  a  toujours 

|F(3)|  <Ae-'«*'=, 

1              •             •  -c         C  fiin  du         / ,  X  1        1  1, 

quel  que  soit  ;;  posilit,  et    /      — est  (    )  la  valeur  d  une  série 

de  Stieltjes. 

A  chaque  valeur  de  d  et  p  correspond  un  ensemble  de 
séries  F(:)  et  de  fonctions  de  Stieltjes  ajant la  puissance  du  con- 
tinu. 

Les  séries  de  cet  ensemble  qui  peuvent  être  solutions  d'équa- 
tions différentielles  rationnelles  forment  un  ensemble  dénom- 
brable. 

Les  mêmes  propriétés  ont  lieu  pour  toutes  les  séries  précédem- 
ment considérées  quand  on  y  suppose  certaines  conditions  com- 
plémentaires remplies  de  façon  que  le  nouvel  ensemble  obtenu  art 
encore  la  puissance  du  continu.  Ainsi  on  pourra  supposer  que, 
dans  ces  séries,  les  coefficients  d'indices  a,,  ao,  ...,  a^,  ... 
(p  croissant  indéfiniment)  soient  tous  nuls,  le  nombre  des  coeffi- 
cients non  nuls  restant  infini.  Pour  un  système  de  valeurs  donné 
de  ai,  a,,  .  .  .,  a^,  ...   un  même  théorème  a  lieu. 

Enfin,  un  raisonnement  de  même  nature  s'applique  aux  équa- 
tions différentielles 

(5)  /(x,^,y,  ...,y*')  =  SAjK'o...,        _x'*)'i  =  o- 

(')  BoREL,  Leçons  sur  les  séries  divergentes,  p.  72  el  suivantes. 
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A  élant  un  polynôme  entier  en  x,  Ç, ,  .  .  . ,  ^i  (/limité) et  ^,, ...,  ^/ 
des  fonctions  de  x,  les  mêmes  pour  toutes  les  équations  (5)  :  par 
exemple  log^,  loglogx,    ...,  e-^,    e"' ,   ....  p{x),   ^(x),   3-(x), 

Le  nombre  des  résultats  analogues  est  pour  ainsi  dire  indéfini. 
On  peut  résumer  ce  qui  précède  dans  l'énoncé  suivant; 

Théorème.  —  Considérons  ^ensemble  des  séries 

(I)  y  =  bo+bi{x  —  Xo)-^...^b„{cc-~.ro)"-^..., 

Jouissant  ou  non  de  certaines  propriétés  particulières  conve- 
nables. Ne  regardons  comme  distinctes,  pour  une  valeur  de  Xo 
donnée,  deux  de  ces  séries  que  si  un  paramètre  au  moins  de 
même  indice  nul  dans  l'une  ne  l'est  pas  dans  l'autre,  les  para- 
mètres non  nuls  restant  indéterminés;  au  contraire  ne  distin- 
guons pas  deux  séries  pour  lesquelles  les  paramètres  nu/s  ont 
tous  mêmes  indices. 

Considérons  d'autre  part  des  fonctions  ç,,  ....;/(/  limité) 
de  X,  par  exemple  \ogx,  loglog.r,  .  . . ,  e'',  e'' ,  ■  ■  ■ ,  p  (x), 
^{x),  .  .  .,  et  les  équations  différentielles 

(II)  f{x,y,y.  . .  .,j<«)  =  SAjK'-.  . . .  j<*)a=  o, 

les  A  étant  des  polynômes  de  degré  limité  en  x,  ^,,  . . . ,  ;/,  de 
coefficients  a,  [i,  ....  Regardons  comme  distinctes  les  solu- 
tions de  (II), 

ç.(ot,  p,   ...,C,,   ...,C/,). 

qui  dépendent  des  paramètres  a,  |i,  . .  .,  et  de  k  constantes 
arbitraires,  si  un  paramètre  ou  une  constante  de  même  indice 
nul  dans  l'une  ne  l'est  pas  dans  l'autre,  les  paramètres 
ou  constantes  non  nuls  restant  indéterminés;  au  contraire,  ne 
distinguons  pas  deux  solutions  pour  lesquelles  les  paramètres 
nuls  ont  tous  mêmes  indices. 

L'ensemble  des  solutions  convergentes  ou  divergentes  de  (\\) 
est  dénombrable.  L'ensemble  des  séries  {\) pour  x^  donné  a  la 
puissance  du  continu  dans  les  divers  cas  suivants  dont  certains 
sont  conséquences  des  autres  : 
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1°  (I)  est  une  série  coin-ergenie  de  rayon  de  com^ergence 
donné  ; 

1°  (I)  est  une  fonction  entière  ou  une  fonction  entière 
d'ordre  fini  déterminé  : 

3°  (I)  jouit  des  mêmes  propriétés  que  ci-dessus,  mais  a  ses 
coefficients  rationnels  ; 

4°  (I)  est  une  série  divergente 

^  P.'o 

sommable,  avec 

$(;)  étant  une  fonction  entière  d'ordre  p  inférieur  à  l'ordre 
apparent  d  entier,  ^  et  d  étant  donnés  (dp^  i); 

5°  (I)  appartient  à  certaines  catégories  de  fractions  conti- 
nues et  de  séries  divergentes  de  Stieltjes  ;  ainsi  si 

F(c)  =  e-"«^'' <!>(-),         aorccl>i, 
^ (  z  )  =  ba-^-  I' \  ^  -^  b- ^° -^ ■  ■  ■  • 


(  m  !  )? 

les  mêmes  propriétés  ont  lien  pour  les  séries  de  Stieltjes  dont 
la  valeur  est 


r"  Fu/  \dii 

,'  z  ^  Il 


pour  chaque  valeur  de  p  et  d  (rf  entier  >  p). 

Enfin  les  mêmes  propriétés  restent  vraies  quand  on  suppose, 
dans  les  séries  précédentes,  soit  tous  les  coefficients  rationnels, 
soit  une  infinité  dénombrable  de  coefficients  d'indices  donnés 
nuls,  des  coejficienls  en  nombre  infini  restant  à  volonté  nuls 
ou  indéterminés. 


SUR  LE  MOUVEMENT  VERTICAL  D'UN  PROJECTILE  DANS  UN  MILIEU 
RÉSISTANT; 

Par  IM.  L.  Lixou-nu. 

La  hauteur  à  laquelle  s'élève  un  corps  pesant  projeté  vertica- 
lement de  bas  en  haut  dépend  de  sa  vitesse  initiale,  de  sa  masse  et 
de  la  résistance  de  l'air.  Parmi  plusieurs  projectiles  sphériques 
de  même  dimension,  lancés  avec  la  même  vitesse  initiale,  le  plus 
dense  est  évidemment  celui  qui  doit  monter  le  plus  haut;  mais, 
au  lieu  de  supposer  connue  la  vitesse  initiale,  on  peut  se  donner 
le  travail  dépensé  pour  créer  cette  vitesse  (par  exemple,  au 
moyen  de  la  détente  d'un  ressort),  et  les  choses  se  passent  alors 
d'une  façon  moins  simple.  Si  l'on  prend  une  masse  infiniment 
légère,  une  dépense  finie  de  travail  lui  communique  une  vitesse 
infiniment  grande  :  la  résistance  de  l'air,  pourvu  qu'elle  croisse 
sans  limite  avec  la  vitesse,  absorbe,  au  bout  d'un  parcours  infini- 
ment petit,  la  force  vive  initiale,  cl  la  hauteur  d'ascension  a  une 
limite  nulle.  Si  l'on  prend,  au  contraire,  une  masse  infiniment 
grande,  la  vitesse  initiale  est  infiniment  petite  et,  dans  ce  cas 
encore,  le  mobile  ne  peut  s'élever.  On  conçoit,  d'après  cela,  que, 
pour  un  projectile  de  figure'donnée  et  pour  chaque  valeur  du  tra- 
vail dépensé  au  départ,  il  doive  exister  une  masse  correspondant 
au  maximum  d'ascension.  Je  me  propose  de  calculer  cette  masse 
dans  l'hypothèse  d'une  résistance  proportionnelle  à  une  puissance 
constante  de  la  vitesse. 

Soit  ni  la  masse  du  corps  et  soit  c  sa  vitesse  au  bout  du  par- 
cours s.  Je  représente  la  résistance  de  l'air  par  \gv'-P,  \  et/>  dési- 
gnant deux  constantes  positives,  d'ailleurs  quelconques.  L'équa- 
tion du  mouvement  peut  s'écrire 

mv  dv  =  —  m  g  c/s  —  À  gv-l'  ds  ; 

d'où 

,  inv  dv 

s  as  = r • 

"  m-i-lv^P 

Si  Vo  est  la  vitesse  initiale,  la  hauteur  h  à  laquelle  parvient  le 
mobile  est 

vdv 


u 


Iv-i'' 
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ou  bien,  en  posant  c-=  i'^œ  et  désignant  par  T  le  travail  — -  né- 
cessaire pour  créer  la  vitesse  initiale, 

T    /■'  <fo 


"=lf 

"    t/o 


m  ■+-  XvlfxP 
Fai 


d'oii 

'  _r !_ 

(i)  /«  =  },P-'-'(2T)P-^'3(/'  +  '. 


11  vient 


11  s'agit  de  choisir  a  de  façon  à  rendre  maximum  le  produit 

r'  '^-^ 

I     ôî-^xi'  ' 


p      ^1 


En  égalant  à  zéro  la  dérivée  de  ce  produit  prise  par  rapport  à  a, 
l'on  trouve 

''     di-  ,  .      r'       dx 


.r^=<^-')'/ 


Mais  l'intégration  par  parties  donne 

•'      dx 


,„,        /"'     dx  I  /"'    xfdx  I  r'     dx  /•' 


[x  +  xP]' 


ce   qui  permet  de  ramener  l'équation  précédente  à  la  forme  très 
simple 

(4)  r'_i^  =  /L±i. 

Cette  équation  détermine  le  coefficient  a.  On  peut  l'écrire 

(5)  jr'[A^-(;,^.)]^:^  =  o. 

La  dérivée,  par  rapport  à  a,  de  la  fonction  entre  crochets  est 
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^^^ Gomme  x  demeure  comprise  entre  zéro  et  un,  cette 

(a-)-.r/')2  '  ' 

dérivée  est  constamment  négative.  L'intégrale  (5)  décroît  donc  à 
mesure  que  l'on  fait  croître  a.  Pour  a  =  o,  elle  se  réduit  à 


Cete  valeur  est  égale  à  4-  oo  ou  à  suivant  que  p  est  supé- 
rieur ou  inférieur  à  l'unité  :  dans  tous  les  cas,  l'intégrale  est  posi- 
tive pour  les  très  petites  valeurs  de  a.  Pour  a  =  00,  elle  tend  vers 
la  valeur  négative  —p-  On  voit,  d'après  cela,  qu'il  existe  tou- 
jours une  racine  positive,  et  une  seule,  de  l'équation  (4)-  On 
peut,  en  outre,  remarquer  que  la  fonction  figurant  entre  crochets 

dans  l'intégrale  (5),  égale  à p  pour  ^  ^  o  et  à  ^^  pour  .r  :=  1 , 

décroît  constamment  quand  x  varie  de  o  à  i,  et  que,  par  suite, 
l'intégrale  ne  peut  s'annuler  si  la  différence p  n'est  pas  posi- 
tive. La  racine  a  est  donc  certainement  inférieure  à  -• 

P 

r  '     d.r 
Pour  les  valeurs  commcnsurables  de  »,  la  quadrature  /    — '■ — 

s'efTectue  sans  difficulté;  mais  on  obtient  ainsi  une  (onction 
transcendante  et  compliquée,  dont  la  connaissance  ne  peut  guère 
servir  pour  la  résolution  de  l'équation  (4).  Le  procédé  suivant, 
applicable  aussi  bien  pour  les  valeurs  incommensurables  que  pour 
les  valeurs  commcnsurables  de/>,  paraît  beaucoup  plus  pratique. 
Partageons  l'intervalle  de  zéro  à  un  en  n  parties  égales.  Comme 

la    fonction  est   constamment    décroissante,    si,    pour  le 

A"'""  intervalle,  on  substitue  successivement  à  cette  fonction  cha- 
cune des  valeurs  constantes -; et --; — ,  on  dimi- 

nue  ou  l'on  augmente  l'intégrale.  La  racine  cherchée  doit  donc 
vérifier  les  deux  inégalités 


œ"  "  '-{^y 


20o  - 


(tX 


a  +  I  ' 


Miilliplions  les  deux  membres  de  chaque  inégalité  par  a  +  i  et 

■-(-)" 
I                   2-1-1                                 \n  / 
remplaçons — —  par  i  -| jt^'  ' 


Nous  obtenons 


-a 


<p- 


Eu  mettant  =  à  la  place  des  signes  >  et  <;,  on  a  deux  équa- 
tions algébriques  donnant  pour  a  des  valeurs  approchées  respec- 
tivement par  excès  et  par  défaut.  L'approximation  est  d'autant 
plus  grande  que  le  nombre  arbitraire  n  est  plus  élevé.  En  parti- 
culier, pour  «  ^  2,  la  seconde  inégalité  montre  que  a  est  supé- 
rieur à (  -  1    ^  ~^    •  Nous  avons  vu  précédemment  que  a  est 

inférieur  à  -  • 
P 

Après  avoir  obtenu,  par  ce  mojen  ou  par  un  autre,  une  pre- 
mière valeur  de  la  racine,  on  peut  avoir  recours  à  la  méthode  des 
approximations  successives  et  opérer,  à  cet  effet,  de  la  manière 
suivante  : 

La  valeur  provisoire  a  substituée  dans  l'équation  (4)  laisse 
subsister  entre  les  deux  membres  une  petite  différence  s  et  l'on  a 


Soit  a  -I-  Aa  la  valeur  exacte.  En  traitant  Aa  comme  une  quan- 
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tilé  infiniment  petite,  on  peut  écrire 

/>  +  • 


Aa 


./      (a  +  XI' )-  " 


{a  +  XI')-        (  a  -+-  i;2  "' 

OU  bien,  en  tenant  compte  des  équations  (3)  et  (4), 

«  (  a  +  I  )2 
/'('  —  «) 

Telle  est  l'expression  du  terme  correctif  Aa  en  fonction  de  l'er- 
reur t. 

Le  nombre  a  est  susceptlljle  d'une  interprétation  physique  assez 
remarquable.  Soit  k  la  limite  vers  laquelle  tendrait  la  vitesse  du 
mobile,  tombant  verticalement  dans  l'air.  On  obtient  cette  limite 
en  écrivant  que,  pour  v  =  k,  la  résistance  ^.gk-P  fait  équilibre  à 
la  pesanteur  mg.    On   a  donc  ^J,-?^  /n.  Comme  a  est  égal  par 

définition  à  -  .,  ;  on  peut  écrire  a=  (  —  j  -Ce  nombre  repré- 
sente donc  la  puissance  2/>  du  rapport  entre  la  vitesse  limite  k  et 
la  vitesse  initiale  Vg. 

Dès  que  a  est  calculé,  le  problème  se  trouve  enlièremenl  ré- 
solu. Nous  avons  déjà  obtenu  la  masse  m  qui,  d'api-ès  la  for- 
mule (i),  a  pour  valeur 

'  /' 

/«  =  (Xa/'"^'cjT)''  +  '. 

Le  carré  de  la  vitesse  initiale  est 

//!         \  Aa  / 

La  hauteur  d'ascension  se  tire  de  la  formule  (2  ),  d'après  la- 
quelle 


Si  l'on  remplace  /   \-  j        j)ar  l'ijaP"^',  on  obtient 


—2-  est  la  hauteur  H  qui  serait  atteinte  dans  le  vide  avec  la  même 
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vitesse  initiale  i'„.  Comme  y.p,  ainsi  (jue  nous  l'avons  vu,  est  infé- 
rieur à  l'unité;   il  en  est  de  même  du   rapport  rj,    résultat  qu'il 
était  aisé  de  prévoir. 

La  résistance  du  milieu,  à  l'instant  du  dépari,  a  pour  expres- 
sion "^gi'l^,  c'est-à-diro  — —  :  on  voil  qu'elle  est  égale  au  poids  di- 
visé par  a,  ce  qui  donne  une  nouvelle  interprétation  du  nombre  a- 

Examinons,  en  particulier,  le  cas  oii  la  résistance  varie  propor- 
tionnellement au  carré  de  la  vitesse.  L'exposant  p  est  alors  égal  à 
l'unité  et  l'équation  (4)  devient 


L'équation  Log(i -t- ^j)  =  1!.% '  déduite  de  la  [irécédente  en 
remplaçant  a  par  ^  >  admet  une  racine  positive  qui  est  sensible- 
ment ^i  =  3,92.  Prenons,  en  chiflVes  ronds,  avec  une  erreur  de 
2  pour  loo,  j3^  4>  d'où  a  =  -  et  appli<:[uons,  dans  ces  conditions, 

les   formules   générales    établies  ci-dessus;    nous   pouvons  alors 
énoncer  les  résultats  suivants  : 

Si  la  résistance  de  l'air  est  proportionnelle  au  carré  de  la 
vitesse,  et  si  on  lance  verticalement,  de  bas  en  haut,  avec  une 
même  dépense  de  travail,  T,  des  mobiles  pesants  ayant  même 
Jorme  extérieure,  le  mobile  pour  lequel  la  hauteur  d'ascen- 
sion est  la  plus  grande  vérifie  les  conditions  que  voici  : 

Sa  masse  est  égale  à  ^^^XT  et  le  carré  de  sa  vitesse  initiale 

,  .        /■It 
est  égal  a  a  4  /  -^-; 

Sa  vitesse  initiale  est  double  de  la  vitesse  limite  vers  la- 
quelle il  tendrait  en  tombant  verticalement; 

Sa  hauteur  d'ascension  est  égale  aux  |  de  la  hauteur  à  la- 
quelle il  parviendrait  dans  le  vide  en  vertu  de  sa  vitesse  ini- 
tiale; 

La  résistance  qu'il  éprouve  de  la  part  de  V air,  à  l' instant 
initial,  est  quadruple  de  son  poids. 
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SUR  UNE  CLASSE  D'ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES; 
Par   M.    llADAMAitn. 

1.  Les  équalions  que  je  vais  considérer  appartiennent  à  la 
catégorie  des  équations  du  second  ordre  dans  lesquelles  y  est 
rationnel  en  y'.  Les  remarques  que  j'ai  à  présenter  à  leur  égard 
sont,  comme  on  va  le  voir,  tout  à  fait  élémentaires  et  presque  évi- 
dentes par  elles-mêmes,  et  ne  peuvent,  par  conséquent,  prétendre 
apporter  un  complément  notable  aux  connaissances  que  les  beaux 
travaux  de  M.  Painlevé  ont  permis  d'acquérir  sur  ce  sujet.  Leur 
simplicité  même  m'a  paru,  lotilefois,  leur  donner  un  intérêt  suffi- 
sant pour  que  je  les  mentionne  ici. 

Parmi  les  équations  difTérentielles  du  second  ordre 

(elles  quey",  exprimé  en  fonctions  de  x,  y,  y\  soit  ralionnel  par 
rapport  à  y',  envisageons,  comme  l'a  fait  à  plusieurs  reprises 
M.  Painlevé  (  '  ),  celles  dont  l'intégrale  générale  peut  être  mise  sous 
forme  algébrique  par  rapport  aux  constantes  d'inlégialion  aeVb, 
c'est-à-dire  sous  la  forme 

(a)  F(.r,  K,  (t,  b)  =  o, 

F  étant  un  poljnome  entier  en  «,  h  dont  les  coefficients  sont  des 
fonctions  de  x  et  àe  y. 

Ces  fonctions,  ainsi  que  celles  qui  figurent  dans  la  fonction  lî, 
sont  d'ailleurs  tout  à  fait  quelconques,  analytiques  ou  non. 

Dans  le  second  cas,  cependant,  nous  leur  imposerons  certaines 
conditions  simples,  toujours  vérifiées  par  les  fonctions  analy- 
tiques :  outre  que  nous  admettrons  l'existence  de  leurs  dérivées 
partielles,  au  moins  jusqu'à  un  ordre  suffisamment  élevé,  nous 
exclurons  le  cas  où  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  second 
ordre,  algébrique  par  rapport  à  ces  fonctions  et  ne  contenant 
d'autre  élément  variable  qu'elles  et  leurs  dérivées,  serait  vérifiée 
constamment  dans  une  certaine  région  du  plan  des  xy^  tout  en 
ne  l'étant  pas  ailleurs. 

(')  Voir  nolaininent  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  l.  CXIX, 
iSgi  p.  37,  el  t.  CXXIV,  1897,  p.  36. 


Si  l'on  considère  x,y  comme  données  eL  a,  b  comme  des  coor- 
données courantes,  i'équalion  (;>.)  représente  une  courbe  algé- 
brique C,  lieu  du  point  (a,  b)  tel  que  l'intégrale  passe  par  un 
point  (j;,_y)  donné.  Je  remarquerai,  en  passant,  qu'il  j  aurait 
sans  doute  intérêt  à  étudier  l'équation  différentielle  de  ces 
courbes,  à  savoir  celle  qui  définit  b  comme  fonction  de  a,  lorsque 
X  el  y  sont  regardés  comme  des  constantes  arbitraires,  et  que 
l'on  peut  nommer  la  corrélulive  de  l'équation  différentielle  don- 
née. Cette  équation  (définie,  à  une  transformation  ponctuelle 
près,  lorsqu'on  donne  l'équation  différentielle  primitive)  se  dé- 
duit, en  effet,  delà  première  par  la  transformation  de  contact  que 
définit  l'équation  (2)  et  qui  se  réduit  à  la  transformation  par  po- 
laires réciproques  lorsque  celle-ci  a  la  forme 

Il  .r  -i-  by  -H  1  =  o, 

c'est-à-dire  lorsque  l'équation  donnée  esl_y"=  o. 

D'après  cela,  il  serait  naturel  dénommer  les  courbes  C  les  inlé- 
grales  corrélatives  de  l'équation  (i). 

2.  D'après  la  forme  de  celte  dernière,  il  n'existe  qu'une  inté- 
grale passant  par  un  point  donné  el  j  admettant  une  tangente 
donnée.  Pour  déterminer  cette  intégrale,  nous  devons  adjoindre 
à  l'équation  (2)  la  condition 

(^^  ^^•>'^="' 

laquelle,  considérée  comme  relation  entre  a  cl  ^,  représente  une 
seconde  courbe  algébrique.  Il  j)eut  arriver  que  celte  dernière  ait 
avec  C  plusieurs  points  communs  (a„,  bo),  (a^jb,),  ..., 
(«A-1,  t/i-i  );  mais,  dans  ce  cas,  tous  les  couples  de  valeurs  de 
a,  b  variables  avec  y'  ainsi  obtenus  correspondent  à  la  même 
courbe  intégrale. 

Il  est,  dès  lors,  aisé  de  s'arranger  de  façon  que  celte  circon- 
stance n'ait  pas  lieu.  Les  quantités 

a,-,     b,-        (  4  =  o,  1 ,  2,  . . .  ,  /'  —  I  ) 

sont,  en  effet,  constantes  sur  la  courbe  intégrale  en  question  :  ce 
sont  des  fonctions  de  «o,  60-  il  en  est  de  même  de  deux  quel- 
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conques  de  leurs  fonctions  symétriques.  Or,  celles-ci  sont  des 
fonctions  rationnelles  de  y'.  D'ailleurs,  on  peut  évidemment  les 
prendre  distinctes,  c'est-à-dire  telles  que  leur  déterminant  fonc- 
tionnel par  rapport  à  a,,,  b^  soit  difTérent  de  zéro. 

Autrement  dit,  comme  l'avait  di'-jà  constaté  M.  Painlevé, 
l'équation  donnée  admet  deux  intégrales  premières  rationnelles 
en  y'. 

3.  Le  raisonnement  précédent  est  rigoureux  si  cette  équation 
et,  par  suite,  l'intégrale  (2)  sont  analytiques.  Dans  le  cas  con- 
traire, il  demande,  semble-t-il,  à  être  présenté  avec  un  peu  plus 
de  détails.  Alors,  en  effet,  l'équation  (2)  n'aura  de  sens  qu'autant 
qu'elle  représentera  une  courbe  réelle.  Or,  ceci  ne  peut  évidem- 
ment avoir  lieu  que  pour  des  valeurs  convenablement  choisies 
(que  nous  appellerons,  pour  abréger,  valeurs  acceptables)  de  a 
et  de  b. 

L'hypothèse  la  plus  naturelle  à  cet  égard  est  de  supposer  que 
ces  valeurs  acceptables  sont  les  valeurs  réelles;  mais,  ce  qu'il  y  a 
de  certain,  c'est  qu'elles  ne  peuvent  pas  être  quelconques.  Elles 
ne  peuvent  pas  remplir,  indépendamment  l'une  de  l'autre,  deux 
aires  prises  dans  le  plan  des  a  et  dans  celui  des  b  respectivement  : 
en  un  mot,  elles  ne  peuvent  pas  dépendre  de  deux  paramètres 
complexes,  ce  qui  équivaut  à  quatre  paramètres  réels,  mais  de 
deux  paramètres  réels  seulement. 

Dans  ces  conditions,  on  peut  craindre  qu'un  ou  plusieurs  des 
points  communs  aux  courbes  (2)  et  (3)  correspondent  à  des  va- 
leurs non  acceptables  de  a  et  de  b,  lesquelles  ne  donneraient 
aucune  courbe  intégrale  :  le  raisonnement  serait  alors  en  défaut. 

11  est  aisé  de  répondre  à  cette  objection  en  examinant  la  ques- 
tion d'un  peu  plus  près. 

Si,  aux  équations  (2)  et  (3),  nous  adjoignons  celle  qu'on 
obtient  en  différentiant  deux  fois  (2),  savoir 

nous  devons  pouvoir  déduire  de  là  l'équation  (1),  on  encore 
l'équation 

01'     ,    ,  ,       0^-F  à^-F      ,      Ù-'F    „ 

dy     ^-^  '     '•'  '        àx^  <)x  dy'         dy^  ■' 


Si,  dans  celle-ci,  préalablement  multipliée  par  CKy',  ^,y),  on 
remplace  j''  par  sa  valeur  tirée  de  (3),  on  aura  une  équation  que 
l'on  pourra  rendre  entière  par  rapport  à  «,  6  en  la  multipliant 

par  une  certaine  puissance  de  -p  •  L'égalité  ainsi  obtenue 

/0F\i'     „,  ,  OF     dF 

\<ly/      ■  •'  lix     Oy 

devra  être  vérifiée  pour  toutes  les  valeurs  acceptables  de  «,  i> 
satisfaisant  à  l'équation  (2).  Ces  valeurs  étant  en  nombre  infini, 
l'égalité  en  question  doit  résulter  de  (2).  Autrement  dit,  quel 
que  soit  j'',  les  points  d'intersection  des  courbes  (2),  (3)  sont 
situés  sur  la  courbe  représentée  par  l'équation 

On  peut,  dès  lors,  appliquer  un  théorème  connu  d'après  lequel 
le  premier  membre  de  celle-ci  est  une  combinaison  de  ceux  de  (u  > 

et   de  (3),  si   l'on  prend  soin   de  lui  adjoindre  un  facteur     tel 

que  (y-)        s'annulant,  avec  un  ordre  suffisant  de  multiplicité, 

aux  points  doubles  de  (2).  Nous  arrivons  donc  à  l'identité 

A,   B  étant  des  polynômes  entiers  en  a,  b  dont  les  coefficients 

seront  rationnels  en  y' . 

Sur  une  courbe  intégrale  (correspondant  à  a  =  «q,   b  =  bo), 

dF        dF     ,     ,  II.-.  ,    dF  1      ,  .  .    , 

-T h  -r-y  n  est  autre  que  la  dérivée  totale  -1-,  et  »  que  la  dérivée 

d-F 
totale  -7-7,  '   de   sorte   que   V(x,y,a,  0)    satisfera  à  une  équation 

linéaire  de  la  forme 


(7) 


A'  et  B'  étant  finis,  continus  et  dérivables  sauf  pour  certaines  va- 
leurs particulières  de  y'  (celles  qui  annulent  P  ou  les  dénomina- 
teurs des  coefficients  de  A  et  de  B)  et  pour  les  valeurs  de  a,  b  qui 


àF        dF 
annuleront  -—  ou  -—  ■ 
dj^        oa 
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Cette  dernière  circonstance  ne  se  présentera  pas  si  nous  don- 
nons à  rt  et  à  6  les  valeurs  a,-,  6,-  (î  =:;  i,  2,  .  .  . ,  A  —  i)  définies 
tout  à  l'heure  (puisque  celles-ci  sont  variables  avec  y').  Comme, 

d'ailleurs,  on  annule  ainsi  F  et  -j-  au  point  considéré,  F  sera  nul 

le  long  de  la  courbe  intégrale  («qï  ^0)  issue  de  ce  point.  Il  en 
résulte  qu'on  retrouverait  les  mêmes  valeurs  de  a,-,  bi  en  partant 
d'un  autre  point  quelconque  de  cette  courbe  :  ce  que  nous  nous 
proposions  de  démontrer. 

■4.  Nous  pourrons  substituer  aux  anciennes  constantes  les  deux 
intégrales  premières  dont  l'existence  nous  est  démontrée,  et 
prendre 

(8)  -^       -^  '" 

I  b  =  r.,(y,  a;,/), 

/',  et  /-o  étant  rationnels  en  y'.  Ces  deux  formules  nous  donneront 
bien,  par  élimination  de  y',  une  équation  algébrique  de  la 
forme  (2),  la  courbe  C  correspondante  étant  unicursale  ('). 

Cette  fois,  la  courbe  (3)  ne  coupe  plus  C  qu'en  un  seul  point 
variable  avec  j''.  Tout  au  Ire  point  commun  devra  vérifier  les  deux 

relations 

/  àF 

U^=°' 
'•••^  ■  .F 

'  rr  =  "• 

Plusieurs  hypothèses  sont  alors  possibles  : 

i"  Le  point  en  question  peut  être  un  point  double  de  C  :  soit 

,     ,  àF  dP 

(10)  -r  =°'        TT  =0; 

oa  do 

et,   en   efiPet,   tout  point   double    de    la   courbe  représentée   par 


(')  Grâce  à  la  transformation  précédente,  chaque  courbe  intégrale  ne  corres- 
pond qu'à  un  seul  système  de  valeurs  de  a  et  de  b. 

Par  contre,  à  la  suite  de  la  même  transformation,  il  peut  se  faire  qu'à  un 
système  de  valeurs  de  a,  b  corresponde  non  une  seule  courbe  intégrale,  mais 
l'ensemble  de  plusieurs  de  ces  courbes  :  ce  qui  est,  d'ailleurs,  sans  influence  sur 
les  raisonnements  du  texte. 
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àF        àF  do        ÔF  àb 
àx        àa  àx        Ob   àx 

=  o, 

dF       dF  àa        dF  db 
ày        da  ày        db  ày 

=  o. 

,IF 

da 

dF 

db 

da 

d^ 

-H 

db 

dx 

dF 

da 

dF 

db 

da 

dy 

db 

dy 

léqualion  (a),  pour  un  système  de  valeurs  quelconque  de  x  el 
de jK,  vérifie  les  relations  (9).  Il  suffit,  pour  s'en  convaincre,  de 
diflerentier  (2)  en  regardant  a  el  b  comme  fonctions  de  x  et  de  y, 
ce  qui  donne 


(«') 


dF         OF  ,       , 

et,  par  conséquent  —  =  — :  ^  o,  moyennant  (10). 

2"  S'il  n'en  est  pas  ainsi,  les  équations  (i  1),  se  réduisant,  en 
vertu  de  (9),  à 


(1-2) 


montrent  que  a  et  b  sont  fonctions  l'un  de  l'autre:  le  poliil  (a^b)^ 
s'il  n'est  pas  fixe,  décrit  une  courbe  fixe  F;  et,  déplus,  les 
équations  (12)  montrent  c[ne  cette  courbe  est  tangente  à  C,  quels 
que  soient  x  et  y. 

o.  A  ces  hypothèses  générales  s'en  subordonnent  une  série 
d'autres  plus  particulières. 

Il  peut  arriver,  par  exemple,  que  les  courbes  (9)  soient  tan- 
gentes à  C  en  un  point  ordinaire.  S'il  en  est  ainsi,  F  et  C  ont,  en 
ce  point,  un  contact  du  second  ordre. 

En  efiTel,  on  devra  alors  avoir  sur  C  el,  jjar  suite,  sur  F, 

1  j^  ^/^^  _  j^  ^11^  ^  ^ 
I  Ox  da  dx  db  ' 

(•3)  { 

d^-F     .  d-^F     ,. 

I    —  da  ^  -T ry  db  —  o. 

1  dy  da  dy  àb 

Or,  les  équations  (<))  étant  vérifiées  en  tout  point  do  F,  on  a, 
tout  le  long  de  cette  courbe, 

da  db 

relation  que  l'on  peut  dilKt^renticr  pour  obtenir  cl'-F.  On  recon- 
naît alors  que,  dans  cette  dernière  difl'ércntielie,  la  partie  qui 
di'jiend  de  dx  et  de  c/y  disparaît  en  vertu  de  (i3j. 

XXX.  i4 
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On  voit  immédiatement  comment  cette  conclusion  s'étendrait, 
dans  le  cas  où  la  courbe  C  et  les  courbes  (g)  auraient  un  nombre 
quelconque  d'intersections  confondues.  L'ordre  du  contact  entre  C 
et  r  serait  alors  égal  au  nombre  de  celles-ci. 

Mais  nous  allons  retrouver  le  même  résultat  en  revenant  d'abord 
au  cas  opposé,  celui  d'un  point  singulier  de  C. 

Il  suffit  alors  de  partir  de  cette  remarque  (assez  simple  pour 
être,  sans  doute,  depuis  longtemps  familière  à  ceux  qui  s'occupent 
des  fonctions  algébriques)  que,  pour  toute  courbe  algébrique  C 
dépendant  des  paramètres  arbitraires  x,  y  et  représentée  par  une 
équation  de  la  forme  (2),  les  courbes 


(9) 


dx  '  dy 


sont  des  adjointes  de  C  (pourvu  que  .r,  y  aient  des  valeurs  arbi- 
traires et  non  pas  particulières). 

En  effet,  si  nous  considérons  une  singularité  quelconque  de  C 
et  que  y)  soit  la  variable  caractéristique  d'un  cjcle  ayant  pour  ori- 
gine ce  point,  on  pourra  prendre  celte  variable  telle  que  a  el  b 
soient  des  fonctions  dérivables  de  x,y,  y,.  [Pare-xemple,  si  C  est 
unicursale  et  représentée  par  les  équations  (8),  on  prendra 
•/^=  i'- — y'^,  en  désignant  par  j)'^,  la  valeur  de  y'  correspondant  au 
point  singulier  considéré.]  On  pourra  alors  écrire  les  relations  (i  i) 
et  transformer  par  leur  moyen  l'intégrale 

I      da-     ,  /     i)T    da     , 


db 


lui  deviendra 


a      _  r/  ^*  ^«  _  ^  ^  \  j 

■'i      '      J  \à'ri  dx        d-Ti  àxj 


Cette  intégrale  sera  donc  finie  sur  tous  les  cycles   singuliers 

(fl  et  h  étant,  comme  il  est  légitime,  supposés  finis  aux  origines 

dY  .    . 

de  ces  cycles)  et,  par  conséquent,   la  courbe  -p  =  o  est  adjointe 

de  C. 


db 

da 
Oj- 

db 

Oa 

Or, 

/ 
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Ceci    assigne   un    certain    mininium  à   l'ordre   du  contact   des 
courbes  (q)  avec  chacun  des  cycles  singuliers  de  C.  D'autre  part, 
ce  minimum  ne  sera  dépassé  que  si  les  quantités 

db  \ 

dr,  da        ôb  \  da 

da  ày        dy  j  dr, 
dr,  / 

(où  nous  supposons  la    tangente  du  cycle  non   parallèle  à  l'axe 
des  b)  s'annulent.  Ceci  a  lieu  : 

d6  o_b 

„   ,  ('/,   d<i         db         dr,  da         db  ,      ,  •        /       ,  \ 

1°  L.oisque  ^ — ; el—r-^- —  sont  nuls.  Le  point  (rt,  b), 

'        da  d.T         dx        aa  dy         dy  '  \    '    /; 

dV,  à^    ' 

s'il  n'est  pas  fixe,  décrira  alors  (pour  les  mêmes  raisons  que  tout 

à  l'heure)  une  courbe  fixe  F,  constamment  tangente  à  C  et  l'ordre 

(lu  contact  de  celle-ci  avec  les  courbes  (9)  devra  être  augmenté  (') 

de  l'ordre  du  contact  qu'elle  a  avec  F  (ce  dernier  ne  pouvant, 

d'ailleurs,  être  supérieur  à  i  que  si  le  cycle  est  à  courbure  finie, 

sans  quoi  le  rayon  de  courbure  de  C  serait  constamment  nul). 

Il  est  clair  qu'en  considérant,   au  lieu  d'un  point  singulier,  un 

point  ordinaire  de  C,  commun  à  celle  courbe  et  aux  courbes  (9), 

on  retombe  ainsi   sur  le  résiillal  énoncé  tout  à  l'iunire. 

,,    I  .  ■    '      '     /  ^       '  I  da  , 

2"   Les  quantités  (^14  )   s  annulent   encore   pour  -^  =  <>,   c  est- 


('  )  En  effet,  soit  /;  l'ordre  du   contact  de  C  et  de  r,  l'équation  de  celte  der- 
nière étant  o{a,  b)  ~  0.   La  fonction  j  s'annulera,  ainsi  que  ses  p  premières  dè- 

.    .  d-s 

rivées  par  rapport   a  t„   pour  r,  =  0  ;  et  il  en  sera  de  rnènie  de  y^ .  de  sorte  que 

la  quantité 

d-j  da       d^  db 
da  dx       db  dx 

sera  d'ordre  infinitésimal  p  ^-  i  en  r, , 

db 

t)ès  lors  (si  ^  et  —  ne  sont  pas  nuls  avec  r,).  '-^  -\-  '-^   — iL  étant  d'ordre /j. 
\     db       dx  7    i)a        (Ib    da  ' 

Ti, 
db 
,.  .       db        oa     dr,  .   ^.     ^ 

J  expression  -fr  ~  77-  ~T~    *^''^  ^"**'      ordre  p  exactement. 


—  21G  - 

ii-dire  lorsque  le  cycle  est  d'ordre  co  supérieur  à  i.  L'ordre  du 
conlacl  des  courbes  (9)  devra  alors  êlre  augmenté  de  to  —  1 . 

On  peut  encore  dire  que,  si  un  point  singulier  de  C  ne  décrit 
pas  une  courbe  fixe  tangente  à  C,  il  absorbe  un  nombre  d'inter- 
sections de  celle-ci  avec  les  courbes  (9)  précisément  égal  au 
nombre  d'unités  dont  il  abaisse  la  classe  de  C. 

Pour  (0  =r  2  on  a  un  point  de  rebroussenient  de  C.  Un  tel 
point,  par  conséquent,  sera  un  point  de  contact  de  celle  courbe 
avec  la  courbe  (3),  absorbant  trois  intersections  de  ces  deux 
courbes  (el  cela  quel  que  soitjc'). 

6.  Cela  posé,  il  est  aisé  de  montrer  comment  est  engendrée 
l'intégrale  d'une  équation  satisfaisant  aux  conditions  données. 

On  assujettira  une  courbe  algébrique  C  de  degré  m  à  avoir 
c/  points  doubles  et  /•  points  de  rebroussemenl,  le  nombre  total 
de  ces  points  étant  celui  que  com]iorte  le  degré  m.  soit 


(i5) 


On  l'assujellira,  en  outre,  à  toucher  /(  courbes  données  (analyti- 
ques ou  non,  et  qui  pourront  n'être  que  des  portions  d'une  seule 
et  même  courbe).  La  condition  de  toucher  une  courbe  donnée 
pourra  toutefois  être  remplacée  par  celle  de  passer  par  un  point 
donné,  el  la  condition  de  toucher  p  courbes  données,  par  celle 
d'avoir  avec  l'une  d'elles  un  contact  d'ordre  p  (en  un  point  non 
donné)  ou  un  contact  d'ordre />  —  i  en  un  point  donné. 

Le  nombre  h  sera  choisi  de  manière  que  le  nombre  total  des 
conditions  ainsi  imposées  à  C  soit  inférieur  de  deux  unités  à 
celui  qui  est  nécessaire  pour  la  déterminer.  Comme  l'existence 
d'un  point  double  implique  une  condition  et  celle  d'un  point  de 
rebroussemenl  deux,  ceci  donne 

iu(m-{-j) 
(  1 1)  I  a  -^  ■>  r  ^  Il  —  —  2. 


C  dépendra  alors  de  deux  paramètres  x.  y  et  son  équation  aura 
la  forme  (î  1. 

Si  maintenant  nous  faisons  passer  la  courbe  C  par  un  point  fixe 
quelconque  (o,  b)  du  plan,  nous  aurons  ainsi_^  en  fonction  de  x 
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et  léqualion  différentielle  à  laquelle  satisfait  celle  fonclioii  quels 
que  soient  a,  b,  sera  de  second  ordre. 

Celle  équation  aura  la  forme  (i)  si  le  nombre  des  intersections 
communes  à  C  et  aux  courbes  (9)  est  m-  —  1 ,  c'est-à-dire,  d'après 
ce  qui  précède,  si 

f  1 7 )  ->. </  —  > /•  -r  h  —  in'—i. 

Or,  cette  relation  est  une  conséi/iience  des  deux  précédentes 
(i5)et(i6). 

Nous  formons  donc  bien  ainsi,  dans  tous  les  cas,  une  équation 
répondant  à  la  question. 

Toutefois  la  démonstration  de  ce  résultat  n'est  pas  complète. 
L'équation  (17)  est  rigoureusement  élablie;  mais  l'équation  (i6) 
ne  repose  que  sur  une  simple  énuméralion  de  conditions.  Il  serait 
nécessaire  de  s'assurer  si  (comme  il  est  d'ailleurs  bien  vraisem- 
blable) ces  conditions  sont  bien  idépendanles.  Dans  le  cas  con- 
traire, si  (jueltiues-unes  d'entre  elles  découlaient  des  autres,  il 
fautirail.  pour  f|ue  la  courbe  C  dépendît  de  deux  paramètres  seu- 
lement, lui  imposer  des  conditions  nouvelles,  sur  la  nature  des- 
quelles les  raisonnements  précédents  ne  nous  renseigneraient 
plus. 

H  faudrait,  d'autre  pari,  étudier  les  singularités  autres  que  les 
points  doubles,  les  points  de  rebroussement  et  les  contacts,  en 
des  points  ordinaires,  avec  des  courbes  fixes.  Mais  il  est  à  reniar- 
(|uer  que,  si  Tobjection  précédente  peut  être  écartée,  autrement 
dit  si  l'énumération  des  constantes  est  légitime,  la  plupart  de  ces 
singularités  ne  peus'ent  pas  se  présenter.  Si,  en  effet,  on  admet- 
lait  la  présence  de  l'une  d'elles,  en  modifiant,  en  consécpience, 
les  équations  (i5),  (16)  et  (17),  on  tirerait  de  cette  dernière  une 
valeur  de  h  qui,  reportée  dans  la  précédente,  imposerait  à  C  un 

,  ,  ,  •    .  ,      .  ,     »l  (  /«  -s-   î  ■»  fil  1-1 

nombre  ae  conditions  supérieur  a —  2.  Si  1  on  voulait 

rétablir  l'égalité,  il  faudrait  remplacer  l'équation  (i5)  par  une 
autre  assignant  à  C  Aes  sïn^\\\av'\\.és  plus  nombreuses  que  ne  le 
comporte  son  degré,  en  sorte  que  celle  courbe  ne  serait  plus 
indécomposable  C). 

(' j  Siiieiil  (  l'.ibiii^soiiiciit  piucluil  sur  la  classe  par  une  siiigularitc  cli;lerinince 
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Exception    doit    èlre   faite    pour  un  cas,  celui  des  singularités 
situées  en  des  points  donnés.  On  peut,  par  exemple,  assignera  C 


a(  a  ■ 


un  point   multiple    d'ordre   a     qui   compte    pour  points 

doubles  (Unis  l'équation  (i5  t      de  situation  donnée,  le  nombre  /( 

1                  1           ,           1-      ■        ,     ,     a( a  -H  l) 
devant  alors  être  diminue  de • 

■X 

7.  La  forme  de  l'équation  différentielle  obtenue  dépendia  sur- 
tout du  nombre  de  points  de  rebroussement  des  courbes  C,  c'est- 
à-dire  du  nombre  /■. 

L'équalion  (i)  s'obtient,  en  effet,  en  différentiant  l'une  quel- 
conque des  équations  (8)  :  y  a  les  valeurs  (nécessairement  iden- 
tiques entre  elles  ) 


(i8) 


Supposons  que  la  courbe  C  n'ait  pas  de  point  de  rebroussement. 
Alors  les  dénominateurs  des  fractions  rationnelles  (en  )')  qui 
forment  les  seconds  membres  des  formules  précédentes  sont  pre- 

1  1  1         /         •  I  àfi  (il., 

miers  entre  eux,  puisque  les  valeurs  dey  qui  annulent  -—7  et  — ■ 
donnent  les  points  de  rebroussement. 

quelconque;  g,  le  upinbrc  d'unités  dont  cette  même  singulaiilé  aliaisse  le  genre: 
c,  le  nombre  de  conditions  qu'implique  l'existence  de  celle  singularité  pour  une 
courbe   algébrique.   Les   raisonnements  du  texte  prouvent  que  l'on  doit  avoir, 

pour  les  singularités  de  C,   >   /   -/;  =  /»-— i,  >  f -1-  h  £ 3  :  par  con- 


rfr, 

an     . 

Ojc 

-^> 

Oi-i 

ày' 

àr. 

Or.      , 

dr. 

'¥ 

séquent^l/       c)i  7   g  \  puisque  ^  g 


Or,  pour  les  points  doubles  et  de  rebroussemont,  on  a  i  —  c  —  g,  tandis  que 
les  singularités  plus  élevées  donnent  /  —  c  <  g. 

Des  considérations  analogues  s'appliqueraient  aux  points  singuliers  assujettis 
à  décrire  des  courbes  données. 

Il  en  est  autrement  pour  les  singularités  de  situation  entièrement  données  : 

un    point    a"''*  à  tangentes    distinctes,    situé    en     un     point    fixe,    donnerait 

a(a  —  i)  aCaJ-i)  .  ,  i        ,      \ 

g î^ -,  c  =  — ^ et  absorberait  a-  interseclions  avec  les  courbes  (9  ). 
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Donc  les  deux  valeurs  de  y"  ne  peuvenl  êlre  égales  qu'en 
étant  entières  en  )'. 

De  plus,  l'une  au  moins  des  fractions  (i8)  aura  son  dénomina- 
teur de  degré  2  w  —  2  (sans  quoi  la  courbe  C  aurait  un  rebrous- 
sement  correspondant  à  j'':=  ce). 

Or,  les  numérateurs  des  mêmes  fractions  sont  de  degré  2  ;»  +  i 
au  plus. 

Donc  enfin  V équation  différentielle  (1)  est  de  la  forme 

oit  A,  B,  C,  D  sont  des  fonctions  de  x  et  de  y,  c'est-à-dire  qu'elle 
appartient  à  la  catégorie  bien  connue  qui  a  fait  l'objet  des  tra- 
vaux de  Lie,  de  M.  R.  Liouville  et  de  M.  Tresse,  et  qui  comprend 
également  l'équation  différentielle  des  lignes  géodésiques. 

Cette  forme  sera  donc  celle  de  l'équation  (1)  toutes  les  fois  que 
la  courbe  (2)  n'aura  pas  de  point  de  rebroussement  et  que 
(l'équation  étant  supposée  anal_)  tique)  une  courbe  intégrale  quel- 
conque ne  correspond  qu'à  un  système  de  valeurs  de  a  et  b.  Cette 
dernière  restriction  est  nécessaire,  car,  si  l'on  n'en  tenait  pas 
compte,  les  raisonnements  précédents  ne  seraient  applicables  que 
moyennant  la  transformation  effectuée  aux  n"^  2-3  et  celle-ci 
pourrait  faire  apparaître,  dans  les  courbes  C,  des  points  de  rebrous- 
sement qu'elles  ne  posséderaient  pas  auparavant. 

D'une  manière  générale,  si  /?  et  y  sont  les  degrés  des  polvnonies 
P  et  Q  qui  forment,  dans  l'équalion  (1),  le  numéiateur  et  le  déno- 
minateur de  la  valeur  de  y"  exprimée  en  fonction  de  j'',  le  plus 
grand  des  deux  nombres  q  eX. p  —  3,  qui  est  un  invariant  vis-à-vis 
de  toute  transformation  ponctuelle  effectuée  sur  x  e\.  y  et  repré- 
sente le  nombre  des  courbes  intégrales  issues  d'un  point  donné 
quelconque  et  ayant  ce  ])oint  comme  point  de  rebroussement, 
est  au  plus  égal  au  nombre  de  rebroussenients  d'une  courbe  C 
quelconque. 

8.  D'après  ce  qui  précède,  l'équation  (i)  admet  des  courbes 
intégrales  jouissant  de  propriétés  particulières  :  ce  sont  celles 
que  l'on  obtient  en  prenant  pour  «,  b  les  coordonnées  d'un 
point /3  situé  sur  l'une  des  courbes  F  auxquelles  C  est  assujetti  à 
rester  constamment  tangente.  Il  passera  d'ailleurs  une  telle  courbe 
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inlégrale  P  par  tout  point  du  plan  des  xy,  puisqu'il  existe  un  point 
p  sur  toute  courbe  C. 

Imaginons,  comme  cela  est  évidemment  possible,  qu'on  ait  pris 
pour  coordonnée  x  le  paramètre  qui  définit  la  position  du  point^ 
surr. 

Soit  P'  une  courbe  intégrale  voisine  de  P,  correspondant  à  un 
point  p'  du  plan  des  ab  voisin  de  p,  mais  non  situé  sur-  T.  Cher- 
chons l'intersection  de  la  courbe  P'  avec  une  courbe  )==  const. 
Ceci  revient  à  se  donner  y  dans  réc|uation  de  la  courbe  C  et  à 
chercher  celles  de  ces  courbes  (lesquelles  ne  dépendent  plus  que 
d'un  paramètre)  qui  passe  par  le  point/?'. 

Or,  étant  donnée  une  famille  de  courbes  à  un  paramètre  tan- 
gonles  à  F,  on  voit  sans  difficulté  que  deux  d'entre  elles  passent 
par  le  point  p'  et  tendent  vers  une  même  position  limite  lorsque 
p'  tend  vers/j. 

Donc  la  courbe  P'  est  coupée  par  chacune  des  courbes  arbi- 
traires j)/ =  const.  en  deux  points  voisins  l'un  de  l'autre.  Ceci 
exige  que  P'  se  compose  de  deux  branches  voisines  toutes  deux 
de  P.  Il  pourra  arriver  que  ces  deux  branches  soient  complète- 
menl  distinctes  l'une  de  l'autre;  mais,  en  général,  comme  il  est 
facile  de  s'en  assurer,  elles  se  continueront  l'une  l'autre,  comme 
le  font  la  branche  ascendante  et  la  branche  descendante  de  la  tra- 
jectoire d'un  projectile  lancé  presque  verticalement. 

En  un  mot,  les  courbes  P  sont  des  courbes  intégrales  doubles, 
entièrement  analogues  aux  trajectoires  mixtes  de  M.  Painlevé  ('). 


SDR  LES  COEFFICIENTS  DES   DÉVELOPPEMENTS   EN   SÉRIES  DE  /angx, 

scr.r  ET  D'AOTRES  FONCTIONS. 

CARACTÈRES  DE  PÉRIODICITÉ  QUE  PRÉSENTENT  LES  CHIFFRES 

DES  UNITÉS  DE  CES  COEFFICIENTS; 

Par  M.  E.  EsTAiS'AVE. 

Dans  celte  Noie,  je  résume  ma  Comnuinicalion  en  la  dégageant 
des  démonstrations  qui  nécessitent  d'assez  longs  développements 
de  calcul.   J'ai  indiqué  dans  un  Mémoire  :  Essai  sur  la  somma- 

(')    Ce  Bulletin,    t.  XXII,  iSgJ,    et   Leçons  sur  l'intégration  des  équations 
différentielles  de  la  Mécanique,  p.  217  et  suiv. 
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lion  de  quelques  séries  trigo/iotin'liiques,  p.  i)Ci,  que  les  nombres 
d'Eiiler  salisfonl  à  la  loi  suivante  : 

E,^,^!  =  mult.  lo  +-  I ,         K-jj,  —  nuilt.  lo  H-  5. 

J'ai  indiqué  comment,  en  partant  de  la  Cormule  de  récurrence 
qui  définit  E„  à  l'aide  des  nomlires  d'Euler  d'indice  moindre,  on 
peut  démontrer  la  généralité  de  celte  loi,  qui  est  apparente  sur 
les  premiers  nombres. 

Celle  démonstration  générale  peut  se  ramener  à  étal^lir  les  iden- 
tités numériques  suivantes  : 

'/=/■ 


2 Cs:^/...  ='«'«+>.       2  ♦^'^'-■="'"' 

:2/)-l  7=/'-' 


où  q'  prend  seulement  les  valeurs  impaires  t,  i.  .">,  .  . ,  et  />  les 
valeurs  de  la  suite  naturelle  des  nombres  i,  -à.  S,  .  .  ,  et  où  C^ 
désigne  le  nombre  de  combinaisons  n  objets  /)  à  [i. 

La  seconde  des  identités  se  ramène  d'ailleurs  à  la  première, 
grâce  à  la  relation  C^,  ^  ('«''•  Dans  cette  Communication,  je  me 
suis  proposé  d'établir  ces  identités  numériques  et  d'étendre  à 
d'autres  séries  de  nombres  A  et  D,  imaginées  par  M.  Désiré  André 
dans  des  Mémoires  relatifs  aux  permutations  alternées  [Journal 
de  Lio avilie,  i88i,  p.  167)  et  aux  permutalions  quasi-alternées 
[Jouinal  de  Liomille,  iSgS,  p.  3i5),  les  remarques  d'observa- 
tion que  j'ai  faites  sur  le  chiffre  des  unilt's  à  propos  des  nombres 
d'Euler. 

La  démonstration  des  identités  numériques  ci-dessus  se  déduit 
du  développement  de  {x  -+-  i)'".  Si  l'on  considère,  en  effet,  le  dé- 
veloppement 

(  .r  -H  i/"  =  j-"'-H  C,'„  :£■'"-'  -i-  C;„  j,-"'-2-^.  .  .+  C;;|~'  X  +  I 

et  si  l'on  j  remplace  x  par  les  racines  de  l'équation  x''  —  1=0, 
en  donnant  à  m,  dans  les  quatre  relations  obtenues,  les  valeurs 
2(2/?  4-  i)  ou  ^p  suivant  qu'on  a  en  vue  d'établir  les  deux  pre- 
mières identités  ou  les  deux  dernières,  on  obtient,   en  combinant 


—  22:2  — 

par  addition  pu  soiislraclion,  les  quatre  relations  qui  correspondent 
à  la  jnême  valeur  de  «i,  la  somme  des  coenicients  binomiaus  de  4 

en  j,  qui  est  indiquée  sous  le  signe  ^.  On  ti'ouve  ainsi 

q=p  7'=2;i-l 

q  =  \  ,/■=! 

'/  =  /■-' 

7  =  1 

Il  est  alors  facile  de  voir,  d'après  l'expression  du  second 
membre,  que  la  première  somme  est  un  entier  terminé  par  5,  la 
deuxième  est  un  entier  terminé  jnir  (3  et  la  troisième  un  entier 
terminé  par  o.  Toutefois,  pour  ces  deux  dernières,  la  démon- 
stration peut  se  scinder  en  deux  suivant  que/?  est  pair  ou  impair. 

M.  Désiré  André  définit  les  nombres  A  et  D  de  la  manière  sui- 
vante : 

2  A„  représente  le  nombre  de  i)ermutations  alternées  de  n  lettres 
et  aD,,  le  nombre  de  permutations  quasi-alternées  de  ces  n  lettres 
distinctes,  et  établit  diverses  relations  entre  les  nombres  A  et  D, 
notamment  la  relation 

(■)  D„=A„  +  ,---.A„. 

(|ue  nous  prendrons  ici  pour  définition  des  nombres  D. 

Si  nous  considérons  les  développements  de  tangx  et  de  sécx, 
signalés  par  .M.  André, 

tangj-  =  A,  —  -f-  Aj  —    '-  Vr, 


il  3!  al  "'      (■//>  —  1)! 

a--'' 


seca- =  Au       -f- Ao  — f  —  Al— J--1-. .  .-H  Aj,,  ; — r 


et  si  nous  comparons  ces  développements  à  ceux  déjà  établis  à 
l'aide  des  nombres  de  Bernoulli  (B)  et  des  nombres  d'Euler  (E), 
nous  voyons  que  ces  nombres  sont  liés  aux  nombres  A  par  les  re- 
lations 

y.- 1' {■}.-!' —  I  1 

Agn— 1   ^^  t>.,,  A2JJ  ^   ^l}> 

■I/J 

que,  pour  simplifier  l'exposition,   nous   pouvons  [)rendre  comme 


définilion  des  nombres  A.  Nous  verrons  plus  loin  que  la  considé- 
ration des  nombres  A  peut,  avec  avantage  et  logique,  remplacer 
la  considération  des  nombres  de  Bernoulli  et  des  nombres 
d'Euler. 

Cela  étant,  si  l'on  observe  les  valeurs  des  premiers  nombres  de 
la  série  A  et  D, 


A„=  I, 

A,=  ., 

A  2 

=  I . 

A,   =-2, 

A,  =  5, 

Aô=  i«. 

A,-, 

=  6i, 

A7    =  y.--?.. 

A8=  .385, 

A9-7<j-5C., 

A,. 

)  =  3o521, 

A,,  =  353792, 

D„  =  -  1 . 

D,  =  -i, 

D. 

=  0, 

D3   =  1, 

D,  =  i-., 

D5=^<.). 

D« 

=  i5o, 

D7  =841, 

Ds=  JiGG, 

D„  =  3.ifi49, 

D„ 

i,  =  253oïo, 

Du  -=  iMiâSi 

On  aperçoit,  en  mettant  à  part  Ao,  A,,  Do,  D, ,  une  périodicité 
dans  le  cliillre  des  unités  de  ces  nombres,  qui  est,  pour  les 
nombres  A,  i,  2,  5,  6  et  o,  1,6,  9,  pour  les  nombres  D.  En  sorte 
que,  en  supposant  que  cette  périodicité  que  nous  constatons  pour 
les  premiers  nombres  soit  vraie  pour  la  suite  entière  et  en  dispo- 
sant les  nombres  A  et  D  suivant  quatre  colonnes  : 

A2      A3     A4     A5  D,     D3     D4     D5 

Ac      A,     A,     A,j              De     D,     D,     D,j 
A,„     D,„ 


les  nombres  du  Tableau  A  seront  terminés  jiar  1,  2,  5,  6  suivant 
qu'ils  sont  situés  dans  la  première,  deuxième,  troisième  ou  qua- 
trième colonne;  les  nombres  du  Tableau  D  seront  terminés  paro, 
I,  6,  9  suivant  qu'ils  appartiennent  à  la  première,  deuxième,  troi- 
sième ou  quatrième  colonne.  La  recherche  du  chiffre  des  unités 
de  Ap,  et  Dx  revient,  par  suite,  à  la  recherche  de  la  colonne  où  se 
rangent  ces  nombres  dans  la  classification  précédente. 

Si  l'on  pose 

H  =  4  ^  -+-  7-, 

le  reste  /■  sera  2,  3,  o  ou  i  et  indiquera  que  Ap,  est  situé  dans  la 
première,  deuxième,  troisième  ou  quatrième  colonne.  Ainsi,  Asj^o 
qui,  à  n'en  pas  douter,  est  un  nombre  très  considérable,  sera  situé 
dans  la  première  colonne  et  sera  de  la  forme  mio  +  i,  tandis  que 
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A237  sera  situé  clans  la  quatrième  colonne  et  sera  de  la  forme 
ni  jo  -\-  6. 

La  démonstration  gcnérule  de  ces  caractères  est  facile  et  résulte 
de  ce  qui  a  été  dit.  D'abord  les  nombres  de  la  première  colonne 
du  Tableau  A  sont  terminés  par  l'unité,  grâce  à  la  relation 

et  ceux  de  la  troisième  colonne  sont  terminés  par  5,  d'après  ce 
que  j'ai  déjà  dit  des  nombres  d'Euler. 

Pour  démontrer  que  ceux  de  la  deuxième  colonne  sont  terminés 
par  2  et  ceux  de  la  quatrième  par  6,  on  peut  faire  appel  à  la  rela- 
tion donnée  par  M.  André 

(  ■>  )   A,,,, ,  =  ci,,^.,  A,„-  C|„+,  A2„_j-  C|„^.,  A,„_4- . .  .zt  c^;;:}  Ao. 

El,  en  supposant  la  loi  vraie  pour  n,  c'est-à-dire  en  supposant 
que 

A.,„_,     A.„_,     \..„         \,.„^, 

obéissent  à  la  loi,  démontrer  que 

Al„  +  -2        Aj,,^,        Ai„  +  v        Av„  +  ; 

y  satisfont  aussi. 

Comme  je  viens  de  le  remarquer,  cela  est  déjà  fait  pour  Ai„^2i 
A-^n+i-  Pour  le  voir,  pour  les  nombres  A,,,^^,  Ajn+s,  il  suffit  de 
remplacer  dans  la  relation  (2)  n  par  2  n -H  i  et  2/1-4-2  et  de 
grouper  ensuite  dans  le  second  membre  les  termes  positifs  et  les 
termes  négatifs.  On  voit  ainsi  aisément  que  la  démonstration  se 
ramène  à  l'établissement  des  deux  relations  numériques 

'!  =  P  '/  =  /'+' 

que  l'on  peut  établir  en  suivant  la  même  méthode  que  j'ai  déjà 
indiquée  et  remplaçant,  dans  les  deux  membres  du  développement 
de  {x  +  i)™,  m  par  4^  -<-  3  ou  4/?  -H  5. 

La  loi  étant  démontrée  pour  les  nombres  A,  on  voit  immédia- 
tement, grâce  à  la  relation 

D,,=  A„+,— .A,„    , 


que  la  loi  signalée  pour  les  nombres  D  est  aussi  satisfaite.  J'ai  dû 
ici  me  borner  à  indiquer  seulement  les  résultats  en  raison  de  la 
longueur  qu'entraînerait  le  développement  des  caleuls. 

Nous  venons  de  considérer  quatre  séries  de  nombres;  les  nombres 
de  Bernonlli  B,  les  nombres  d'EulerE,  et  les  séries  de  nombres  A 
et  D.  Nous  avons  vu  que  la  considération  des  nombres  A  permet 
de  se  passer  de  la  considération  des  nombres  B  et  E.  On  a,  en 
elTel, 


B„  = 


ip 


De  plus,  les  nombres  A  définissent  les  nombres  D.  Je  laisserai 
au  lecteur  le  soin  de  décider  s'il  n'y  aurait  pas  avantage  à  consi- 
dérer seulement  la  série  des  nombres  A  et  me  bornerai  ici  à  signa- 
ler quelques  raisons  qui  peuvent  éclairer  ce  choix. 

i"  Les  nombres  A  forment  une  série  unique  de  nombres  défi- 
nissant très  simplement  les  nombres  B,  E  et  D  ; 

2°  Les  nombres  A  sont  des  nombres  entiers,  de  même  les 
nombres  E  et  D,  mais  les  nombres  B  sont  fractionnaires. 

3"  Les  nombres  A,  et  c'est  sur  ce  point  que  j'insiste,  ont  une 
existence  par  eux-mêmes,  indépendante  des  développements  de 
la  tangente  et  de  la  sécante  où  ils  rentrent  comme  coefficients  de 
la  même  manière  que  (i,'^,  entre  comme  coefficient  du  terme  en  .r'' 
dans  le  développement  de  {x -h  i)'". 

Ces  nombres  A,  je  l'ai  déjà  dit,  représentent  quelque  chose; 
2A,i  est  le  nombre  de  permutations  alternées  de  n  lettres.  De 
même  que  C^,  représente  le  nombre  de  combinaisons  de  n  lettres 
p  àp.  On  ne  saurait  en  dire  autant  des  nombres  de  Bernoulli  et 
des  nombres  d'Euler  dont  l'existence  est  subordonnée  à  celles 
du  développement  de  la  tangente  et  de  la  sécante. 

Ces  nombres,  il  est  vrai,  s'introduisent  dans  plusieurs  ques- 
tions, notamment  dans  la  sommation  des  séries,  mais  il  sera  facile 
de  les  y  remplacer  par  les  nombres  A. 

De  plus  ces  nombres  A  figurent,  d'une  façon  simple,  dans  les 
développements  d'autres  fonctions  : 

tyng  ^^  -r-  ;^  j  =  A„  -h  A,  ^^  -+-  Aj  ^  +  .Vj  |^  -H  . .  . , 

I    -2C0SJ"  ,^  ,^      ^  1^'  ^^ 
: =  Do-+-  D, 


■^'41 

^-D^i^ 

Daf! 

^D.fl 
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(  iécx  —  -2)  sécx  —  Do  -t-  D2 
(sécr  —  2  )  tungj-  =  D, 

D'autre  pari,  grâce  à  la  considération  des  nombres  A,  les  déve- 
loppements de  langx  et  de  sécx  sont  ainsi  rapprochés  l'un  de 
l'autre;  l'honneur  de  ce  rapprochement  revient  à  M.  (jatalan. 
M.  Désiré  André  a  montré  la  signification  combinatoire  de  ces 
nombres.  Grâce  aux  observations  f|ae  nous  avons  signalées  sur 
la  périodicité  du  chinVe  des  unités  de  ces  nombres,  on  peut,  sans 
calcul,  affirmer  que  tel  Dombre,  si  considérable  soit-il,  ne  fait  pas 
partie  de  la  suite  des  nombres  A  ou  delà  suite  D. 

Ce  caractère  de  périodicité  du  chiffre  des  unités  des  nombres  A 
est  peut-être  une  raison  de  plus  en  faveur  du  choix  de  ces 
nombres. 

Remarque.  —  La  relation  (a)  entre  les  nombres  A  et  les  rela- 
tions entre  ces  nombres  et  les  nombres  d'Euler  et  de  Bernoulli 
montrent  la  dépendance  qui  existe  entre  ces  deux  dernières  séries 
de  nombres. 

J'ai  mis  (')  cette  dépendance  plus  en  évidence  en  établissant  la 
formule 

où  l'on  a  posé  par  convention  B,,  =  —  i  et  o!  ^  i .  Celte  formule 
permet  d'exprimer  le  développement  de  la  sécante  à  l'aide  des 
nombres  de  Bernoulli. 


SUR  LE  RÉSEAU  DIAGONAL  CONJUGUÉ; 
Par   M.   L.    Raffy. 

Je  me  propose  d'étudier  ici  le  réseau  conjugué  que  découpent 
sur  une  surface  les  courbes  tangentes  en  chacun  de  leurs  points 
à  l'un  des  diamètres  conjugués  égaux  de  l'indicatrice.   Ces  dia- 

{')  Essai  sur  la  sommation  de  guelques  séries  trigonomélri/jues.  p.  91. 


mètres  égaux  étant  les  diagonales  du  rectangle  des  axes,  nous 
donnerons  aux  courbes  considérées  le  nom  de  lignes  diagonales 
et  au  réseau  qu'elles  forment  le  nom  de  réseau  diagonal  {conju- 
gué). Il  est  évident  que  ce  réseau  est  réel  sur  les  portions  de 
surface  où  les  lignes  as\mplotiques  sont  imaginaires  et  inverse- 
ment. C'est  d'ailleurs  un  résultat  que  nous  allons  retrouver  en 
comparant  les  lignes  diagonales,  les  ligues  asymptotiques  et  les 
lignes  de  courbure. 

1.  Théoréjie  I.  —  5'<  Con  considère  tes  tangentes  aux  lignes 
diagonales,  aux  lignes  asymptotiques  et  aux  lignes  de  cour- 
bure qui  se  croisent  en  un  point  ordinaire  d'une  surface  quel- 
conque, ces  trois  couples  de  droites,  pris  deux  à  deux,  forme?}! 
des  faisceaux  harmoniques. 

En  efTet,  les  lignes  diagonales  étant  conjuguées  par  rapporta 
l'indicatrice,  forment  un  faisceau  harmonique  avec  les  directions 
asymptotiques  de  cette  conique;  admettant  comme  bissectrices 
les  lignes  de  courbure,  elles  forment  avec  elles  un  faisceau  har- 
monique. D'autre  part,  les  lignes  asymptotiques  forment  un  fais- 
ceau harmonique  avec  les  lignes  diagonales  et  avec  les  lignes  de 
courbure,  puisque  ces  deux  couples  de  droites  sont  des  diamètres 
conjugués  de  l'indicatrice.  Il  suit  de  là  que  les  ligues  de  courbure 
forment  faisceau  harmonique  avec  les  lignes  diagonales  et  aussi 
avec  les  lignes  asymptotiques. 

2.  TnÉoRÈME  II.  —  Si  l'on  rapporte  une  surface  à  l'un  des 
trois  réseaux  formés  par  les  lignes  diagonales,  par  les  lignes 
asymptotiques  et  par  les  lignes  de  courbure,  prises  successi- 
vement pour  lignes  coordonnées  (?/  =  const.,  f  =  const.  )  les 
équations  différentielles  des  deux  autres  réseaux  ne  con- 
tiennent pas  de  terme  en  dudv  et  se  déduisent  l'une  de  l'autre 
par  le  changement  de  dv-  en  — ■  dv'-. 

En  eflfet,  l'élément  linéaire  d'une  surface  étant 

ds^-  =  Erfa2-4-2FrfMrff -f-  Gdv"-, 

la  direction  définie  par  le  couple  {du,  dv)  est,  comme  on  sait,  la 
diagonale  du  parallélogramme   qui  a   pour  côtés   consécutifs   le 
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segmenl  \l¥idu,  porté  sur  ta  langenle  à  la  courbe  c  =  consl.  issue 
du  point  considéré  (i/,t'),  elle  segmenl  \/Gch'  porté  sur  la  tan- 
gente à  la  courbe  «<  =  consl.  Son  coefficient  angulaire  relati\e- 
inenl  à  ces  axes  est  donc 

i/G  du 

III  —  ^—^ ■ 

\/E  dv 

Or,  pour  que  deux  droites  forment  avec  les  axes  coordonnés  un 
faisceau  harmonique,  il  faut  et  il  suffit  que  leurs  coefficients 
angulaires  soient  égaux  et  de  signes  contraires.  Chacun  des  deux 
réseaux  autres  que  celui  auquel  on  rapporte  la  surface  a  donc 
une  équation  diflcrentielle  qui  ne  contient  pas  de  terme  en  dudv. 
Soient  m,  et  m-2  les  coefficients  angulaires  des  tangentes  aux 
courbes  de  l'un  de  ces  réseaux;  soient  «13  et  m^  ceux  de  l'autre 
réseau.  Nous  venons  de  voir  que  l'on  a 


La  condilion  générale  pour  que  le  faisceau  des  quatre  droites 
de  coefficients  angulaires  m,,  »«,,  /»3,  m^  soil  harmonique 

(nii  -^  m^)  (/H3  H-  iiti)  —  a (/?«, 7/12-1-  ni^m,  ) 

se  réduit  en  conséquence  à 

m]  -^  /«j  =  o, 

ce  qui  exige  que  les  équations  difierentielles  des  deux  réseaux  ne 
diflerent  l'une  de  l'autre  que  par  le  changement  de  dv-  en  —  dv-. 
Le  théorème  est  donc  complètement  démontré. 

3.  Equation  différentielle  des  lignes  diagonales.  —  Sup- 
posons la  surface  ra|iportée  à  des  coordonnées  curvilignes  quel- 
conques et  proposons-nous  de  former  l'équation  différentielle  des 
lignes  diagonales.  On  sait  que  le  rayon  de  courbure  R  de  la 
section  normale  déterminée  par  la  direction  (du,  cA)  a  po'ir 
expression 

n  -  ^diû  -\-  îV dudv  -^  Odv'- 
odii-  -r- 10'  dudi-  ■+-  Z"  dv^ 

Réciproquement,  étant  donné  R.  celle  équation  définit  les 
deux  directions  {du,dv)e\.  (d'u,d'r)  pour  lesquelles  la  section 
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normale  a  un  rayon  de  courbure  égal  à  R.  Pour  exprimer  que  ces 
deux  direclions  sont  conjuguées,  on  a  la  condition  bien  connue 

0 du d' K  -+-  o' f  du d' c  -î-  c/r d' u^  -^  o" dv d' v  =  o, 

qui  donne  ici 

_  GS  — 2FS'-^E8'  _  Ri  +  Ri 

■î  (  oo"  —  o'-  )  ■'. 

Ainsi  R  est  la  demi-somme  des  rajons  de  courbure  princi- 
paux (').  En  conséquence,  l'équation  dififérentielle  des  lignes  dia- 
gonales en  coordonnées  curvilignes  quelconques  est 

E du-  -\-i.¥ du  dv  —  G  dv-  _  Go  —  2  Fo' -f-  Ro" 

0(/h-  ^  2?'</(((A' +  o"cA'-  .((oo"    -  0'- I 

Celle  équalion  permet  de  déterminer  par  quadratures  les  lignes 
diagonales  des  hélicoïdes,  des  surfaces  spirales  et  des  quadriques. 
Elle  montre  que,  sur  les  surfaces  minima,  les  lignes  diagonales 
coïncident  avec  les  lignes  de  longueur  nulle. 

Si  Ton  a  égard  à  l'équation  des  lignes  asymptoliques 

(  ï)  0  du-  ^~  ■>.  0'  du  d\-  T-  rj'  dv-  =  o 

et  à  celle  des  lignes  de  courbure 

(:>)  (Fo  —  Eo')rfH2  H-  (Go  —  ^l" )dudv  +  (  G3'  -  Fo"j(/f2  =  o, 

on  peut  retrouver  d'une  autre  manière  l'équation  (i).  Ecrivons-la, 
<'ii  effet,  comme  suit  : 

i  i  )  L  du'^  -^  i  M  du  dv  -h  N  dv-  =  o. 

Exprimons  que  les  deux  directions  ainsi  définies  forment  un 
fiiiscean  harmonique  avec  les  direclions  (2)  des  lignes  as\mplo- 
li(|ues  ;  nous  aurons 

i^>)  1.0"  —  2M0'— No  =  o. 

Mais,  comme  elles  forment  aussi  un  faisceau  harmonique  avec 
les  direclions  (3)  des  lignes  de  courbure,  on  a  pareillemenl 

I  r,)  L  (Go-  —  FS")  —  M  (  Go  —  Eo")  -+-  N  (  Fo  -  Eo')  =  o. 

(')  C'est  ce  que  l'on  eût  pii  voir  directemeiil,  en  appliquant  à  la  mniqiic 
iiulicalrice  le  premier  théorèiue  d'Apollonius. 

XXX.  i5 
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dtr- 

—  2  du  dr 

fA'2 

fj" 

20' 

0 

Gî'  -  Fo" 

Go    -  Eo" 

Fo  -  Eo 

Éliminant  L,  M,  N  entre  les   trois  équations  (4),  (•')),  (6)  on 
obtient  l'équation  des  lignes  diagonales  sous  la  forme 


(>y 


Â.  La  comparaison  des  équations  (i  ).  (2)  et  (3)  permet  de  véri- 
fier le  théorème  II;  elle  conduit,  en  effet,  très  simplement  aux 
conclusions  suivantes. 

Une  surface  étant  rapportée  à  ses  asymptotiqiies  (S  =^  5"=  o) 
les  équations 

M  du-  -I-  G</i'-  =  o,         Erfî/'  —  G  dv-  =  o 

appartiennent  :  la  première  aux  lignes  diagonales,  la  seconde 
aux  lignes  de  courbure. 

Une    surface    étant    rapportée   à   ses    lignes    de    courbure 

(F  :=  o'  =:  o)  les  équations 

'jda-  —  o"(/i'-  =  o,  ^dii-  4-  0" dv-  =  o 

appartiennent  :  la  première  aux  lignes  diagonales,  la  seconde 
aux  lignes  asyniptotiques. 

Une  surface  étant  rapportée  à  ses  lignes  diagonales,  on  a 

I  ^,  5       0" 

O  0=0,         5.  =  ^, 

et  les  deux  équations 

odu-  —  o"rfi-^  —  o,         rjdu^  -f-  o'dç-  =  o, 

appartiennent   :    la    première   aux   lignes    de   courbure,    la 
seconde  aux  lignes  asyniptotiques. 

5.  Surfaces  rapportées  au  réseau  diagonal.  —  On  peut 
obtenir  directement  les  conditions 

/    ,  ^,0        0" 

(7)  0=0,  ,,  =  ^,       . 

qui  caractérisent  le  réseau  des  lignes  coordonnées  comme   étant 
le  réseau  diagonal  :  il  suffit  d'exprimer  que  les  lignes  coordonnées 
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sont  conjuguées  et  qu'elles  adnielleiit  pour  Ijissectrices  les  lignes 
de  courbure. 

Introduisons  ces  conditions  dans  les  équations   fondamentales 
de  la  théorie  des  surfaces  : 

!  oo"  —  0-  I  ,,,      ,,^ 

(H^  =  EG—  l'^), 


y/EG  /H 

.,R., 

f)  log  l 
dv 

= 

C,  -4-  Al 

G 

E  "^ 

à  log  X 
du 

= 

A    -^C 

E 

G    ' 

g; 

G 

H2  R,  R., 

'  i  (h,)  -  c)«  (h)  =  ^  n  -  '^"^  H  ^  -^  îi 

Si  nous  posons 

(8)  '"44' 

ces  équations  s'écrivent 


(I)' 


Grâce  à  la  valeur  trouvée  pour  ).,  l'élément  linéaire  de  la 
représentation  sphérique,  dont  l'expression  générale  est 

,  a       Go  —  aFo'-!-  Eo"    ^  ,   ,         ^,  ,     ,        ^„  ,  , 

aï   =  jj- (a  au-  -+-  f.o  au  ch-  -+-  o  di-  ) 

H- 

ry- (  E  rf«  -  -t-  2  F  du  dv  +  G  dv-  ) , 

se  réduit  dans  le  cas  présent  à 

(q)  di-  =  77— TT-  (Edu-  —  iV dudv  -(-  Gdv-). 

On  remarquera  l'analogie  de  celte  formule  avec  celle  qu'on 
obtient  quand  la  surface  est  rapportée  à  ses  lignes  asjmptotiques, 
savoir 

t/72  =  _  _L.  (  |,:rf„2  _  .^  F  jadv  +  G  cA'2  ). 

Considérons  maintenant  les  équations  analogues  aux  équations  (1), 
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où  figiiretil,  au  lieu  des  coefficienls  E,  F,  G  de  l'élémeni  liné- 
aire ds-  et  des  fondions  A,  A,,  B,  B,,  C,  C,  qui  s'en  déduisent, 
les  coefficients  e,/,g  de  da-  et  ]es  fonctions  r/,  f/,,  l>,  b,,  c,Ct, 
lioinologues  des  précédentes.  Ces  formules  sont  les  suivantes: 


auxquelles  il  faudrait  joindre  celle  qui  exprime  que  la  courbure 
totale  de  la  forme  quadratique 

t/tj2  _  g  f/„2  ^_  2  fdu  dv  ~-  i;dv- 

,       ,  je 

est  «'gale  a   i . 

En  vertu  de  la  relation  (())  on  a 


<"')      "~K,K.'         •^^- 

HiR,' 

fy 

G 
K,  W, 

Si  donc  on  pose 

(II) 

0         o" 

-  V-h, 

et  qu'on  tienne  compte  de  l'expression  de  À,  il  viendra 

v/rTu; 


(11/ 


Veg 


t*log[x 

ùv 
diog  \x 


lelations  dont  l'analogie  avec  les  équalions  (Ij'  est  complète.  On 
en  déduit 

(  I  2  )  c,  -+-  rt,  %  +    -^;      )    =    ;,7    (    <(  -4-  c  -  -4-   —      ■ 


Telle  est  la  comlition  nécessaire   et  suffisante  pour  qu'une 
forme 

d<s-  =  edii'^-+-  ■?.fdud\-  ^-  ,i;dv-, 

dont  la  courbure  totale  est  égale  à    i ,  soit  l'élément  linéaire 
de  la  représentation  sphérique  d'une  surface,  rapportée  à  ses 


lignes  diagonales.  En  ell'el,  réc|iialion  (12)  étant  vérifiée,  les 
deux  dernières  équations  (II)'  déterminent  une  fonction  jjl,  à  un 
facteur  constant  près.  Alors  la  première  des  équations  (II)'  fait 
connaître  le  produit  R,Ro;  les  relations  (i  1)  fournissent  5  et  8"; 
on  prend  S'  nul  ;  enlin  les  formules  (10)  donnent  E,  F,  G.  On  con- 
naît donc  les  six  fonctions  E,  F,  G,  0,  5',  S",  ce  qui  détermine  la 
surface,  à  la  position  près. 

6.  On  pourrait,  à  l'aide  des  formules  (J)'  ou  (II)',  clierclier  à 
déterminer  des  surfaces  sur  lesquelles  le  réseau  diagonal  possède 
certaines  propriétés,  telles  que  celle  dont  nous  allons  donner  un 
exemple. 

Considérons  les  surfaces  de  translation  dont  les  deux  familles 
de  génératrices  sont  des  courbes  planes,  situées  dans  des  plans 
rectangulaires.  L'équation  générale  de  ces  surfaces  est 

z  =  \i.T}  -f-  \iy). 

Pour  ces  surfaces,  on  a  visiblement 

E  =  i-T-X'2,        G  =  n-\"2, 


Si  donc  on  veut  déterminer  les  fonctions  X  et  Y  de  façon 
que  les  génératrices  planes  (.r=const..  i' =  const.)  soient  lignes 
diagonales,  on  trouvera 


Ces    deux   rapports   doivent  être  constants.   L'intégration    est 
immédiate  et  l'on  obtient  la  surface 

e'"-  =  cos  inx  cos  iny         (ni  =  coiisl.), 

dont  les  lignes  de  courbure  se  déterminent  par  quadratures  et 
sont,  en  projection  sur  le  plan  des  xy^  également  inclinées  sur  les 
axes  coordonnés. 


SUR  LA  RÉSOLUTION  EXACTE  EN  NOMBRES  ENTIERS 
DES  ÉQUATIONS  LINÉAIRES  A  COEFFICIENTS  QUELCONQUES; 

l'ar  M.  E.  Cahfn. 

1.    Soil  a  un  nombre  >  o. 

Nous  appellerons  suite  normale  de  valeurs  approchées  de  ce 
nombre,  une  suile  infinie  de  fractions 

,,(11  ,jl2J 

jouissant  de  la  propriété  suivante  :  appelons  —  le  terme  général; 
en  posant 


£„  tend  vers  zéro  lorsque  le  ratig  du  terme  —  augmente  indé- 
finiment. Comme  nous  allons  le  voir  de  suile,  il  existe  de  telles 
suites. 

Distinguons  deux  cas  suivant  que  a  est  incommensurable  ou 
commensurable. 

i"  a  incommensurable.  —  Comme  exemple  de  suile  normale, 
on  peut  citer  les  réduites  successives  du  développement  de  a  en 
fraction  continue. 


En  effet,  soil  —  l'une  de  ces  réduites. 
Il 

On  sait  que 

I  "'  I   ---    ' 

Donc,  en  posant 


Donc  £„  tend  vers  zéro. 

2"  a  commensurable.  —  Soil  a  =:  n-  Je  dis  que,  dans  ce  cas, 

les  termes  d'une  suite  normale  sont,  à  partir  d'un  certain  rang, 

A 
égaux  à-jT-  En  effet,  en  posant 

A        m        1,1 
a        n         H 
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on  a 

_  /i  A  —  //(  B 

Si  -  n'est  pas  égal  à  ^,  le  numérateur  de  celte  expression  est 
au  moins  égal  à  i  el  l'on  a 


Donc,  £„  ne  peut  tendre  vers  zéro,  à  moins  qu'à  partir  d'un  cer- 

A 

b' 


lain  rang  dans  la  suite,  —  ne  soit  conslamment  égal  à  -g"  Alor^ 


Corollaire.  —   Soient—.  — ^  deux  termes  quelconques  d'une 
n     n  T  T 

suite  normale.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  % 
soit  commensurable  est  que,  à  partir  d'un  certain  rang,  la  quan- 
tité m' n  —  mnl  soit  constamment  nulle  (^'). 

2.    Généralisation  pour  plusieurs  nombres. 

Soient  «I,  a.j,  ....  Op  des  nombres. 

Nous  appellerons  suite  normale  de  systèmes  de  valeurs  ap- 
prochées de  ces  nombres,  une  suite  de  systèmes  de  p  valeurs 
commensurables  jouissant  de  la  propriété  suivante  : 

Appelons 


un  système  de  cette  suite  (toutes   les  fractions  composant  ce  sys- 
tème sont  supposées  réduites  au  même  dénominateur),  en  posant 


les  quantités  e),",  ejf,   .  .  .,  s^f   tendent  vers  zéro   quand   le   ranj 
du  système  augmente  indéfiniment  : 


(  '  )  Si  l'on  astreignait  les  termes  d'une  suite  normale  à  i''tre  irréductibles,  dans 
le  cas  de  a  commensurable,  il  n'y  aurait  qu'un  nombre  limité  de  termes  dans 
la  suite  normale:  l'un  d'eux  serait  égal  à  a. 
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1°  a,,  a-^,  .  .  • ,  ftp  non  tous  comniensui<il>les. 

Comme  exemple  de  suite  normale,  on  peut  citer  le.-,  valeurs 
approchées  successives  découvertes  par  Hermite.  Il  a  montré 
c|u'on  pouvait  trouver  une  suite  infinie  de  systèmes  de  fractions 


telles  que  leurs  différences  respeclives  avec  «i,  a^j  •  •  ■ ,  ftp  soient 

en  valeur  absolue  plus  petites  que      'J'   ,  )>,,  étant  un  nombre  fixe 

nyn 

qui  ne  dépend  que  de  p  (À/>= d'après  M.  Minkowsky  ). 

En  posant  donc 


les  quantités  z\y,  .  .  . ,  e',f'  sont  toutes  plus  petites  que  j^  et,  par 

y" 
suite,  tendent  vers  zéro. 

2°  a,,  a,.,  .  .  .,  cip  sont  tous  coniniensurables. 
Soit 

^l  A2  A,, 

Soit 

Il  II    '       '  '  '  '        Il 

un  système  de  fractions  non  toutes  égales  respectivement  à 

A,        Ao  Â^. 

B  '       B  '      ■■■'       B  ' 

ou  voit  comme  plus  haut  que  certaines  des  quantités  £^,"',  ej^-',  ..., 
£'/>  sont>^. 

Donc  elles  ne  peuvent  pas  tendre  toutes  vers  zéro,   à  moins 

1.  ■•      ]t  .    •  m,     m,  nia 

qu  a  partir  d  un  certain  rang,  — ,  — ',  ■■  ,  — i:  ne  soient  tous  égaux 


respectivement  à  -j^,   .  . . ,  -^'■ 
Alors  tous  les  s  sont  nuls. 
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Corollaire.  —  Soient 


deux  sjsU'mes  de  la  suile  normale  de  systèmes. 

La  condilion  nécessaire  et  suffisante  pour  que  «),  a»,  .  . . ,  «y, 
soient  tous  commensurables  est  que,  à  partir  d'un  certain  rang, 
tous  les  déterminants  du  second  ordre  de  la  forme  m/,n' — '"Â" 
soient  nuls,  ou  encore  que  tous  les  déterminants  du  second  ordre 
extraits  de  la  matrice 

j  I   /«i,      m.,,      ....     /Il/,,     n    II 

I  !     '"  I  ,        '»-2'        ■  ■  ■  ■       '"/M       "     1 1 

soinl  nuls. 

3.   Propriété  fondamentale  des  suites  normales. 

Mais  le  cas  où  a,,  «o-  ■  •  •  ■  a p  sont  tous  commensurables  n'esl 
que  le  dernier  d'une  série  d'autres  cas  que  nous  allons  examiner 
maintenant. 

Dire,  en  effet,  que  «,,  «^ <i p  sont  égaux  à  ^->  ^  ,  •  •  ■  '  "W"  ' 

c'est-à-dire  tju'on  a 

Bn,  —  A,  =0, 
Bflo  —  Aj  =  o, 


B  U/,  —  A ,,  =  o, 


c'est  donc  dire  qu'il  existe  entre  «i,  a.,,  ....  ap,  p  relations 
linéaires  distinctes  à  coefficients  entiers. 

Réciproquement,  si,  entre  «i,  a-,,  ....  «^,  il  existe/?  relations 
linéaires  distinctes  à  coefficients  entiers,  en  résolvant  ces  p  rela- 
tions, on  voit  que  «t,  «Za»  •-••  <^p  sont  commensurables.  Alors 
on  voit  que  ce  cas  n'est  qu'un  cas  particulier  de  celui  où  il  existe  /• 
de  ces  relations  (r^p). 

Il  faut  donc  examiner  ces  cas.  Pour  cela,  nous  démontrons  le 
théorème  suivant  qui  peut  être  considéré  comme  la  propriété 
fondamentale  des  systèmes  normaux  et  qui  est  une  généralisation 
de  celle  du  n"  1 . 
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Si,  entre  des  nombres  a,,  a^    .  .  . ,  dp,  il  existe  une  relotion 
linéaire  à  coefficients  entiers 

(i)  Airtj  +  AjOTi-^-. .  .H-  A,, a,,  +  B  =  o, 

la    même   relation    existe    entre    les   fractions   d'un    système 
normal 

.     m,        .     m,  m., 

A,  — ^  -+-  Ao  — ^  -I-. .  .-H  A,,  — ' B  =  o, 

«  ■   /(  /( 

pouri,ni  que  le  dénominateur  du  système  dépasse  une  certaine 
limite. 


En  etTet,  on  peiU  poser 


'«I  ïn' 

71  n 


les  s  tendant  vers  zéro. 
L'égalité  (i)  devient  alors 

A, h  -^     -4- A, i-  -^     +..  .  I- A,,    — ^  -i-  -^     -î-  B  =  o, 

d'où 

(2)  Ai«ii-+- Ai>//(2H-...-(-A,,  7;;^, -t-  Bn  —  -  (  Ai  si,"  +  A^s,,- '  -...—  A,,  si/''). 

Comme  le  premier  membre  de  cette  égalité  est  entier,  et  que 
le  second  membre  tend  vers  zéro,  il  arrivera,  à  partir  d'un  certain 
rang,  que  ces  deux  membres  seront  nuls.  On  a  alors 

(3)  Al  //(i  -+-  Aj  /»2  +. . .  —  A,,  «(,,  -i-  B  /i  —  o, 

(4)  Ai h-Aî -...-+- A,, —i- ^  B     =0. 

Réciproquement.  —  Si  la  relation  (4)  a  lieu  à  partir  d'un  cer- 
tain rang,  la  relation  (3)  a  lieu  aussi.  Alors,  le  premier  membre 
de  l'égalité  (2)  est  nul,  et,  comme  le  second  tend  vers  zéro,  on 
voit,  en  passant  à  la  limite,  que  l'égalité  (i)  est  vérifiée. 

Le  tliéorème  du  n°  1  se  généralise  de  la  façon  suivante  : 


Soient 


(^  +  i)  termes  ([uelconques  d'une   suite  normale  relative   à   des 
nombres  a,,  (i-,.   ■  .    ,  f/p. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'entre  ces 
nombres  il  y  ait  r  relations  linéaires,  distinctes,  à  coefficients 
entiers  (ou  simplement  commensurables)  est  que  les  détermi- 
nants d'ordre p  -!-  2  —  /■  extraits  du  Tableau 


soient,  à  partir  d'un  certain  rang  dans  ce  Tableau,  tous 
nuls. 

En  effet,  il  faudra  (ju'à  partir  d'un  certain  rang  les  équations 
telles  que 

(5)  /«/"  Al  -+-  /«/"A,—.  .  .-^  m'/,"  \,,  -+-n"''  B  =  o 

et  toutes  les  suivantes  soient  satisfaites  par /•  systèmes  indépen- 
dants de  valeurs  des  inconnues  A,,  A2, ...,  Ap,B  non  toutes  nulles. 

Par  conséquent  il  faudra  f|ue  les  déterminants  de  l'énoncé  soient 
nuls. 

Réciproquement,  s'ils  le  sont,  les  équations  en  nombre  infini  (5) 
se  réduisent  à  /)  +  i  —  /■  d'entre  elles.  Ce  sont  des  équations 
homogènes  à  p  -\-  i  inconnues.  Elles  auront  donc  /■  systèmes  de 
solutions  indépendantes.  Comme  les  coefficienls  des  équations 
sont  entiers,  on  peut  supposer  les  sobitif)ns  commensurables  et 
par  suite  entières. 

On  trouve  ainsi  /•  relations  linéaires  à  coefficients  entiers  entre 


les  valeurs 

n  n  II 

el,  par  suite  aussi,  enire 

ai,     a-i a,,     P). 

i.  La  question  précédente  intervient  dans  la  solution  appro- 
chée en  nombres  entiers  des  équations  linéaires  (^).  La  première 
chose  à  faire  est  en  eflfet  de  découvrir  les  relations  linéaires 
exactes  à  coefficients  entiers  qui  existent  entre  les  coefficients. 
Autrement  dit  on  est  amené  à  la  question  de  la  résolution  exacte 
en  nombres  entiers  des  équations  linéaires  à  coefficients  quel- 
conques. 

S'il  s'agit  d'une  équalion  homogène,  soit  /' +  i  le  nombre 
d'inconnues.  Après  avoir  divisé  par  le  coefficient  de  -3:>+i  on  peut 
écrire  l'équation 

«,.r,  -+-  a,.rç.  -h  ...  —  a/,,r,,  H-  .r ,,.,_,  =  o. 

La  question  ne  dflrre  |)as  de  celle  qu'on  vient  de  traiter.  Les 
valeurs  des  inconnues  x^ ,  x,. ....  J'/j+i  sont  les  nombres  que  nous 
avons  appelés  plus  haut  A,,  A^, . . .,  A/„  B. 

Considérons  maintenant  une  équation  non  homogène.  On  peut 
la  diviser  par  le  terme  qui  ne  contient  pas  d'inconnue  et  l'écrire 

n,  -r,  -H  .  .  .  +o,,.r,,  -t-  i  =  o. 

Pour  qu'elle  soit  posiiibic  il  liinl  (|ue  la  suivante 

«,  .r,  +  o-j.ro  — ...  4-  n-,;.;-,,  -i-  a",,_|_,  =  o 

le  soit.  Il  faudra  donc  d'abord  que  les  déterminants  d'ordre  p  +  i 


(')  Il  est  bien  évident  que  la  contlilion  énoncée  ne  peut  servir  à  constater  par 
un  simple  calcul  numérique  l'existence  de  relations  entre  des  incommensurables. 
Car,  si  loin  qu'on  pousse  le  Tableau  précédent,  si  la  condition  n'est  pas  satis- 
faite, elle  le  sera  peut-être  plus  loin.  Inversement,  si  elle  l'est  elle  cessera  peut- 
être  de  l'être  plus  loin.  Mais  cela  est  dans  la  nature  des  choses.  Pour  un  seul 
nombre  déjà,  il  ne  suffit  pas  de  savoir  calculer  ses  chiffres  décimaux  l'un  à  la 
suite  de  l'autre,  pour  savoir  s'il  est  commensurable  ou  non. 

(  =  )  L.  IvRONECKER,  iVona^îier.  der  K.  P.  Ak.  cl.  Wiss.  :u  Berlin,  i8S^,  p.  n^g, 
iigS,  1271,  1299.  Werke  3',  p.  49,  109. 
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oxliails  du  Tableau  des  syslèmes  de  valeurs  normales  relatives  aux 
nombres  ctt,  a-;,,  ■  ■  ■  .  dp  soient    tous    nuls    à    partir   d'un  certain 
rang. 

Cette  condition  étant  remplie,  les  équations 


m:'  .r,  -T-  m 4 


se  réduiront  à  /■  d'entre  elles.  Il  restera  à  exprimer  qu'elles  ont,  un 
ou  des  sjslèmes  de  solutions  ou  Xp+i  ^~  i.  autrement  dit  que 
les  /■  équations  à  coefficients  entiers 


sont  possibles  en  nombres  entiers.  La  condition  ost  connue  et  l'on 
sait  trouver  la  solution  générale  ('). 

Considérons  enfin  un  système  d'équations.  On  peut  voir  si 
chaque  équation  prise  à  part  est  possible  et  en  trouver  la  solution 
générale.  On  sait  que  cette  solution  générale  est  une  expression 
linéaire  à  coefficients  entiers  de  variables  entières.  La  question 
de  savoir  si  le  système  a  une  solution,  c'est-à-dire  si  les  solutions 
des  différentes  équations  peuvent  coïncider,  est  donc  ramenée  à 
une  question  d'analyse  indéterminée  du  premier  degré  que  Ion 
sait  résoudre. 

o.  On  peut  simplifier  la  méthode  donnée  [jour  la  résolution  de 
l'équation 

(6)  ciiXt-i-.  .  .  ~  a,,j-,,— ù  ^  o. 

Celle  donnée  plus  haut  exige  la  connaissance  d'une  suite  nor- 
male pour  p  nombres;  cette  suite  peut  se  trouver  par  l'algo- 
rithme d'Hermite  relatif  à /j  nombres. 

La  simplification  en  question  consiste  ù  n'appliquer  que  l'algo- 
rithme relatif  à  y)  —  i  nombres.  C'est  une  généralisation  de  la 
méthode  donnée  par  Hermite  lui-même  dans  le  cas  de  />  ^  2  (-). 

(')  Voir  par  exemple  :  Stieltjes,  £ssai  sur  la  théorie  des  nombres  {Annales 
de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse),  t.  IV.  iSf)o. 

(  =  )  llr.RmTE,  Journal  fiir  Mathematik,  t.  M..  iS'io,  p.  j'it.  ri  t.  I.WWIII. 
iS8o,  p.  12. 
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L'équation  peut  s'écrire 

— ^  .r I  H X,  ~  .  .  .-\ ■ ^;,-l  ->:-  x„  -> =  o. 

ri,.  Cl,,      -  a,,        '  '         a,, 

OU  en  posant,  d'après  l'algorithme  en  question, 

«/'    '    "  n'"V'i'  "        "/'     ~      "  n'"^'n' 

puis,  multipliant  toute  l'équation  par  ii, 


(' 


4ï)'-(' 


-{/nj 


/</--,. 


Soit  A.,,  le  nombre  entier  le  plus  voisin  de  -    -;  on  a 


L'équation  s'écrit  alors 

M.ri  -t- 


1)1  iX,  -t-  /«2^a  -H.  .  .+  /ii/i-iXp^,  +  Il 
£|.riH-  s.;.r. +...-^£,,-i  .r^,-. 


Or,  n  croissant  indéfiniment,  le  second  membre  devient  plus 
petit  que  i,  et,  comme  le  premier  membre  est  entier,  c'est  que  les 
deux  membres  sont  nuls.  On  a  donc 

m  1  ari  +  «12  a"«  -+-... -H  »!,,_,  r,,_i  -^  nxp  -i-  A„  =  o. 

Faisons  croître  n;  nous  aurons  un  certain  nombre  d'équations 
de  cette  forme,  dont  on  pourra  trouver  la  solution  générale.  Il 
restera  à  savoir  si  celte  solution  satisfait  à  l'équation  (6). 


SUR  LES  ÉQUATIONS  GÉNÉRALES  DE  L'ÉLASriClTÉ  ; 

Par     M.     CoMBEBIAC. 

Dans  une  Note  publiée  récemmeni  dans  le  Bullelin  j'ai  indiqué 
les  termes  qu'il  est  nécessaire  d'introduire  dans  les  équations 
générales  de  l'élasticité  pour  tenir  compte  des  couples  extérieurs 
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qui  peuvent  agir  sur  les  particules  d'un  corps  (couples  magné- 
tiques). 

Ce  cas  diffère  de  celui  où  ces  couples  n'existent  pas  en  ce  que 
le  déterminant  des  coefficients  qui  interviennent  dans  la  détermi- 
nation des  elTorts  en  un  point  n'est  plus  symétrique,  de  sorte  que 
ces  coefficients  sont  au  nombre  de  neuf  au  lieu  de  six. 

Dans  le  cas  ordinaire,  ces  six  coefficients  s'expriment  |)ar  des 
relations  connues  en  fonction  des  six  paramètres  qui  caractérisent 
la  déformation  au  point  considéré,  du  moins  lorsque  cette  défor- 
mation est  suffisamment  petite,  et  il  y  a  correspondance  univoque 
entre  ces  deux  systèmes  de  six  quantités,  que  nous  désignerons^ 
pour  simplifier  le  langage,  par  la  ((('formation  et  Vélat  de 
tension. 

Il  y  a  lieu  de  se  demander  ce  que  devient  cette  relation  dans  le 
cas  qui  nous  occupe. 

Dans  le  cas  oïdinaire,  cette  relation  peut  être  obtenue  en  par- 
lant de  l'expression  de  l'énergie  élastique  ou,  plus  simplement, 
de  celle  du  travail  élastique  dans  un  déplacement  virtuel. 

Cherclions  donc  celte  expression  dans  le  cas  général  (cas  où  il 
existe  des  couples  élémentaires). 

Cliaque  élément  du  corps  est  soumis,  en  raison  de  l'état  de 
tension,  à  une  force  et  à  un  couple,  dont  la  grandeur  est  de 
l'ordre  du  volume  de  l'élément,  cl  il  faut  observer  que  dans  ce 
décompte  sont  compris  les  efforts  qui  s'exercent  sur  la  surface 
extérieure  du  corps. 

Pour  avoir  l'expression  du  travail  élastique,  il  suffira  de  retran- 
cher du  travail  des  forces  et  des  couples  relatifs  aux  éléments  de 
volume,  celui  des  forces  superficielles,  dont  la  cause  est  évidem- 
ment extérieure  au  corps  solide. 

Soient  ^,  y;,  X,  les  composantes  suivant  les  axes  de  coordonnées 
du  déplacement  virtuel  d'un  point  ciuelconque  du  corps. 

Soient  N,,  Na,  N,,  T,,  To,  T3,  L,  M,  N,  les  neuf  quantités  dé- 
terminant, suivant  la  notation  employée  dans  la  Note  mentionnée 
plus  haut,  l'état  de  tension  au  même  point. 

Soient  Xp,  Yp,  Z^  les  composantes  suivant  les  axes  de  coordon- 
nées de  l'eflort  par  unité  de  surface  exercé  en  un  point  de  la  sur- 
face extérieure. 

Le  travail  élastique,  pour  le  déplacement  virtuel  ?,  f;,  Ç,  a  pour 
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expression 


où  dx  désigne  un  élémenl  de  volume,  da  un  élément  de  la  surface 
du  corps,  et  où  l'on  a  posé 
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Le  dernier  terme  de  l'expression  de  rfS,  conslilué  par  une  inté- 
grale de  surface  précédée  du  signe  moins,  peut,  comme  l'on  sait, 
être  transformée  en  une  intégrale  de  volume,  savoir  : 
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Celte  expression  est  indépendante  de  L,  M,  N,  et  est  la  même 
que  dans  le  cas  où  L,  M,  i\  sont  nuls. 

Les  quantités  N,,  N»,  N3,  T,,  T2,  T3  doivent  donc  être  expri- 
mées de  la  même  manière  que  dans  ce  dernier  cas  en  fonction  des 
six  paramètres  qui  caractérisent  la  déformation 

Éi      ^       ^       ll'^^^\       l('Ê.^^\      l{^^È!l\ 
7)x'     ày'      dz'     2  l  (>-        ày)^      -iXèz        OxJ'     ^\ày    '    àx } 

La  détermination  analjlique  du  problème  est  la  même  que 
dans  le  cas  ordinaire. 

Les  équations  du  problème  sont 

(JN,        dTj       dT,  _     ,,,  dS        (JM 

d^ -^  "^  ^  "dZ  -  ?^^^~''"' ^  ^  ""  ^' 

àx         dy        dz'        ^^  ^''       dz        àx' 

àl,       dT,        dN,  _  diM_  ^ 

1^  ^  IP  '^  ~à^  -  ^^''       ■'  =  •'        dx        ày' 
N,a  +  T3P -+- Tjy  = -X^-f- N  p  -  M7, 
T3a-^N5p-f-TiY=— Ye-f-LY  ~Na, 
Tjît  -^  T,  p  -+-  N3V  =  —  Z,.  — Ma  —  L  p, 

où  les  trois  dernières  sont  relatives  aux  points  de  la  surface  exté- 
rieure. 

N,,  No,  N3,  T|,  T2,  T3  doivent  être  exprimées  en  fonction  des 
six  paramètres  représentant  la  déformation;  L,  M,  N  doivent  ètn' 
considérées  comme  des  fonctions  données  de  x,  y,  z  aussi  bien 
sur  la  surface  qu'à  l'intérieur  du  corps. 

On  peut  se  rendre  compte,  dans  le  cas  d'un  corps  isotrope,  f(ue 
les  quantités  L,  M,  N  doivent  être  indépendantes  de  la  déforma- 
tion; cela  tient  à  ce  qu'il  ne  peut  exister  entre  un  ellipsoïde  et  un 
vecteur  une  relation  indépendante  des  déplacements  sans  défor- 
mation, c'est-à-dire  ici  des  rotations  autour  du  centre  de  l'ellip- 
soïde. 

On  le  voit  par  des  considérations  analogues  à  celles  qui  per- 
mettent de  démontrer  que  deux  quadriques  concentriques  (^par 
exemple,  l'ellipsoïde  des  dilatations  et  la  quadrique  indicatrice  de- 
là distribution  des  eGTorts  en  un  point)  ayant  entre  elles  une  rela- 
tion géométrique  déterminant  l'une  par  l'autre  doivent  avoir  les 
xxx.  16 
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mêmes  plans  princijiaux  et  les  mêmes  plans  de  seclions  circu- 
laires (  '  ). 

Dans  le  cas  qui  nous  occupe  d'un  vecteur  déterminé  géométri- 
quement par  rapport  à  une  quadrique,  on  démontre  facilement 
que  sa  direction  doit  être  donnée  par  un  des  points  de  l'infini 
déterminés  comme  points  de  rencontre  des  cordes  communes  à  la 
section  de  la  quadrique  par  le  plan  de  l'infini  et  au  cercle  imagi- 
naire de  l'infini,  c'est-à-dire  que  cette  direction  doit  être  celle  de 
l'un  des  axes.  Mais,  comme  dans  ces  conditions  la  relation  ne 
serait  pas  invariante  dans  une  permutation  des  axes  de  la  qua- 
dri(jue,  l'on  voit  qu'elle  ne  peut  pas  exister. 

Je  dois  aux  indications  qui  m'ont  été  obligeamment  données 
par  M.  Appell  depuis  la  publication  de  ma  première  Note,  d'avoir 
pu  prendre  connaissance  de  deux  écrits  ayant  trait  au  même 
sujet. 

M.  Love  (-),  dans  son  Traité,  indique  brièvement  que,  dans  le 
cas  où  le  milieu  est  soumis  à  des  couples  extérieurs  élémentaires, 
il  y  a  lieu  de  faire  intervenir  neuf  coefficients  au  lieu  de  six  pour- 
déterminer  la  distribution  des  efiorts  en  un  point.  Cet  auteur  ren- 
voie d'ailleurs  à  un  Mémoire  de  M.  Larmor. 

Ce  dernier  auteur  (■')  étudie  la  propagation  des  ondes  dans  un 
milieu  dont  chaque  élément  serait  doué,  en  plus  de  l'inertie  ordi- 
naire, d'une  inertie  dirigée,  comme  le  serait,  par  exemple,  un 
corps  renfermant  dans  une  cavité  un  gyroscope.  Dans  ces  con- 
ditions, un  élément  en  mouvement  présente  un  couple  d'iner- 
tie, qui  intervient  dans  les  formules  du  mouvement.  Ce  couple 
s'exprime  en  fonction  des  vitesses  et  des  accélérations. 

Un  tel  milieu  n'est  autre  que  le  milieu  hypothétique  de 
Maxwell,  et  M.  Larmor  applique  ses  propriétés  à  la  théorie  de  la 
propagation  de  la  lumière  polarisée. 

On  voit  que  la  question  traitée  par  M.  Larmor  diffère  sensible- 
ment de   celle  sur  laquelle  nous  nous  sommes  proposé   d'attirer, 


(')  Cf.  Appell,  Traité  de  Mécanique,  t.  III,  p.  5o8;  Paris,  Giiutliier-Villais; 
rgoi. 

('-)  Love,  Treatise  on  the  mathcmatical  theory  of  clasticity  {Cambridge 
University  Press,  1892). 

(')  Larmor,  On  the  propagation  of  a  disturbance  in  a gyroslalically  mé- 
dium (Proc.  Lond.  Math.  Soc,  nov.  1891). 


par  la  présente  Note,  l'attention  des  matliéinaliciens  :  la  lumière 
étant  loin  d'être  faite  (le  lecteur  s'en  sera  sans  doute  aperçu)  sur 
les  difficultés  d'allure  paradoxale  que  présente  la  détermination 
de  la  déformation  en  chaque  point  d'un  corps  soumis  à  des 
couples  élémentaires  extérieurs. 


SUR  LA  FORME  CANONIQUE  DES  SUBSTITUTIONS  LINÉAIRES; 
Par  M.    DE   Séguiki;. 

On  peut  établir  simplement  comme  il  suit  la  forme  canonique 
des  substitutions  linéaires  et  quel(|ues-unes  de  ses  conséquences  : 

{.  On  démontrera  d'abord,  comme  ÎM.  Jordan  dans  son  Cours 
d' Analyse  (t.  III,  p.  i-3i.  le  tiiéorème  suivant  : 

Etant  donnre  une  substiluiion  linéaire  a  =  («,•*)  des  va- 
riables Xii  ....  Xn,  on  peut  toujours  trouvei-  n  fonctions  li- 
néaires indépendantes  des  r  formant  une  ou  plusieurs  suites 
jKi  •>  ■  •  ■  1  J'"'  i  Jk'i  •  ■  ■  •  y'ni  •  ■  ■  ■  /elles  que  a.  remplace  les  y  d'une 
même  suite  j-, ,  ...  y^,  ....  y  m  respectivement  par  styt ,  . . . , 
^'(j'ii-'-.}|i-i  ))  •••)  ^i{y'»''ry„i-{){}>-=2).  Si  étant  racine  du 
déterminant  caractéristique  A^  de  a,  qu'il  y  ait  au  moins  une 
suite  répondant  à  chaque  racine  et  que  le  nombre  des  y  figu- 
rant dans  les  suites  répondant  à  une  racine  coïncide  avec  la 
multiplicité  de  cette  racine. 

Considérons  maintenant  le  corps  C  résultant  de  l'adjonction 
des  a,^.  au  corps  des  nombres  rationnels  ou  au  corps  des  nombres 
o,  I,  ...,/3  —  I  mod. /j)  (p  premier  ).  Il  s'agit  de  démontrer  la  pro- 
position suivante  : 

Soit  Aa=  W.ifi{^sYi{l^^  I ,  . . .,  o)  la  décomposition  de  A»  en 
facteurs  irréductibles  dans  C,fi  étant  de  degré  v/  et  ayant  les 
racines  Sujk  =;  o,  . . . ,  v;  —  i  ).  On  peut  faire  :  i  °  qu'il  y  ait  une 
suite  y, ,  . . .,  j  „,,  oii  les  coefficients  des  x  dans  yi  appartiennent 
au  corps  Ci  résultant  de  l'adjonction  de  s/o  à  C  ;  •>."  qu'il  y  ait  v; 
suites  Su-,  conjuguées  j,, *„  •  •  •  •  J"'/™,  *,  (T/'o  =  Yi)  '■>  3"  ?««  s'il  y  a 
plusieurs  suites  S,y,x;(y;=  i,  ...,  [a/;  S,,*,  =  S,,,),  yt,;u,,  ■■•, 
yinhinxo    ■••>  y/;,m,,,*,(r/.m„*,--7/m,*,),  formées  avec  la  même 
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racine  sm^  on  ait  ^i^mii^-^=  i,.  On  aura  ainsi  pour  chaque  va- 
leur de  kl  une  série  cS/^,  de  a/  variables  {réparties  en  y.i  suites) 
et  y/  séries  conjuguées  formant  le  système  et  relatif  à 
y}(S^  v/a-/=  n);  si  a./  est  l'efj'et  de  a  sur  ^i^  les  a./  sont  permu- 
tables et  a.  =  D/a/. 

J'omettrai  dans  la  démonslralion  l'indice  /,  sauf  à  a/,  et  j'écrirai 
mk,  S/,,  fjhk,  Sa,  Sa,  ^  pour  w,^,,  «//,,,  .r//,/,,;^*,,  ^np  S/*,,  ^i  respec- 
tivement. 

Si  tous  les  0-  sont  égaux  à  i ,  la  démonstration  du  théorème  pré- 
cédent suffit.  Si  <7  >  1 ,  on  peut  y  supposer  5,=^  Sq  et  elle  fournit 
pour  a  une  forme  où  figure  Sq.  Or  a  transforme  évidemment  un 
polynôme  (p(:ri,  ...,  x,i,  Sg)  =  'fis^)  à  coeflicicnts  dans  C  en  un 
polynôme  de  même  nature  it^o)  ^t  par  suite  ^(«a)  en  à{si,)-  Les 
variables  de  So  étant  indépendantes,  celles  de  Sa  le  seront  donc 
aussi.  Mais  de  plus,  cela  est  bien  connu,  les  variables  de  S  le 
seront.  Car  supposons  que 

tp  =  fllrj'll/--i--  ■  •—  C^„i^r.ru.m^r-^-  ■  ■ 

-*-  Ci,[,,.+  pJ''l,|,,--(-p+  .  .  .  -7-  CjJ.,/H,j,c4-pJ'|J.,/«n,)-4-p  +  .  .  . 

soit  nulle,  les  coefficients  des  variables  de  8^  n'étant  pas  tous 
nuls.  Soit  cxtO  le  premier  coefficient  ^o  à  partir  de  la  droite 
(ô  ^  r).  En  transformant  tp  para  et  en  retranchant  du  résultat  553, 
on  aura  une  fonction  nulle  ne  contenant  plus  y\i^,  mais  conte- 
nant les  variables  de  Sr-  En  répétant  l'opération,  on  arriverait  à 
une  relation  entre  les  y  de  S,-. 

Supposons  alors  ^  o  le  déterminant  des  coefficients  de^r,,  ..., 
.Tvodanslesjj'yAA  (7=  ' ,  •  ••,[a;/<=  i  ,..  .,my;/i"=o,. . .  ,v —  i).5o,-- •  ,*■/-! 
figurant  symétriquement  dans  les  équations  qui  lient  les 

Xa     («  =  I,  . . .,  •'-) 

aux^  et  aux  Xytr+i  ( 6  =  i  ,...,«';«'=  /;  —  va  ),  on  aura 

ïa  étant  une  fonction  des  x-^a+b  à  coefficients  dans  C  et  /(«a  une 
fonction  des  y  de  Sa  dont  les  coefficients  sont  des  polynômes  en  «a 
à  coefficients  dans  G  indépendants  de  k;  a  remplace  x^a_^.b  par  une 
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expression  de  la  forme 

^A-tbi-h  lcpôc^v<7-l-c     (c  =  I ,  .  .  . ,  /('),  Cm  =  ^jh^bjhkyjUk-, 

pic  étant  dans  C  et  Zbjhk  étant  un  polynôme  en  Sk  à  coefficients 
dans  C  indépendants  de  A'.  En  prenant  pour  variables  les  y  et 
les  ^v(r+i)  on  voit  que  le  déterminant  caractéristique  ^«(5)  de  la 
matrice  des  ^  est  A/"""^  et  que  par  suite  Ap(ï/,  )  ^  o.  Prenons  alors 
pour  variables  les  y  et  les  fonctions 

J-'i,  =  .rv,j-H/,  —  1a   Jbk-,  '■>bi:  ^  -yA  'IbJhkJ'Jhk, 

Ubjhk  étant  un  polynôme  à  coefficients  indéterminés  dans  C  mais 
indépendants  de  A%  en  sorte  que  \)t,k  est  une  fonclion  linéaire 
des  X  à  coefficients  dans  C;  a  transforme  x^  en 

SAÇéA-^ScpicC-î^c— S*UcA-;  — -Aï/.  ( '-'é/l- +  ^jh^b,  j ,  lt+\,k  Y  jhk) 
{UhJ,,„i+i,k=  o). 

Pour  que  les  y  disparaissent  de  cette  expression,  il  faut  el  il 
suffit  que  les  u  vérifient 

~c?bc"cj/ik — ^kiUbjhk-^  Uh.j.h+\,k)~  ^hjhk- 

Pour  h  =  mj,  ces  équations,  dont  le  déterminant  est  ^«(sa)  ^  o, 
donnent  u,jm  /,,  ....  u„'j„,  k-  Ceux-là  connus,  les  mêmes  équa- 
tions, pour  h^^nij — i,  donnent  u,j^„,_t^k,  •^•^  Un',j,m-i,kt 
et  ainsi  de  suite.  Les  u  étant  ainsi  déterminés,  ou  aura  a  =  ai  a^;-, 
a,  étant  l'efiet  de  a  sur  les  j-,  a^.'  une  substitution  à  coefficients 
dans  C  n'opérant  que  sur  les  x'  (fonctions  linéaires  des  x  à  coeffi- 
cients dans  C)  et  |  a^'  |  =  \^f~''.  On  est  donc  ramené  à  canoniseras;' 
et  la  proposition  est  démontrée. 

2.    Soient 

'  _  V  ''■u'';.j;''i 

^MkS-/'.~  -''"'•',/i  "■'n';',T'i  y'îihi^h 

de  nouvelles  variables.  Pour  qu'elles  soient  canoniques,  il  faut 
d'abord  que  a  leur  fasse  subir  la  même  substitution  qu'aux  y, 
chaque  y  correspondant  à  l'y  de  mêmes  indices,  d'où  la  condi- 
tion 

"/;'\'^'V''  étant  nul  si  hyj^esl  <  1  ou  >  >n\j\  ou  si  hij,  est  <^i  ou 
>  /"OV 


—  250  - 
Soit  l^\  ou  hi^k\.  En  faisacil  /;)y.  r=  i  el  siiccessivemenl 
li/j  =  in/i^,  ...,  I,  on  voit  que  u';''^-,]^\^^=  o  el,  par  récurrence, 
|)Our  hxj.^^'i,  3,  ...,  que  ;/,.'^\'j''''^'*' =  o  si  /^A  ou  si  ki^k\. 
IjCs  y'  d'une  série  doivent  donc  être  des  fonctions  des  y  corres- 
pondants seulement.  Le  changement  de  variables  pourra  donc 
■i'é.cïws  y].i,.^,^^jhu'jki^' yjhh  et  la  condition  (i)  qui  devient  (en  ne 
considérant  qu'une  série  et  en  omettant  l'indice  A)  i/',''!' =^  "'/f.^' 

(établie  pour /t  =  2,  .  .  .,  nij-i-  i,  //'—-  1 /iij-,  nij  et  lUj  étant 

les  nombres  de  variables  de  lay"^  et  de  lay'""  suite  respeclivement) 
donne,  par  récurrence,  i/'^f  =  o  pour  h^h',  u'j{''=o  pour 
/i'=i,  ...,  nif  -  1)1  j  (si  lUf^nij)  et  ne  laisse  indéterminés 
que  u''j'l'  pour  /('>  /«,'—  nij.  Ainsi,  ij.  étant  le  nombre  des  suites 
de  la  série. 


iij/  =  o  pour  /('=!,   ....  «)^ —  /Hy  si  /";';     nij. 

Il  faut  encore  que  dans  yj,,^,i. ,  considérée  comme  fonction 
linéaire  des  x,  les  coefficients  soient  des  poljnomes  en  Sk  à  coeffi- 
cients dans  C  indépendants  de  A-.  Or,  les  p.  J'y,  étant  indépendants, 

on  peut  supposer  que  le  déterminant  des  coefficients  de  x , 

Xy_  y  est  ^  o.  En  écrivant  que  les  coefficients  de  x,,  .  .  .,  x^ 
dans  j'^.j  ont  la  forme  voulue,  on  a  des  équations  montrant  que 
les  ii'jl  sont  des  polvnomes  en  .«a  à  coefficients  dans  C  indépen- 
dants  de  Â".   On  le  verra   de  même  ensuite  pour  tt'-,^,  puis  pour 

Ce  changcmenl  de  variables  dcfinil  la  forme  générale  a' 
d'une  substitution  linéaire  des  x  à  coefficients  dans  C  permu- 
table à  a.  (*).  Car  (2)  montre  la  forme  nécessaire  de  a'  avec  les 
variables  j',  et  pour  que  a'  soit  une  substitution  linéaire  des  x  à 
coefficienis  dans  C,  on  voit,  comme  tout  à  l'heure,  que  les  i<J/f' 
doivent  être  des  polynômes  en  s/,  à  coefficients  dans  C  indépen- 
dants de  A". 


(')  Joudan,  Traité,  p.  laS;   Dickson,  Linear  Groiij}s,p.  aat). 
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3.  Cherchons  le  nombre  de  ces  changements  de  variables  (ou 
des  substitulions  a')  quand  C  est  un  corps  d'imaginaires  deGalois 
d'ordre  tz  ;=/>'"  (p  premier^. 

Tout  d'abord  le  nombre  des  ii'^/f  non  nécessairement  nuls  est, 
pour  chaque  coupley,  j',  le  plus  petit  mjj-  des  deux  nombres  rrij, 
nif.  Mais  ces  '^mj/  coefficients  sont  liés  par  la  condition  que  le 
déterminant  D  de  (2)  soit  ==  o.  Pour  calculer  D,  rangeons  les  y 
et  les  j''  de  manière  que  wy  5;  nij_^.,,  ntj^ nij.^.,  [alors 

^JJinjj  =  ■2S,y.<;„TOyy.-  S/H;y=  Zj(lJ  -  1)/»,], 

et  soit 

«l,    =  .  .  .  =   /?!ç^    >   «i£,^_l    =  .  .  .  =  '«£,+£.  >   /«£,  +  -,  +  l  = . . . 

11  y  aura  s^  suites  contenant  /»=, --    +;^  variables  et,  si 
m;,+...+s,. ^p  >  mE,+...-,-s,.-^i 

(en  faisant  /"(i+i  =  o),  tji.p  =  s, -i-.  .  .-1- î^  suites  contenant  au 
moins  s  variables  (a,  =  jx).  Rangeons  alors  lesj^'  ^^  manière  que 
les  txp  _/).p  se  suivent  dans  l'ordre  croissant  des  y'  et  queyîp+i  suive 
y'u.  01  P"'s  ordonnons  _yL  de  manière  que  les  [Xp  yjp  se  suivent 
dans  l'ordre  croissant  des  j  et  quej',  p^.!  suive  j)'|ji  p.  zb  D  se  ré- 
duira évidemment  à  un  produit  de  mineurs  principaux 

Or,  dans  Dp,  «j','  =  o  pour  i  '^mj—m.j,  c'est-à-dire  pour  /«y<  wi/. 
Donc  Dp  se  réduit  aussi  à  un  produit  des  mineurs  principaux 

Dp, -A,  =  Nt;,'!  (y,/=i,  ...,si), 

Dp,  =  i;.=   IHJI'I    (y,/=£,-...--ô,_,H-I,    ...,   ï,-f-...--E,). 

A,  entrera  dans  tous  les  Dp  où  [Jip  =  £( ,  c'est-à-dire  dans  D, ,  .  . . , 
D,„.  ;  ...;  Ar  entrera  dans  tous  les  Dp  où  jjLp>£, -|-. .  .-t- e^,  c'est- 
à-dire  dans  D, , ...,  D„,^  .^  _^^_..  Donc  zh  D  =  Ii;^^  A;'=.+  +".  A^ con- 
lenant  s;  éléments,  il  y  a,  hors  de  A,  R  =  Sw;/—  2f  c^  arbitraires 
dont  chacune  a  -''  déterminations,  v  étant  le  degré  du  facteur  irré- 
ductible annulé  par  5/;,  et  l'on  sait  t\ue  le  nombre  des  détermina- 


—  232  — 
lions   du   Tableau   des    éléments  de   A^  qui   donnent  A,  p^  o    est 

Donc  le   nombre    des  déterminations  du  système  considéré  des 
y'j'h'k'i  <^Iii6  je  supposerai  être  le  ")',  est 

7r''^'n;/^,ro(/-,  V)  =  i>{l). 

Le  nombre  des  changements  de  variables  (ou  des  a')  est  nj(J/()>). 
L'ordre  du  groupe  L   formé  par  les   substitutions  linéaires  à 
coefficients  dans  C,  étant  i^'/^J  {~" — •ï^')'  °^  connaîtra  par  là  le 
nombre  des  conjuguées  de  a  dans  L. 


COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES. 


SÉANCE  DU  2  JUILLET  1902. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    RAFFY. 

Élection  : 

M.  Molk,  présenté  par  MM.  Tannery  et  Hadamard,  est  élu 
membre  de  la  Société  à  l'unanimité  des  membres  présents. 

Communications  : 

M.  Hadamard  présente  un  résultat  de  M.  Frécliet  relatif  cf;/x 
dérivées  des  fonctions  de  lignes. 

M.  Hadamard  :  Sur  les  géodésiques  des  surf  aces  à  courbures 
opposées  et  sur  la  connexion  des  surfaces  minima. 

M.  André  :  Sur  un  problème  de  combinaisons. 


SÉANCE  DU  16  JUILLET  1902. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    TOUCHE. 

Communications  : 

M.  Lecornu  :  Sur  un  théorème  de  Hugoniot. 

M.  Zoukis  :  Sur  certaines  configurations  de  l'espace. 

M.  Bricard  :  Sur  le  mouvement  à  trois  paramètres. 
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SÉAxNCE     DU    3    NOVEMBRE     1902. 

PRÉSIDENCE   DE    M.    RAFFV. 

Correspondance  : 

M.  Maupin  adresse  une  Note  relative  aux  Volumes  des  foudres 
ovales. 

Communications  : 

M.  Hadamard  :  Sur  certaines  équations  différentielles  du 
second  ordre. 

M.  Lecornu  :  Sur  un  problème  de  balistique  externe. 

M.  Blulel  :  Sur  le  degré  des  fonctions  symétriques  des  ra- 
cines d'une  équation  algébrique. 

M.  Hadamard  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  une  question  de  calcul  des  variations. 

On  sait,  à  l'heure  actuelle,  établir  avec  rigueur  les  conditions 
du  maximum  et  du  minimum  d'une  intégrale  simple  contenant 
un  nombre  quelconque  de  fonctions  inconnues,  ou  encore  d'une 
intégrale  multiple  contenant  une  seule  de  ces  fonctions  (').  Dans 
le  premier  cas,  si  l'on  se  borne,  pour  simplifier,  à  l'élude  d'une 
intégrale 

/  /i  ■'".  r  1 .  .>'î  •  •  •  •  '  y  m  ,v\-y'-.-  ■  •  • .  yL  )  dx 

où  les  fonctions  j'i ,  j'o,  . . . ,  y  m  ne  sont  assujetties  à  aucune  rela- 
tion donnée  et  figurent  au  premier  ordre,  la  condition  de  Legendre, 
équivalente  en  général  (^)  à  celle  de  Weierstrass  relative  au  mi- 


(  '  )  Je  fais  ici  abstraction  des  cas  dans  lesquels  quelques-unes  des  inégalités 
qui  doivent  être  vériflées  pour  qu'il  y  ait  maximum  ou  minimum  sont  remplacées 
par  les  égalités  correspondantes:  cas  qui  sont  loin  d'être  élucidés  et  ne  le  seront 
probablement  jamais  complèlement  (l'Oi'r  Hedrick,  Bulletin  of  tlie  American 
Matli.  Society,  a»  série,  t.  IX,  190-!  ).  Ces  cas  sont  exceptionnels,  au  lieu  que  la 
difficulté  dont  il  est  question  dans  le  texte  se  présente  dans  des  cas  tout  à  fait 
généraux. 

(')  Les  exceptions  n'ont  lieu  que  pour  les  cas  limites  auxquels  il  est  fait  allu- 
sion dans  la  note  précédente. 
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nimum  faible,  est  que  la  forme  qiiadraliqiie 

soit  définie  positive.  Dans  le  second,  l'intégrale  étant 

/    /■■'/    /  ./ O'i  ■'"l    ^i!  ■  • -f  ^nt  Pl:Pi!  •  ■ -,  Pn)-  d^\dXi,  . . . ,  dxn 

el  pi,  P2,  .-.,  p„  désignant  les  dérivées  partielles  de  la  fonction 
inconnue  j',  par  rapport  aux  variables  indépendantes  Xi ,  .Ta,  ..., 
x„,  ce  sera  la  forme 

^d  dpi  Opk 

qui  devra  être  définie. 

Le  cas  plus  général  où  interviennent  à  la  fois  plusieurs  variables 
indépendantes  et  plusieurs  fonctions  inconnues  a  été,  au  con- 
traire, presque  universellement  négligé,  comme  si  l'on  ne  devait 
j  voir  qu'une  généralisation  naturelle  et  immédiate  des  précé- 
dents. 

D'après  cette  analogie,  on  devrait,  étant  donnée  une  intégrale 

(i)    /  /•  ■  ■  i f<yuyï ym,-^\-  ...,xn,p\,  ....p;;')d.vid3-2 .. .  dx„ 

où  la  quantité  sous  le  signe  /  1  ■  ■  ■  1  dépend  des  m  fonctions  in- 
connues j-,  des  n  variables  indépendantes  a:  et  des  mn  dérivées 

,         àj'i  I  i  ~  1,2,  ...,/«  \ 

^'*  "  don:  \b  —  1,2,  .  .  . ,  n  / 

des  premières  par  rapport  aux  secondes,  considérer  comme  une 
condition  nécessaire  du  minimum,  que  la  forme  quadratique 

aux  mn  indéterminées  «J,  . . . ,  m™,  soit  définie  positive. 

Il  n'est  peut-être  pas  inutile  de  faire  remarquer  qu'il  n'en  est 
rien,  et  que  le  cas  de  m  ^  i,  «  >  i  ofi're  une  difficulté  qui  lui  est 
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propre.  La  remarque  n'est  d'ailleurs  nullement  nouvelle  :  elle 
résulte  avec  évidence  des  transformations  effectuées  par  Clebsch 
dans  son  Mémoire  Ueber  die  zweile  Variation  vie/facher  Inté- 
grale I  ').  Ces  transformations,  généralisation  de  celles  qui  avaient 
été  effectuées  par  Jacobi  sur  la  seconde  variation  des  intégrales 
simples,  consistent  uniquement  dans  l'addilion  dé  termes  que 
l'intégration  par  parties  permet  de  faire  disparaître,  en  les  trans- 
portant à  la  frontière.  Clebsch  montre  que,  par  une  introduction 
convenable  de  termes  de  cette  espèce,  on  peut  ajouter  à  la  forme  (2) 

,.                        ,,             ,  .      .          1-     ,   •        1       m(m  —  I  )  «  (  7(  —  I  ) 
n  importe  quelle  combinaison  linéaire  des ; ex- 
pressions 

(',  f '  =  1 ,  2,  . . . 

(3) 


u'f  u'^',  —  u'/.,  u'I         1    A,  A'  =  I,  -2,  . . . ,  7i;     i. 


Il  n'est  donc  point  nécessaire  que  la  forme  (2)  soit  définie  :  il 
suffit  quelle  puisse  le  dei'enir  lorsqu'on  la  combine  d'une  ma- 
nière quelconque  avec  des  formes  (3). 

Du  moins,  nous  voyons  que  cette  condition  est  suffisante  pour 
rendre  la  variation  seconde  essentiellement  positive.  Mais  il  est 
aisé  de  déduire  là  les  conditions  suffisantes  du  minimum  cherché. 

Supposons,  en  effet,  que  la  forme  (2)  devienne  définie  par 
l'addition  d'un  ou  plusieurs  termes  de  la  forme 

>•(,"'/;  "1  -  "a"/(  > 

où  À  est  une  quantité,  constante  ou  variable,  que  l'on  peut  tou- 
jours supposer  exprimée  en  fonction  des  x.  Nous  pourrons,  avec 
Clebsch,  considérer  ces  termes  comme  préexistants  dans  la  forme 
en  question,  à  la  condition  d'ajouter  à/  les  termes  correspon- 
dants 

<y  -.  <^       -,        r\ 

'  A  r !'/'/.■  '  —   (  '-  YiPk  ) 

->-(/''/,./'/•  -/>/■  /'/■  j  -r.(/*'^-/'A-  Ox^.)' 

lesquels  ne  changent  naturellement  pas  la  question  posée  et,  par 
conséquent,  restent  aussi  sans  influence  sur  les  autres  éléments 


(')  Journal  de  Cielle,  l.  50,  iSôg,  p.  122-1^9. 
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(le  la  solulion,  je  veux  dire  sur  l'équation  de  Lagrange  et  la  con- 
dition de  Jacobi.  Une  fois  l'expression  de  /ainsi  transformée,  tout 
se  passera  comme  pour  »ï  =;  i . 

Il  reste  à  savoir  si  la  condition  ainsi  modifiée  est  nécessaire. 

Or  on  peut  aisément  établir  (')  la  condition  nécessaire  sui- 
vante :  la  forme  (2)  doit  être  essentiellement  positive  pour 
toutes  les  valeurs  des  u  qui  annulent  les  expressions  (3). 

Seulement,  il  n'est  pas  évident  que  cette  condition  soit  équiva- 
lente à  la  première.  De  fait,  si  l'on  considère /j  formes  quadratiques 
quelconques  cp,,  cso,  .  .  . ,  tp^  et  une  (/>  -j-iV*^'"»  ij/,  et  si  l'on  sait 
que  celle-ci  est  positive  pour  toutes  les  valeurs  des  variables  qui 
annulent  les  premières,  il  ne  résulte  nullement  de  là  que  t]/  soit 
une  combinaison  linéaire  des  formes  es  et  d'une  forme  définie. 
Tout  au  plus  pourrait-on  être  plus  affirmatif  si,  au  lieu  de  formes  tp 
quelconques,  on  considérait  les  formes  particulières  (3). 

Cependant  la  déduction  en  question  est  légitime  lorsque  le 
nombre  p  est  égal  à  l'unité.  Ceci  ayant  lieu  pour  m  =  a,  n  =  2, 
la  question  est  résolue  dans  ce  cas. 

Elle  semble,  au  contraire,  appeler  de  nouvelles  rechercbes  pour 
«i,  n  ^  a. 

SÉANCE    DU    19    N0VEM15UE    1902. 

PIVÉSIDENCE  DE  M.   ItAFFÏ. 

Elections  : 

MM.   D.  Egoiov,  présenté  par  MM.  J.  Tannerj  etRafly, 

D.-F.  Diéguez,    présenté   par  MM.    Duporcq  et  Gautbier- 
Villars, 
sont  élus  membres  de  la  Société  à  l'unanimité  des  membres  pré- 
sents. 

Communications  : 

M.  Bioche  :  Sur  les  surfaces  du  quatrième  ordre  à  quatre 
points  doubles. 

(')  Cette  démonstration,  qui  repose  d'ailleurs  sur  des  considérations  tout 
autres  que  les  intégrations  par  parties  qui  viennent  d  être  utilisées  pour  la  dé- 
monstration inverse,  figure  dans  mes  Leçons  sur  la  propagation  des  oncles  et 
les  équations  de  l'Hydrodynamique,  qui  seront  publiées  prochainement. 


i\I.  Carvallo  :  Sur  l'app/icalion  de  la  loi  des  iracaux  vir- 
tuels à  la  théorie  de  l'Électricité,  et  sur  l'Induction. 

M.  Lévy  présente  quelques  observations  à  ce  sujet. 

M.  Raffj  :  Sur  le  système  simultané  de  deux  équations  de 
Riccati. 


SÉANCE  DU  3  DÉCEMBRE  1902. 

PRÉSIDEN'CE    DE    M.    BAFl-V. 

M.  le  Président  signale,  parmi  les  pièces  de  la  correspondance, 
le  Mémorial  du  Centenaire  d'Abel,  envoyé  en  hommage  par 
M.  Cari  Stormer. 

Communications  : 

M.  Estanave  :  Sur  les  coefficients  des  déicloppeme/its  en 
séries  de  Izn^x,  séco;,  et  d'autres  fonctions 

MM.  Borel,  Servant  et  Perrin  présentent  quelques  observations 
à  ce  .sujet. 

M.  Borel  :  Sur  la  définition  du  contact  de  deux  courbes. 

M.  Perrin  :  Sur  l'équation  différentielle  des  coniques. 

M.  Laisant  :  Sur  les  rayons  de  courbure  des  courbes  planes. 


SÉANCE  DU   17   DÉCEiMBllE   l'J02. 

PRÉSIDENCE    DE    .M.    RAFFV. 

Elections  : 

MM.  Lucas  de  Peslouan,  présenté  par  MM.  Laisant  et  Rally, 
Lebesgue,  présenté  par  MM.  Rafl'j  et  Borel, 
Pux,  présenté  par  MM.  Laisant  et  Diqjorcq, 
Merlin,  présenté  par  M1\L  RafTy  et  Demoulin, 
le  vicomte  du  Boberii,  présenté  par  MM.  RalTy  et  Duporcq, 

sont  élus  membres  de  la  Société  à  l'nnaniraité  des  membres  (irc- 

sents. 
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Communications  : 

M.  Fourel  :  Sur  la  surjace  réciproque  de  la  surface  de 
Steiner. 

M.  Cahen  :  Sur  la  résolution  des  équations  linéaires  à 
coefficients  quelconques. 

M.  RatTy  :  Sur  les  réseaux  conjugués  persistants. 
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J.  —  Analyse  combinatoire ;  Calcul  des  probabilités;  Calcul  des  variations; 
théorie  générale  des  transformations  |  en  laissant  de  côté  les  groupes  de 
Galois  (  A  ),  les  groupes  de  substitutions  linéaires  (  B  )  et  les  groupes  de 
transformations  géométriques  (  P  )1  ;  théorie  des  ensembles  de  M.  Cantor. 

Jla?.         André  (D.).  Sur  le  nombre  des  séquences  dans  les  permutations  des  n 

premiers  nombres   XXI,  i3i 

.llafl.         André  (D).   Mémoire  sur  les  séquences  des  permutations  circulaires. 

XXIII,  122 
.I2a.  Delanxiiy   (Il  )     Sur    la   probabilité   des   événements   composés. 

XXVI,  f.'i 
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I2b.  OuAGNK  (iM    1»)    Sur  la  cuiiipusiti.in  îles  luis  de  piobubiliu-  ilcs  cncuis 

de  siliiatioii  il'un  point  sur  un  plan .WIII,  l>j 

12c  IM.uiMN  (("..).  Ndio  sur  une  quesliun  de  probabilités  traitée  par  d'Alem- 

bert  dans  l'Kiicyclopédie XMU,   iSj 

12c.  l>F.i.ANNov.  Sur  une  question  <le  piobahililcs  traitée  par  d'Aleniherl. 

Wni,  alla 
.13c.  llMi.vMAUD.  Sur  une  question  do   calcul  des  variations...         \\X,  2.)3 

.14a.  Maillet  (E.).  Des  groupes  transitifs  de  substitutions  de  degré  i\  et  de 

classe  N  —  I XXVI,  2/19 

J4a.  .Maillet  (Ed.).  Sur  les  groupes  de  substitutions  deux   fois  transitifs  à 

trois  degrés XXV,  1S9 

14a.  Maillet  (E.).  Note  sur  les  substitutions XXIV,  S5 

.I4afi.         Maillet  (E.).  Des  groupes  primitifs  de  classe  \  —  1  el  de  degré  i\. 

XXV,  iG 

J4aji.         Miller.  Sur  plusieurs  groupes   simples .\XVIII,  :!66 

J4d  Maillet.  Sur  les  groupes  échangeables  et  les  groupes  décomposables. 

XXVIII,  7 
I4f.  Ci.AiniN.    Sur   certaines    équations   aux    dérivées   partielles   du   second 

ordre XXX,  3; 

I4f  Olaiuin.  Sur  une  classe  de  transformations  des  équations  aux  dérivées 

pailielles  du  second  ordre XXX,   100 

14g.  Bourlkt  (C).  Sur  les  transmutations .         XXV,   i32 

.15.  SÉGUIER   (de).    Courbe    remplissant    un    cube    à    n    dimensions. 

XXIX,  3i2 

K.  —  Géométrie  et  trigonométria  élémentaires  (  études  des  figures  formées 
de  droites,  plans,  cercles  et  sphères);  Géométrie  du  point,  de  la  droite, 
du  plan,  du  cercle  et  de  la  sphère;  Géométrie  descriptive;  Perspective. 

K4.  Barbarin.  Résumé  d'un  Mémoire  sur  la  détermination  d'un  triangle  au 

moyen  des  longueurs  de  ses  bissectrices XXII,  7(1 

K6a.  SciiLEUEL   (V.)     Sur   un    système  de  coordonnées    tétraédriques. 

XXIII,  aifi 

K6b.  Laisam.  Coordonnées  polaires  symétriques XXVI,  '271 

Iv9a.          LucAS(F.).  Propriétés  d'un  système  de  points  dans  un  plan.         XXI,  loc) 
K9ai.        GÉRARD.  Sur  le   postulat  relatif  à  l'équivalence  des  polygones,  consi- 
déré comme  corollaire  du  lliéorcrae  de   Varignen XXIII,  2(JS 

l\16f.  Uli'ohcij.    Sur    une  extension    .i    l'espace   du    théorème  de   Simson. 

XXIX,    oy 

K21aô.       Le-MOIXE  (Em.).  Note  sur  une  construction  approchée  du  développement 
de  la  circonférence  el  remarques  diverses XXIII,  2'fi 

L'.  —  Coniques. 

I,'la.         Tresse.  Sur  les  propriétés  projectives  des  coniques XXVIII,  i3i 

L'ic.  HiPERT.  Sur  trois  propriétés  de  six  points  d'une  conique.        XXIX,  3'i7 

1.3a  1'oini:ark.  Sur  certaines  surfaces  algébriques.  Troisième  complément  à 

VAnalysis  situs .\XX,  .'ly 

l.'3a  Le.moixe.  Détermination  simple  de  la  direction  des  axes  d'une  conique. 

XXIX,  217 
L'14a.        DuroRcu.  Sur  un  théorème  de  .M.   lluinhcrt XXVI,  81 


—  10  - 

L'16a.  KiPEliT.  Sur  les  triangles  trihomologiques  inscrits  ou  circonscrits  à 
une  conique XXVIII,  196 

L'17d.       Weill.  Sur  une  classe  de  polygones  de  Poncelet XXIX,  199 

L'17d.  HuMBERT.  Sur  une  interprétation  géométrique  de  l'équation  modu- 
laire          XXVII,  (ig 

L'  17  d.        HuMBKiiT.  Sur  les  polygones  de  Poncelet XXVII,  70 


L-.  —  Quadriques. 

L-2,  M'6i.     HuMBEUT.  Sur  une  propriété  des  cônes  du  second  ordre.  XXI,  3 

L-lld.       Manniieim   (A).    Sur   les   lignes  de  courbure  des  surfaces  du  second 

ordre XXIII,  i 

L-12c,  051.     HAD-\MAiiii.  Sur  la  forme  des  géodésiques  à  l'infini  et  sur  les  géo- 

désiques  des  surfaces  du  second  ordre XXVI,  196 

L-14a.        Maxnheim  (A.).  Note  à  propos  d'un  théorème  connu  de  Géométrie. 

XXV,  78 
L-14a.        Bricard  (R).  Note  sur  des  systèmes  de  droites  et  de  quadriques  tan- 
gentes         XXV,  180 

L-16f.        Maxgeot.  Sur  une  propriété  des  surfaces  de  symétrie  d'une  quadrique. 

XXI,  i4(i 

I--18a,  M'5iï.     PiCQUET.  Nouvelle  contribution   au   problème  du  huitième  point 

commun  à  trois  quadriques.  Son  identité   avec   un   problème 

plan XXII,   19 

L-20a.        HiMBERT.  Expression  de  quelques  aires  sur  le  paraboloïde  elliptique. 

XXI,  i3 

L-20a.        HiMBEHT    Kxpresssion   de  quelques  nouvelles   aires  sur  le   paraboloïde 

elliptiques XXI,   17 


M'.  —  Courbes  planes  algébriques. 

M'id.  Weill.  Sur  les  points  de  base  d'un  faisceau  linéaire  de  courbes  algé- 
briques          X.XIX,  26 

M '2b.  Picard  (E.).  Sur  les  transformations  birationnelles  des  courbes  algé- 
briques en  elles-mêmes XXI,  1 

.M'2h.        Foxtené.  Sur   la   décomposition    d'une    correspondance   tangentielle. 

XXV,  247 

M'3e.  Oc-\GXE  (d').  Sur  les  barycentres  cycliques  dans  les  courbes  algé- 
briques   XXX,  83 

M'3f-  Maxueot.  Sur  les  conditions  pour  qu'une  courbe  plane  algébrique  ait 
des  axes  en  nombre  donné XXV,  54 

M'5h.         GûURSAT.  Sur  les  tangentes  à  une  cubique  plane XXII,  45 

M'5h,  .M^5a.  .Maxgeot.  De  quelques  propriétés  des  cubiques  planes  et  gauches- 

XXI,  44 

M'Sks.  Briuakd.  Sur  les  propriétés  métriques  d'une  certaine  correspondance 
(I,  I)  entre  cubiques  focales XXVIII,  89 

M'61a.  Foxtené  (G.).  Sur  les  dégénérescences  des  soixante-trois  systèmes  de 
coniques  quadruplement  tangentes  à  une  quartiquc. . ..      X.XVII,  229 

iM'8e.        GoDEFRoY.  Sur  les  courbes  de  Lamé XXI,  20 


M-.  —  Surfaces  algébriques. 

M-ldi.      HiocHE  (Cu).   Recherches  sur  les  surfaces  algébriques  qui  admettent 

pour  asyniplnlique  une   cubique  gauche XXVI,    '17 

M-3a>.      DvMONT  (P.).   Sur  les  surfaces  réglées  du   troisième  ordre  à  un   seul 

coté XXVI,  iS-; 

M-3b.        l)iMONT(  F.).  Théorèmes  sur  les  surfaces  cubiques  analogues  au  théorème 

de  C.hasies  sur  les  cubiques  planes XXV,  a35 

M-3e?,  0  5ji.     fiiocHE  (Cu.).  Mémoire  sur  les  surfaces  du  troisième  ordre  qui 
admettent    pour    ligne    asymplotique    une    cubique    gauche. 

XXVII,  96 
M-3f.  DiMOM  (F.).   Sur  les  surfaces   du    troisième    ordre   qui   sont  polaires 

d'elles-mêmes  par  rapport  à  une  quadrique XXV,  7^ 

-M  3f.  159a.     Df.MONT  (F.).   Sur  deux   formes   particulières  de  1  équation   réduite 

des  surfaces  du  troisième  ordre  générales .\XVI,  ia4 

.M'3h  Uu.MOîiT.  Sur  les  surfaces  cubiques  ayant  un  ave  de  symétrie  ternaire, 

et  sur  les    surfaces   cubiques  possédant   des   points   à   indicatrice  du 

troisième  ordre XXVIII.  1 1 7 

M-4j.  .Michel.  Courbe  d'ombre   sur   une    surface    particulière   du    quatrième 

ordre XXIV,  21; 

M  41.  HuMBEliT.  Détermination  des  courbes  algébriques  de  degré  donné  qu'on 

peut  tracer  sur  la  surface  de  l'onde XXX,  53 

M-8e.  Pii;.\[iii    Sur   une  classe  de  surfaces  algébriques  dont  les   coordonnées 

s'expiimenl  par  des  fonctions  uniformes  de  deux  paramètres. 

XXVIII,  17 

M'.  —  Courbes  gauches  algébriques. 

M'ia.         (".IN0-L(iiu.\.  Sur  les  courbes  gauches  algébriques  auto-corrélatives. 

XXIII,  4 

.M  la.         Gicci.i.  Sur  une  expression  du  genre  des  courbes  gauches  algébriques 

douées  de  singularités  quelconques XXIII,  iop 

N-.  —  Congruences. 

X2gi.        Demoulin.  Sur  la  congruence  des  axes  centraux  des  complexes  linéaires 
passant  par  trois  droites  données XXI,  ç)3 

0.  —  Géométrie  infinitésimale  et  Géométrie  cinématique,  applications  géomé- 
triques du  Calcul  différentiel  et  du  Calcul  intégral  à  la  théorie  des 
courbes  et  des  surfaces;  quadrature  et  rectification;  courbure;  lignes 
asymptotiques,  géodésiques,  lignes  de  courbure;  aires;  volumes;  sur- 
faces minima;  systèmes  orthogonaux. 

Ii2b.  d       L.\rsA\T  (C.-.\.).  \otc  relative  aux  asvniplotes  cl  aux  cercles  de  cour- 
bure    \xiii, .,:. 

ii2b,  d       L.MS.WT  (C.-.V.).  \  propos  des  asymptotes  et  des  cercles  de  courbure. 

XXIII,  190 
'i2dï.        ruroRcy  (E.).  Sur  les  centres  de  gravité  des  courbes  parallèles. 

XXIV,  it)-! 
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02gï.        Lecornu.    Sur  les   tléveluppantes   d'une   développante   de   cercle. 

XWI,  85 

03a.  BiocHE.  Sur  les  normalics  des  courbes XXI,  5i 

03(1,  e.      Mangeot.  Sur  une  manière  de  représenter   le   rapport  des  deux  cour- 
bures d'une  courbe  gauche XXIV,  98 

0  3d,  e.     Maxmieim.  Sur  le  rapport  des  deux  courbures  d'une  courbe  gauche. 

XXIV,  188 

03d,  03e.    M  ANNHEiM.  Sur  les  formules  de  Frenel XXV,  4 

03e.          Demoulin.  Sur  la  torsion  d'une  courbe  définie  par  son   plan  oscula- 
teur XXVIII,  180 

03e.  Raffy.  Sur  le  signe  de  la  torsion  des  courbes  gauches...        XXIV,  i85 

03e.          OcAGNE  (d').   Sur  le  signe  de  la   torsion   des  courbes  gauches  et  du 
paramètre  de  dislribution  des  surfaces  réglées XXIV,   igâ 

03j.  Desiollin.  Sur  une  classe  particulière  de  courbes  gauches.  XXI,  S 

04ga.        Antomari.  Sur  les  surfaces  réglées  applicables  avec  parallélisme   des 
génératrices XXII,  .58 

04h.          Delaun.w  (N.).  Sur  les  surfaces  n'ayant  qu'un  côté  et  snr  les  points 
singuliers  des  courbes  planes -XXVI,  /|3 

04ha.        Ocagne  (d').  Sur  les  paramétres  de  distribution  du  parabolo'ide  hyper- 
bolique          XX\  ,  uio 

04hp.        Appell.  Propriété  caractérisli<|uc  du  cylindroïde XX\lll,^6i 

04hp.        Demoulin.  Sur  le  cylindroïde  et  sur  la  théorie  des  faisceaux  de  com- 
plexes linéaires XXIX,  Sg 

05,  06.     Pellet  (A.).  Sur  la  théorie  des  surfaces XXVI,  i38 

05a,  l!2b.     Hadamard.  Sur    la    généralisation    du    théorème   de    Guldin. 

XXVI,  264 

05 G-  Hadamard.  Sur  une  condition  que  l'on  peut  imposer  à  une  surface. 

XXX,  ni 

05d.  Maxmiei.m.  Nouvelle  démonstration  d'une  propriété  de  l'indicatrice. 

XXII,  219 

05e.  Servant.  Sur  les  formules  de  t'.anss XXIX,  1^2 

t)5e.           Balitr.vkd.  Démonstration  des  formules  fondamentales  de  la  périmor- 
phie  et  des  formules  de  Codazzi XXII,  97 

05e,  06k.     lî.VFFY  (L,).   Sur   les  formules  fondamentales  de  la   théorie  des  sur- 
faces   XXV,  I 

0  5f.  BoREL.  Sur  les  formules  dOlinde  Hodrigues XXIX,  a;. 

05fï.        Issaly  (  l'abbi-;).  Sur  une  formule  de  Laguerre  étendue  aux   pseudo- 
surfaces         XXV,  243 

05  h.          Adam  (P.).   Sur  réquati(m  d'Euler  et  les  lignes   de  courbure  de  l'el- 
lipso'i'de XXII,  3oJ 

05j.  IssALY  (l'abré).    Sur   une   formule    d'Enneper   et   sa   corrélative. 

XXVI,  ii'i 

05j.  GouiiSAT  (  E.).  Sur  les  lignes  as\mptoliques X\I\  ,   \:i 

05ja.         GouRSAT.  Sur    un    problème   iclalif  anx    lignes   asyniptotiques. 

XXX,    K! 

05k.  Kafi-v.  Sur  le  réseau  diagonal  (.-(jnju.^iié XXX,  22(1 

05kï.        Raffy.  Sur  deux  (lasses  de  surfaces  analogues  aux  surfaces  tétraédrales. 

XXIV,  2 
05kj.  Raffy.  Surfaces  rapportées  à  un  réseau  conjugué  arimutal.  XXIV,  .îi 
05kï,  X'ih.  Demoulin  (A.).  Sur  les  surfaces  qui  présentent  un  réseau  conjugué 
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formé   par  des   courbes  dont   les  tangentes   appartiennent    à    un 

complexe  létraédral X.W,  S3 

051.  Blltel.  Sur   une  propriété  des  trajectoires  obliques   d'une  famille  de 

géodésiques X\\  II,  72 

05n.  GoinsAT  (E).  Sur  les  équations  d'une  surface  rapportée  à   ses    lignes 

de  longueur  nulle XXVI,  S3 

06a.  OcAGNE    (M.    i)').    Étude    géométrique    sur    l'hélicoïde   réglé    le    plus 

général XXIII,  ii4 

06a,  06f.  Raffy.  Sur  une  propriété  caracléristiiine  des  hélico'ides.  XXV,  124 
06aa.        OcAGNE  (!>').  Remarque  sur  la  déformation  des  surfaces  de  révolution. 

XXI,  85 
06f.            Raffy  (L.).  Conlribuiion  à  la  théorie  des  surfaces  dont  les  rayons  de 

courbure  principaux  sont  liés  par  une  relation XXV,  147 

06g.           ("lEXTY  (E.).  Sur  les  surfaces  à  courbure  totale  constante.        XXII,  106 
U6h.           MoXTcniELiL   (DE).    C.énéralis.ition   des  formules  de  .M.  Schwarz  rela- 
tives aux  surfaces  minima XX\'I1I.  2fi8 

06k.  Adam  (  P.).  Sur  la  déformation  des  surfaces XXIII,  106 

06k.  Adam  (P.).  Sur   la    déformation    des    surfaces    avec    conservation    des 

lignes  de  courbure XXIII,  193 

06k.  Adam  (P.).  Théorème  sur  la  déformation   des  surfaces   de  translation. 

XXIII,  204 
06k.  Adam  (P.).  Mémoire  sur  la  déformation   des  surfaces....       XXIII,  21g 

0  6k.  Adam  (P.).  Sur  un  problème  de  déformation XXIV,  28 

06k.  Oexty  (E.).  Note  sur  la  déformation   infinitésimale  des  surfaces. 

XXII,  ■<At 
06k.  IJEXTY  (E.).  Note  sur  des  couples  de  surfaces  applicables.  XXII,  oii 

06k.  Demollix.  Sur  une  propriété  caractéristique  de  l'élément  linéaire   des 

surfaces  de  révolution X.XXI,  47 

06k.  Demoulix  (A.).  Note  sur  la  détermination  des  couples  de  surfaces  ap- 

plicables telles  que   la  dislance  de  deux    points   correspondants   soit 

constante XXIII,  71 

06  k.  Caroxxet.  Sur  des  couples  de  surfaces  applicables XXI,  i34 

0  6k.  Servaxt.  Sur  la  déformation  des  quadriques XXIX,  2ii 

06k.  Servaxt.  Sur  la  déformation   des  quadriques .XXX,  18,  92 

06k.  Raffy.  Sur  le  problème  général  de  la  déformation  des  surfaces. 

XXII,  ..9 
116k,  ll9h.     Raffy.  Sur  la  déformation  des  surfaces  et   sur   certaines    transfor- 
mations des  équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre. 

XXX,  loli 
06I.  Raffy.  Sur  les  géodésiques  spéciales  des  surfaces  harmoniques. 

XXXII,  s 

061a.         Raffy.  Recherches  sur  les  surfaces  harmoniques X\II.  1)3. 

O6I1.         Raffy.  Recherches  sur  les  surfaces  harmoniques  (  résumé  )  (iH;7e  etyï«). 

XXII.  S', 
06in.          Adam  (P.).   Sur  les  surfaces  adineitant  pour  lignes  de  courbure  deux 

séries  de  cercles  géodésiques  orthogonaux XXII,  1 10 

O6111.  Raffy.   Sur  une  nouvelle  classe  de  surfaces   isothermiques  et  sur  les 

surfaces  déformabics  sans  altération  des  courbures  principales. 

XXI.  70 
06s.  MoxTGHEi;iL  (DE).  Éludes  sur  les  surfaces  réelles  définies  par  l'équa- 
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lion  ?'vu;«;  =  o XXVII,  ii4 

06s,  N-g.     MoNiciiEUlL    (ni:).     Étude     des     surfaces     délinies     par     l'équation 

K+ R'=F{u)  + l'iCUi) XXVI,   io3 

08a.  Bautrand.  Sur  le  développement  des  coordonnées   d'un  point  dans  le 

mouvement  relatif  et  sur  la  courbure  des  lignes  orthogonales. 

xxni,  2f> 

08c,  OSd.     Maillet.  Sur  certains  théorèmes  de   Géométrie  cinématique. 

XXIX,  Tii 


p.  —  Transformations  géométriques;  homographie;  homologie  et  affinité; 
corrélation  et  polaires  réciproques;  inversion;  transformations  bira- 
tionnelles  et  autres. 

Pla.  Genty  (  M.).  Sur  les  involutions  linéaires XXI,  5'2 

Pla.  Genty  (M.).  Sur  les  systèmes  collinéaires XXI,  i3i 

Pla.  Genty  (M.).  Sur  un  théorème  de  Laguerre XXI,  i45 

Pla.  Genty  (M.).  Des    suites    cyelo-projectivcs    de    deuxième    espèce. 

XXI,  i48 
P2a.           Ai'PELL.  Sur  les  courbes  autopolaires  par  rapport  à  une  conique  donnée. 

XXII,  27 

P2a.  Fontené.  Métrique  aninvolulive XXVI,   176 

P2bY.        Demoulin.  Sur  la  relation  qui  existe  entre  les  courbures  totales  de  deux 

surfaces  polaires  réciproques  par  rapport  à   un   paraboloïdc  de  révo- 
lution   XXI,  83 

P3b.  Touche.  Sur  les  figures  inverses   limites XXVI,  3 

P4a.  \  EssiOT  (E.).  Sur  une  méthode  de  tiansformation   et  sur  la  réduction 

des  singularités  d'une  courbe  algébrique XXII,  20H 

P4g.           OcAGNE  (d').  Sur  une  transformation  birationnelle  réciproque  de  l'es- 
pace    XXV,  8 

P4h.  André  (D.).  Théorème  nouveau  de  réversibilité  algébrique.       XXIV,  i36 

l'6d.  DiTiincn  (E.).  Sur  une  généralisation  de  la  transformation  de  Lie. 

XXVII,  i46 

l'6e,  II9i.     GouRsAT.  Sur  un  groupe  de  transformations XX.X,  i55 

I'6g,  B4a.     Autonne  (L.).  Sur  les  variétés  unicursales  à   plusieurs  dimensions. 

XXVII,  263 
PBga.        l)E.M0tlLlN.  Sur  un  théorème  de  Ribaucour  et  sur   une   propriété  carac- 
téristique des  surfaces  spirales XXIII,  198 
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plexes linéaires  passant  pur  trois  droites  données;  X.XI,  92.  —  Sur  une  pro- 
priété caractéristique  de  l'élément  linéaire  des  surfaces  de  révolution;  XXII, 
4".  —  Note  sur  la  détermination  des  couples  de  surfaces  applicables  telles  que 
la  distance  de  deu>k  points  correspondants  soit  constante;  XXIII,  71. —  Sur 
un  théorème  de  Uibaucour  et  sur  une  propriété  caractéristique  des  surfaces 
spirales;  XXIII,  198.  —  Sur  les  surfaces  qui  présentent  un  réseau  conjugué 
formé  par  des  courbes  dont  les  tangentes  appartiennent  à  un  complexe 
tétraédral;  XXV,  83.  —  Sur  la  torsion  d'une  courbe  définie  par  son  plan 
osculateur;  XXVIII,  iSo.  —  Sur  le  cylindroïde  et  sur  la  théorie  des  faisceaux 
de  complexes  linéaires;  XXIX,  Sg. 

Dumont.  —  Sur  les  surfaces  du  troisième  ordre  qui  sont  polaires  d'elles-mêmes 
par  rapport  à  une  quadrique;  XXV,  74- —  Théorème  sur  les  surfaces  cubiques 
analogues  au  théorème  de  Chasles  sur  les  cubiques  planes;  XXV,  235.  —  Sur 
deux  formes  particulières  de  l'équation  réduite  des  surfaces  du  troisième  ordre 
générales;  XXVI,  124.  —  Sur  les  surfaces  réglées  du  troisième  ordre;  XXVI, 
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i3j.  —  Sui'  les  suifaccs  i'iibii|iics  ayant  un  axe  tic  svmétile  leniaiie  et  sur 
les  surfaces  cubiques  possédanl  des  points  à  indicatrice  du  troisième  ordre  ; 
XXVIII,  117. 

Duporcq  fE).  —  Sur  les  centres  de  gravité  des  courbes  parallèles;  XXIV,  igS. 
—  Sur  un  théorème  de  M.  Humbert;  XXVI,  81.  —  Sur  une  généralisation  de 
la  transformation  de  Lie;  XXVII,  i^H.  —  Sur  un  déplacement  remarquable  à 
deux  païamèti-es ;  XXIX,  1.  —  Sur  une  extension  à  l'espace  du  tliéorème  de 
Simson  ;  XXIX,  29. 

H.  Duport.  —  Mémoire  sur  la  constitution  des  atomes  et  sur  l'aclion  de  la  ma- 
tière sur  la  matière;  XXIV,  102. —  Sur  la  constitution  des  atomes  et  l'action 
de  la  matière  sur  la  matière;  XXIV,  197.—  Actions  mutuelles  de  deux  atomes; 
XXV,  i85.  —  Théorie  des  atomes;  XXVI,  lôy.  —  Sur  les  hypothèses  fonda- 
mentales de  la  Géomètiie;  XXVII.  i38. 

Estanave.  —  Sur  les  coefficients  des  développements  en  série  de  tang^,  sécx 
et  d'autres  fonctions;  XXX,  220. 

Fabry.  —  Sur  le  genre  des  fonctions  entières;  XXX,  ifi5. 

Fehx.  —  Ucmarque  sur  le  théorème  de  IM.  Moutard;  XXII,  67. 

Ferber.  —  Sur  un  symbole  analogue  aux  déterminants;  XWII,  285.  —  Applica- 
tions du  symbole  des  déterminants  positifs;  XXVIII,  128. 

Floquet.  —  Sur  les  fonctions  algébriques  à  trois  déterminations;  XXIII,  76. 

Fontené  (G).  —  Sur  la  décomposition  d'une  correspondance  tangenticlle; 
XX\,  2^7.—  .Métrique  aninvolutive;  XXVI,  176.  —  Sur  un  système  de  sept 
clefs;  XXVII,  171.  —  Sur  les  dégénérescences  des  soixante-trois  systèmes  de 
coniques  quadruplement  tangentes  à  une  quartique;  XXVII,  229. 

Frolov  —  Sur  les  racines  primitives;  XXI,  ii3.  —  Sur  les  racines  primitives; 
XXII,  2',I. 

Genty  (Max).—  Sur  les  involutions  linéaires;  XXI,  ,52.—  Sur  les  systèmes  col- 
liuéaires;  XXI,  ilii.—  Sur  un  théorème  de  Laguerre;  XXI,  i.l5.—  Des  suites 
cyclo-projeclives  de  deuxième  espèce;  XXI,  i'(8.  —  Note  sur  des  couples  de 
surfaces  applicables;  XXII,  3G.  —  Sur  les  surfaces  à  courbure  totale  constante; 
XXII,  lofj.  —  Note  sur  la  déformation  infinitésimale  des  surfaces;  XXII,  221. 

Gérard.  —  Sur  le  postulat  relatif  à  l'équivalence  des  polygones  considéré  comme 

coroll.iire  du  théorème  de  Varignon;  XXIII,  271. 
Gino  Loria.  —  Sur  les  courbes  gauches  algébriques  auto-corrélatives;  XXIII,  .'(. 
Godefroy.  —  Sur  hs  courbes  de  Lamé;  XXI,  20. 

Goursat  (E).  —  Sur  les  tangentes  à  une  culii(|ue  plane;  XXII,  'i"'-  —  S'""  '""= 
formule  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques;  XXIII,  18.  —  Sur  des  éiiua- 
tions  dilTérentiellcs  analogues  à  l'équation  de  Clairaut;  .\XIII,  88.  —  Sur  les 
lignes  asymptoliques;  XXIV,  43.  —  Sur  une  écpiation  aux  dérivées  partielles; 
XXV,  3(i.  —  Sur  les  équations  linéaires  qui  admettent  quatre  intégrales  liées 
par  une  relation  quadrique;  XXV,  q.5.  —  Sur  les  équations  d'une  surface  rap- 
portée i  ses  lignes  de  longueur  nulle;  XXVI,  83.  —  Sur  l'existence  des  fonc- 
tions  intégrales    d'un  système    d'équations    aux    dérivées    partielles;   XXVI, 
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i2f).  —  Sur  rrcjiialion  AAm=o;  XXVI,  236.  —  Sur  les  i-qualions  du  second 
ordre  à  n  varialiles  analogue  à  l'équation  de  Mongc-Aniprrc ;  XXVII,  i.  —  Sur 
une  transformation  de  l'équation  s- =  li'k(xi)pq  ;W\\ll,  i. —  Sur  un  pro- 
blème relatif  aux  lignes  asjmptmiques;  XXX,  12.  —  Sur  un  groupe  de  trans- 
formations;  XXX,  lâS. 

Greenhill.  —  Appareil  stéréoscopique  pour  mettre  en  relief  les  figures  géomé- 
triques se  rapportant  aux  fonctions  elliptiques;  XXIX,  172. 

Grévy.  —  Équations  fonctionnelles  avec  second  membre;  XXV,  67. 

Gticcia.  —  Sur  une  expression  du  genre  des  courbes  gauches  algébriques  douées 
de  singularités  quelconques  ;  XXIII,  loi. 

Guyou.  —  Sur  les  équations  du  clapotis;  XXI,  i4o. 

Hadamard.  —  Sur  les  fonctions  entières;  XXIV,  186.  —  Sur  la  distribution  des 
zéros  de  la  fonction  Ç(i)  et  ses  conséquences  arithmétiques;  XXIV,  199.  — 
Sur  la  forme  des  géodésiques  à  Tinlini  et  sur  les  géodésiqucs  des  surfaces  du 
second  ordre;  XXVI,  igS. —  Sur  la  généralisation  du  théorème  de  Gqldin; 
XXVI,  264.  —  Sur  les  conditions  de  décomposition  des  formes;  XXVII,  34.  — 
Sur  les  intégrales  d'un  système  d'équations  différentielles  ordinaires  considérées 
comme  fonction  des  données  initiales;  XXVIII,  64.  —  Sur  1  intégrale  rési- 
duelle; XXMII,  (ifl. —  Sur  la  propagation  des  ondes;  XXIX,  5o.  —  Sur  l'itéra- 
tion et  les  solutions  asymptotiques  des  équations  différentielles;  XXIX,  224. 
Sur  les  dérivées  des  fonctions  de  lignes;  XXX,  4f>-  —  Sur  une  condition  que 
l'on  peut  imposer  à  une  surface;  XXX,  m.  —  Sur  une  classe  d'équations  dif- 
féronlicUes;  XXX,  208.  —  Sur  une  question  de  calcul  des  variations;  XXX, 
253. 

Haton  de  la  Goupillière.  —  Tliéuréme  sur  le  centre  des  moyennes  distances; 
XXI,  5. 

Hvunbert.  —  Sur  une  propriété  des  cAncs  du  second  ordre;  XXI,  3.  —  Expres- 
sion de  quelques  aires  sur  le  paraboloïde  elliptique,  XXI,  i3.  —  Expression 
de  quelques  nouvelles  aires  sur  le  parabolo'ùle  elliptique;  XXI,  17.  —  Sur  une 
interprétation  géométrique  de  l'équation  modulaire  pour  la  transformation  du 
troisième  ordre;  XXVI,  233.  —  Sur  une  interprétation  géométrique  de  l'équa- 
tion modulaire;  XXVII,  G9.  —  Sur  les  polygones  de  Poncelel;  XXVII,  70.  — 
Détermination  des  courbes  algébriques  de  degré  donné  qu'on  peut  tracer  sur 
la  surface  de  l'onde;  XXX,  33. 

Issaly  (l'abbé).  —  Sur  une  formule  de  Laguerre  étendue  aux  pseudo-surfaces; 
XXV,  243.—  Sur  une  formule  d'Ennepcr  et  sa  corrélative;  XXVI,  114. 

Kobb.  —  Sur  un  point  de  la  théorie  des  fonctions  algébriques  de  deux  variables; 
X\I,  76.  —  Sur  le  problème  de  la  rotation  d'un  corps  autour  d'un  point  lixe; 
XMII,  210. 

Koch  (H.  ■von).  —  Sur  un  théorème  de  Sliclljes  et  sur  les  fonctions  définies 
par  des  fractions  continues;  XXIII,  33.  —  Sur  les  fonctions  implicites  défi- 
nies par  une  infinité  d'équations  simultanées;  .XXVII,  2i5. 

Kœnigs.  —  Sur  un  mouvement  particulier  d'un  point  dans  le  plan;  X.XII,  2.1. 

Krygowrski.  —  Sur  les  fondions  à  espaces  lacunaires;  XX\  ,  2')o. 
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Laisant.  —  Un  lliciiiviiie  iiriKÎiMl  tir  Mi-(jnic|iii' ;  XM,  i5i.  —  l'iinci|ics  do  in 
iiKUidiK"  de  M.  Ainoiix  ironccrnaiU  IVliide  des  espaees  aiitlimétiques  liyper- 
iiiagiqucs:  XXII,  28.  —  Propriélc  du  mimvemcnl  d'un  poiiil  inaloiiel  dans 
l'espace;  XXII,  317.  —  Remarque  sur  une  équation  dilTérentielle  linéaire; 
XXIII,  63. —  Note  relative  aux  asymptotes  et  aux  cerelcs  de  courijure;  XXIII, 
90.  —  A  propos  des  asymptotes  et  des  cercles  de  courbure;  XXIII,  igo.  — 
Identités  relatives  à  des  polynômes  entiers;  XXIV,  191.  —  Propriétés  algé- 
briques des  coeflicients  du  binôme;  XXIV,  197.  —  Sur  un  procédé  de  vérifi- 
cation expérimentale  du  tliéorème  de  Goldbacli;  XXV,  209.  —  Sur  la  loi  de 
riiodo^raphe  circulaire  dans  les  mouvements  dus  à  une  force  centrale;  XXVI, 
83.  —  Coordonnées  pidaires  symétriques;  XXVI,  271.  —  Sur  certaines  suites 
récurrentes;  XXIX,  i-')j. 

Landau  (K).  —  Sur  la  série  des  inverses  des  nombres  de  Kibonaici;  XXVII, 
29b.  —  Sur  quelques  problèmes  relatifs  à  la  distribution  des  nombres  pre- 
miers; XXVIII,  20. 

Larose.  —  Démonstration  du  théorème  de  M.  Vascby  sur  une  distribution  quel- 
conque de  vecteur;  XXIV,   177. 

Leau.  —  Sur  un  problème  d'itération;  XXVI,  5.  —  Extension  d'un  ibéorème  de 
M.  Iladamard  à  l'étnde  des  séries  de  Taylor;  XXVI,  2(17.  —  Heprésentalion 
des  fonctions  par  des  séries  de  polynômes;  XXVII,  19^. 

Liecornu  (L).  —  Sur  quelques  cas  de  discontinuité  en  Mécanique;  XXII,  81.  — 
Sur  une  équation  fonctionnelle;  XXIII,  102.  —  Sur  le  pendule  de  longueur 
brusquement  variable;  XXH',  i33.  —  Sur  l'engrenage  à  fuseaux,  XXV,  i4o. 

—  Sur  les  engrenages  à  dents  circulaires;  XXV,  172. —  Note  complémentaire 
sur  l'engrenage  à  fuseaux;  XXV,  aoG.  —  Sur  les  développantes  d'une  déve- 
loppante de  cercle;  XXVI,  85.  —  Sur  la  stabilité  de  l'équilibre;  XXVI,  i63. 

—  Sur  certaines  équations  aux  différences  mêlées:  XXVII,  i53.  —  Sur  l'équi- 
libre relatif  d'un  solide  sollicité  par  la  force  centrifuge;  XXVII,  289.  —  Sur 
la  vis  sans  (in;  XXIX,  i^g.  —  Sur  la  dynamique  des  corps  déformables; 
XXIX,  176.  —  Sur  les  petits  mouvements  d'un  corps  pesant;  XXX,  71. —  Sur 
le  mouvement  vertical  d'un  projectile  dans  un  milieu  résistant;  XXX,  202. 

Lémeray.  —  Un  théorème  sur  les  fonctions  itératives;  XXIII,  255.  —  Sur  la 
dérivée  des  fonctions  itératives  au  point  limite;  XXV,  02.  —  Dérivée  des 
fonctions  itératives  par  rapport  à  l'indice  d'itération;  XXV,  92.  —  Sur  quelques 
algorithmes  et  sur  l'itération;  XXVI,  10.  —  Sur  les  équations  fonctionnelles 
qui  caractérisent  les  opérations  associatives  et  les  opérations  distributives; 
XXVII,  i3o.  —  A[iplication  des  fonctions  doublement  périodiques  à  la  solu- 
tion d'un  problème  d'itération;  XXVII,  282. 

Lemoine  (Em.).  —  Note  sur  une  construction  approchée  du  dévebippement; 
XXIII,  242.  —  Délerminalion  simple  de  la  direction  des  axes  d'une  coniiiiie; 
XXIX,  2,-. 

Le  Roux.  —  Sur  l'équation  linéaire  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre; 
X\V,  (i3.  —  Sur  l'intégrabilité  des  éciualions  linéaires  aux  dérivées  partielles 
du  second  ordre  par  la  niétiiode  de  Laplace;  XXVI,  55.  —  Extension  de  la 
méthode  de  Laplace  aux  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  d'ordre 
supérieur  au  second;  XXVII,  237.  —  Sur  un  invariant  d'un  système  de  deux 
triangles  et  la  théorie  des  intégrales  doubles;  XXVIII,  1G8. 

Lindelôf  (E.)    —  Sur  les  équations  homogènes;  XXIV,  35.  —  Sur  la  croissance 
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fies  inlr{;ralis   dos   éijualions   (lifrtrciiliclles   ali:('l>ii(|uis   ilii     [ni  iriicr    lUilii-; 
XXVII,  2o5.  —  Sur  le  i)ruloiif;ciiieiil  analytique;  .\\1\,  i.Vi. 

Lucas  (Félix).  —  Sur  la  nature  des  gramleurs  magnétiques  cl  électriques;  XXI, 
67-  —  Propriétés  d'un  système  de  points  dans  un  plan;  XXI,  10g.—  Note  rela- 
tive à  la  tliéoric  des  nombres;  XX\',  33. 

Mac  Mahon.  —  Solution  du  iiroliléiiii-  de  partition  d'où  résulte  le  dénonilire- 
ment   des   genres    distinets    <rabaqU(;s    relatifs    aux   équations   à   n  variables; 

XXVI,  57. 

Maillet.  —  Extension  du  théorème  de  Fermât  sur  les  nombres  polygones;  XXIII, 
4o.  —  iS'utc  sur  les  substitutions;  XXIV,  85.  —  Des  groupes  primitifs  de  classe 
N  —  I  et  de  degré  N;  XXV,  iG.  —  Sur  les  groupes  de  substitutions  deux  foi* 
transitifs  à  trois  degrés;  XXV,  iSg.  —  Des  groupes  transitifs  de  substitution 
de  degré  N  —  i  ;  XXVI,  249-  —  Sur  les  groupes  échangeables  et  les  groupes 
décomposables  ;  XXVIII,  7.  —  Sur  les  systèmes  complets  d'c(|uations  aux  déri- 
vées partielles;  XXIX,  20g.  —  Sur  certains  théorèmes  de  Géométrie  cinéma- 
tique; XXI.X,  221.  —  Sur  les  propriétés  arithmétiques  des  fonctions  entières 
et  quasi-entières;  XXX,  i34.  —  Sur  les  équations  différentielles  et  la  théorie 
des  ensembles;  XX.X,  igS. 

Mangeot.  —  De  quelques  propriétés  des  cubiques  ])lanes  et  gauches;  XXI,  4'(-  — 
Sur  une  propriété  des  surfaces  de  symétrie  d'une  quadrique;  XKl,  i46.  — 
Sur  le  centre  de  gravité  d'une  espèce  de  solide  à  deux  dimensions  infiniment 
petites;  XXIII,  266.  —  Sur  une  manière  de  représenter  le  rapport  des  deux 
courbures  d'une  courbe  gauche;  XXIV,  98.  —  Sur  les  conditions  pour  qu'une 
courbe  plane  algébrique  ait  des  axes  en  nombre  donné;  XXV,  54. 

MannheLm.  —  Nouvelle  démonstration  d'une  propriété  de  l'indicatrice  ;  XXII,  2  rçj. 
—  Sur  les  lignes  de  courbure  des  surfaces  du  second  ordre;  XXIII,  i. —  Sur  le 
rapport  des  deux  courbures  d'une  courbe  gauche;  XXIV,  18S.  —  Sur  les  for- 
mules de  Frenet;  XXV,  4-  —  Note  à  propos  d'un  théorème  connu  de  Géo- 
métrie; XXV,  78. 

Maupin  (G.).  —  Note  sur  une  question  de  probabilités  traitée  par  d'Alembert 
dans  l'Encyclopédie;  XXIII,  i85.  —  Note  relative  à  un  passage  d  .Albert 
Girard;  XXIII,  191. 

Michel.  —  Courbe  d'umbre  sur  une  surface  particulière  du  quatrième  ordre; 
XXIV,  2fi. 

Miller.  —  Sur  i>lusieurs  groupes  simples;  XXVIII,  2C6. 

Moncheuil(de).— Étude  des  surfaces  définies  par  l'équation  R-(-R'=  F  («)-t- F,  («,); 
.\X\  I,  io3.  —  Étude  sur  les  surfaces  réelles  définies  jiar  l'équalion  ^"■' u]  uj  =  o  ; 
X.XVU,  II.).  —  Généralisation  des  formules  de  .M.  Schwarz  relatives  aux  sur- 
faces minima;  XXVIII,  26H. 

Montessus  (de).  —  Sur  les  fractions  continues  algébriques;  XXX,  47- 

Ocagne  (M.  d').  —  Sur  les  suites  récurrentes;  XXI,  3.  —  Uemari|ue  sur  la 
déformation  des  surfaces  de  révolution;  XXI,  8.î.  —  .Vbaquc  en  points  iso- 
pléthes  de  l'équation  de  Kepler;  XXII,  197.  —  Sur  la  composition  des  lois  de 
probabilité  des  erreurs  de  situation  d'un  point  sur  un  plan;  XXIII,  fiô.  — 
Éludc'  géométrique  sur  nirlir,,ide   ré^le   le   plus   ^èn,r-;il;    XXIII,   i',',.  —  Sur 


la  irpréseiUalioii  nomi)Sr;ipliic|iic  di»s  ri|unliohs  du  second  dri^vr  à  Unis  \n- 
riiiblcs;  XXIV,  Si.  —  Thcorciiie  rclnlif  aux  ahaqiiis;  XXIV,  ijS.  —  Sur  \v 
signe  de  la  torsion  des  courbes  gauclies  et  du  parami-lre  de  distribution  des 
surfaces  réglées;  XXIV,  «gâ.—  Sur  une  transformation  liiiationnclle  réciproque 
de  l'espace;  XXV,  8.  —  Sur  la  représentation  des  équations  du  second  ordre 
par  des  droites  et  par  des  cercles;  XXV,  ().  —  Sur  les  paramétres  de  distribu- 
lion  du  paraboliiïdc  hyperbolique;  XXV.  i3o.  —  Application  de  la  méthode 
nomographiqiie  la  plus  générale  résultant  de  la  superposition  de  deux  plans 
aux  équations  cl  trois  et  quatre  variables;  XXVI,  iC.  —  Uésumé  d'un  Mémoire 
sur  les  équations  représcntables  par  trois  systèmes  linéaires  de  points  cotés; 

XXVI,  53.  —  Problème  de  partition;  XXVIII,  1.57.  —  Sur  les  baryccntres 
cycliques  dans  les  courbes  algébriques;  XXX,  83. 

Painlevé.  —  Note  sur  une  identité  entre  certains  déterminants;  XXII,  iiO.  — 
Sur  les  mouvements  et  les  trajectoires  réels  des  systèmes;  XXII,  i36. —  Sur 
le  calcul  des  intégrales  d'un  système  différentiel  par  la  méthode  de  Cauchj'- 
Lipschitz;    XXVII,  u^g.  —   Sur   la    représentation    des    fonctions    elliptiques; 

XXVII,  3oi.  —  Mémoire  sur  les  équations  diUèrenlielles  dont  l'intégrale  géné- 
rale est  uniforme:  XXVIII,  201.  —  De  la  délerminalicm  unique  des  intégrales 
d'un  système  d'équations  différentiellis  ordinaires  par  les  conditions  initiales 
de  Cauchy;  XXVIII,  nji. 

Pellet.  —  Mémoire  sur  la  théorie  infinitésimale  des  équations  et  les  fonctions 
implicites;  XXIII,  7.  —  Sur  la  théorie  des  surfaces;  XX\  I,  i3S.  —  Sur  la 
formule  d'approximation  do  Newton  ;  XXIX,  i3<|.  —  Sur  la  méthode  d'ap- 
proximation deNewlon;  XXIX,  228  et  Sîo.^  Sur  l'approximation  des  racines 
réelles  des  équations;  XXX,  176. 

Perott  (J  ).  —  Sur  les  groupes  de  Galois;  XXI,  Gi. 

Petrovitch  (M).  —  Hemarques  algébriques  sur  les  fonctions  délinics  par  les 
équations  difTércntielles  du  premier  ordre;  XXIV,  58.  —  Sur  l'équation  diiïé- 
rcntielle  linéaire  dn  second  ordre;  XXV,  221.  —  Intégration  graphique  de 
certains  types  d'équations  difféientielles  du  premier  ordre;  X.XVII,  200.  — 
Ueniarque  sur  les  zéros  des  séries  de  Taylor;  XXIX,  3o3. 

Picard  (Emile).  —  Sur  les  transformations  birationnelles  des  courbes  algé- 
briques en  elles-mêmes;  XXI,  i.  —  Sur  une  équalion  aux  dérivées  partielles 
de  la  théorie  de  la  propagation  de  l'électricité;  XXII,  2.  —  Sur  la  méthode 
des  approximations  successives  et  les  équations  dilTérentielles  linéaires;  XXII, 
52.  —  Sur  la  détermination  des  intégrales  des  équations  aux  dérivées  par- 
tielles du  second  ordre  par  certaines  conditions  aux  limites;  XXII,  io3.  — 
Sur  la  rotation  d'un  système  déformable;  XXII,  193.  —  Hemarquc  au  sujet 
d'une  Communication  récente  de  M.  I.  Ikndixson;  XXV,  35.—  Sur  nnc  classe 
de  surfaces  algébriques  dont  les  coordonnées  s'expriment  par  des  fonctions 
uniformes  de  deux  paramétres;  XXMII,  17.  —  Sur  un  exemple  d'approxi- 
mations successives  divergentes;  XXMII,  1^7.  —  Sur  quelcpics  problèriies 
relatifs  à  l'équation  Au  =  k-u,  ...  ;  XXVIII,  iHo. 

Picquet  —  Nouvelle  contribution  au  problème  du  huiliéme  point  cnnimun  à 
trois  rpiadriques;  son  identité  avec  un  problème  plan;  XXII,  ly. 

Poincaré.  —  Sur  les  surfaces  de  translation  et  les  fonctions  abéliennes;  \\l\, 
61.—  Sur  certaines  surfaces  algébriques. 'rrnisième  lompb  rn.ril  ,1  r.lH«/^s/i' 
situs;  XXX,  '|(). 
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Polignac  (de).  —  Sur  un  tliéoniiie  de  Tait;  XWII,  l'is. 

Kaffy.  —  Sur  une  équation  d'Euler;  XXI,  44-  —  Sur  une  nouvelle  classe  de  sur- 
faces isotlieriniques  et  sur  les  surfaces  déformables  sans  altération  des  cour- 
bures principales;  XXI,  70.  —  Sur  les  géodésiqucs  spéciales  des  surfaces  liar- 
moniques;  XXII,  8.  —  Recherches  sur  les  surfaces  harmoniques  (résumé); 
XXII,  63.  —  Recherches  sur  les  surfaces  harmoniques  (résumé)  (suite)'. 
XXII,  84.  —  Sur  le  problème  général  de  la  déformation  des  surfaces;  XXII, 
119.  —  Sur  certaines  équations  qu'on  intégre  en  les  différentiant;  XXIll,  5o. 
—  Sur  certaines  équations  différentielles  linéaires;  XXIII,  63.  —  Sur  deux 
classes  de  surfaces  analogues  aux  surfaces  tétraédrales;  XXIV,  2.  —  Surfaces 
rapportées  à  un  réseau  conjugué  aziniutal;  XXIV,  5i.  —  Sur  le  signe  de  la 
torsion  des  courbes  gauches;  XXIV,  i85.  —  Sur  les  formules  fondamentales 
de  la  théorie  des  surfaces;  XXV,  i.  —  Sur  certaines  équations  différentielles 
d'ordre  supérieur  analogues  à  l'équation  de  Clairaut;  XXV,  71.  —  Sur  une 
propriété  caractéristique  des  hélicoïdes;  XXV,  124.  —  Contribution  à  la 
théorie  des  surfaces  dont  les  rayons  de  courbures  principaux  sont  liés  par 
une  relation;  XXV,  147.  —  Sur  la  déformation  des  surfaces  et  sur  certaines 
transformations  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre;  XXX, 
io5.  —  Sur  le  réseau  diagonal  conjugué;  XXX,  226. 

Ripert.  —  Sur  les  propriétés  générales  des  formes  quadratiques;  XXVIII,  56.  — 
Sur  les  triangles  trihomologiques  inscrits  ou  circonscrits  à  une  conique; 
XXVIII,  196.  —  Sur  trois  propriétés  de  six  points  d'une  conique;  XXI.\,  317. 

Rivereau.  —  Invariants  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre 
linéaires  et  homogènes;  XXIX,  7. 

Saltykowr.  —  Sur  les  intégrales  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  pre- 
mier ordre  d'une  seule  fonction;  XXIX,  86. 

Schlegel.  —  Sur  le  théorème  de  M.  Ilaton  de  la  Goupillière  relatif  au  centre  des 
moyennes  distances;  XXI,  49-  —  Sur  un  système  de  coordonnées  tétraé- 
driques;  XXIII,  21G. 

Séguier  (de).  —  Courbe  remplissant  un  cube  à  n  dimensions;  XXIX,  3i2.  — 
Sur  la  forme  canonique  des  substitutions  linéaires;  XXX,  247- 

Sélivanoff.  —  Quelques  remarques  sur  les  équations  du  cinquième  degré;  XXI, 

97- 
Servant.  —  Sur   les  formules  de  Gauss;  XXI\,  142.  —   Sur  la   déformation  des 

quadriques;   XXIX,    23i.    —    Sur    la  déformation  des  quadriques;   X\X,    18 

et  yj. 

Sparre  (de).  —  Sur  une  application  des  fonctions  elliptiques;  XXVIII,  52.  — 
Sur  une  application  des  fonctions  elliptiques  à  l'étude  du  mouvement  des 
projectiles;  XXIX,  3o. 

Stèphanos.  —  Sur  le  temps  solaire  moyeu;  XXV,  127. 

Stôrmer  (  Cari  ) .  —    Solutions    complètes   en    nombres    entiers    de   l'équation 

m  arctang  — n  arrlan:;—  =  /i  y';   XXVII,  160.  —  Sur  une  propriété  arithmé- 
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tique  des  logaritlimcs  ilc  nombres  algébriiiucs  ;  XXVIII,  i '|6. 


Torrès.  —'Sur  les  rapporls  entre  le  calcul  mcc;inj(|ue  i-l  le  calcul  israpliiqiir; 
XXIX,  i6i.  —  Sur  l'utilité  des  exemples  cintinati(|ucs  lUins  l'exposition  des 
théories  mathématiques;  XXIX,  1G7. 

Touche.  —  Transformation  des  équations  générales  du   mouvement  des  fluides; 

XXI,  73.  —  Transformation  de  l'équation  de  continuité  en  Hydraulique;  XXI, 
lig.  —  Équation  d'une  trajectoire  fluide;  XXIII,  m.  —  Calcul  de  la  résis- 
tance des  fluides  à  un  disque  mince;  XXIV,  Sg.  —  Équation  d  une  trajectoire 
fluide  dans  le  cas  général;  XXV,  5.  —  Calcul  de  la  résistance  de  l'air  à  un 
disque  pour  la  vitesse  de  20"  par  seconde;  XXV,  121.  —  Sur  les  figures  in- 
verses limites;  XXVI,  3.  —  Sur  la  résistance  des  fluides  à  une  sphère;  XXVI, 
86.  —  Les  équations  de  l'Hydraulique  données  par  Lagrange;  XXMII,  121 
et  120.  —  Sur  une  question  posée  par  d'Alembert;  XXIX,  l\. 

Tresse.  —  Sur  les  propriétés  projecloires  des  coniques;  XXVIII,  t3i. 

■Vernier.  —  Sur  les  formes  binaires  dont  les  variables  sont  des  intégrales  fon- 
damentales d'une  équation  dilTérentielle  linéaire  du  second  ordre;  XXII,  i33. 

Vessiot.  —  Sur  une  méthode  de  transformation  et  sur  la  réduction  des  singula- 
rités d'une  courbe  algébrique;  XXII,  2ûS. 

■Weill.  —  Sur  une  classe  de  polygones  de  Poncelel;  XXIX.  199.—  Sur  les  points 
de  base  d'un  faisceau  linéaire  de  courbes  algébriques;  XI\,  (i. 

Zaremba.  —  Sur  la  réduction  du  nombre  des  périodes  d'une  fonction  périodique; 

XXII,  lîS.  —  Contribution  à  la  théorie  de  la  fonction  de  Grecn;  XXIV,  19. — 
Sur  l'équation  aux  dérivées  partielles  \u  ^\u  ■{  f  =  o\  XXVI,  70. 

Zoukis.  —  Sur  quelques  formules  des  fonctions  liomogénes  et  sur  la  démonstra- 
tion d'un  théorème  qui  s'y  rattache;  XXX,  181. 


FIN   IiKS  T.\r,LE3  DES  TO.MES  XXI  .\  XXX. 
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PAIUS.  —   IMPRIMERIE    G  A  UTH  lER-VI  LL  ARS  , 

35205        Quai  dos  Gramls-Auguslins,  55. 
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